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Foreword

For some years, a group of researchers have edited a series of com-
pilations of selected talks that were presented at the Workshop of
Molecular and Condensed Matter Physics, held in the city of Cuer-
navaca since 2008. After the publication of the first two volumes
(http://web.fc.uaem.mx/ tallerfmcm/temas.htm) of this series of elec-
tronic books, we present to the physical community the third issue
which corresponds to the choice made in 2014. It contains some recent
contributions in several areas of the research frontier in Condensed
Matter Physics.

Since the first edition we have decided to keep the bilingual format
(english-spanish) with the purpose of achieving a wider diffusion of
the contents via electronic means.

Cuernavaca, Mexico. November 2014 M. E. Mora-Ramos
(memora@uaem.mx)

R. Pérez-Álvarez (rpa@uaem.mx)
L. M. Gaggero-Sager (lgaggero@uaem.mx)
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x Foreword

Durante varios años, un grupo de profesores del Cuerpo Académico
de Fı́sica del Estado Sólido de la Universidad Autónoma del Estado
de Morelos, hemos realizado compilaciones de algunas de las confer-
encias impartidas en el Taller de Fı́sica de la Materia Condensada y
Molecular, que se celebra desde 2008 en predios de la mencionada
Institucin. Luego de la publicación de los dos primeros volúmenes
(http://web.fc.uaem.mx/ tallerfmcm/temas.htm) de esta serie de libros
electrónicos, presentamos a la comunidad el tercero, correspondiente
al año 2014. Esta vez, las contribuciones abarcan áreas de actividad de
vanguardia de la Fı́sica de la Materia Condensada que no haban sido
abordadas en los libros anteriores.

Como comentamos en el prefacio del primer volumen de la serie,
hemos mantenido con toda intención el formato bilingüe (español-
inglés), en aras de que los materiales publicados puedan encontrar
mayor difusión vı́a internet.

Cuernavaca, México. Noviembre 2014 M. E. Mora-Ramos
(memora@uaem.mx)

R. Pérez-Álvarez (rpa@uaem.mx)
L. M. Gaggero-Sager (lgaggero@uaem.mx)
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Ecuación de Schrödinger con masa variable
unidimensional

Marı́a de la Luz Silba-Vélez, R. Pernas y R. Pérez-Álvarez

Resumen

En los años 70’s Esaki y Tsu [1] proponen construir estructuras
artificiales de materiales semiconductores en las cuales se pudiera
confinar los portadores de carga del semiconductor. Los primeros re-
sultados se dieron en el confinamiento de electrones en dos dimen-
siones (pozos cuántico), seguido por el confinamiento de electrones
en una y cero dimensiones (hilos y puntos cuánticos). La necesidad
de tener control sobre las propiedades ópticas y electrónicas sobre
sistemas semiconductores dieron por respuesta el nacimiento de las
heteroestructuras [2]. Los avances tecnológicos en aspectos de comu-
nicación e información en los últimos años han impactado de manera
más que considerable y no están restringidos sólo a asuntos de in-
vestigación sino que el impacto en la sociedad es palpable [3,4]. En
el estudio de heteroestructuras es de importancia tomar en cuenta la
dependecia de la masa respecto a la posición ya que cada capa está
compuesta por diferente material semiconductor. Por tanto, estudiar la
estructura electrónica suele realizarse a partir de la aproximación de
masa efectiva donde la ecuación de movimiento incluye la dependen-
cia de la masa respecto la posición. La ecuación de movimiento para
dicha aproximación también es denominada ecuación de Schrödinger
con masa variable. A lo largo de este trabajo se muestran los funda-
mentos de la aproximación de masa efectiva unidimensional, el for-
malismo de matrices de transferencia que es muy socorrido para esta
clase de sistemas y en consecuencia abordar problemas de estados

Marı́a de la Luz Silba-Vélez
Universidad Autónoma del Estado de Morelos, Ave. Universidad 1001, CP 62209, Cuernavaca,
Morelos, México. e-mail: svml@uaem.mx

R. Pernas, R. Pérez-Álvarez
Universidad Autónoma del Estado de Morelos. Facultad de Ciencias.
e-mail: rpa@uaem.mx
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2 Marı́a de la Luz Silba-Vélez et al.

acotados, dispersión y escape en sistemas generales además de pre-
sentar casos particulares. En otro de los apartados de este trabajo se
muestran algunas de las relaciones que existen entre diferentes prob-
lemas de contorno.

1 Antecedentes y fundamentos

Como ya lo hemos mencionado las heteroestructuras juegan un papel
importante en la tecnologı́a de la información. Siendo más especı́ficos
respecto a los dispositivos diseñados con semiconductores tenemos
por ejemplo los transistores de heterounión1 empleados en amplifi-
cadores de alta frecuencia y bajo ruido, utilizados en las comunica-
ciones vı́a satélite, ası́ como en el mejoramiento de la razón señal a
ruido de la telefonı́a celular. Los láseres semiconductores basados en
heteroestructuras son usados en las comunicaciones por fibra óptica,
en el almacenamiento de información, como lectores en las unidades
de disco compacto, etc.[4]

-
z

L

zL

...

1

z1

...

2

z2

...

3

z3

...

· · ·

· · · zm−1

...

m

zm

...

m+1

zm+1

...

· · ·

· · ·

zµ−3

...

µ−2

zµ−2

...

µ−1

zµ−1

...

µ

zR

...

R

Fig. 1 Forma general de un sistema unidimensional a capas. Se denota los extremos de esta con
L (izquierda), R (derecha) y desde 1 hasta µ son las distintas capas intermedias entre zL y zR. A
menos que se indique otra cosa, la capa L va de −∞ a zL mientras que R va de zR a +∞.

Comencemos definiendo que una heteroestructura consiste en dos
o más capas con diferente ancho de banda prohibida (gap). Los semi-
conductores de una heteroestructura son generalmente compuestos
por Germanio (Ge) ó Silicio (Si) otras más por elementos de los
grupos III y V de la tabla periódica, por ejemplo, el Arseniuro de

1 Es la unión entre dos semiconductores cuya banda prohibida es diferente.



Ecuación de Schrödinger con masa variable unidimensional 3

Galio (GaAs) [3]. La tecnologı́a actual ası́ como la evolución y mejo-
ramiento de diversas técnicas de crecimiento de sistemas a capas
como la epitaxia de haces moleculas (Molecular Beam Epitaxy MBE
[5,6], la deposición quı́mica de vapores (Metal-organic Chemical Va-
por Deposition MOCVD) y otras han permitido el desarrollo de mate-
riales cuyas funciones y propiedades dependen exclusivamente de los
efectos implı́citos a escala nanométrica y sus componentes.

El estudio de la estructura electrónica en heteroestructuras suele
hacerse a partir de la aproximación de masa efectiva la cual describe
una situación en la que el electrón experimenta la acción de un poten-
cial, cuyo origen se debe al desajuste de las bandas de conducción en
ambos semiconductores, cuando se acerca a la heterounión [2].

2 Aproximación de masa efectiva

Para el estudio de heteroestructuras es bien conocida la aproximación
de masa efectiva o también llamada aproximación de una banda
la cual sabemos describe los estados electrónicos con un grado de
exactitud razonable [9-11]. Para ello recurriremos al método k · p y
la aproximación de la función envolvente2. Por tanto, a lo largo de
esta sección se presentan los fundamentos fı́sicos involucrados para
obtener la ecuación de movimiento

− h̄2

2
d
dz

[
1

m(z)
dψ(z)

dz

]
+(V (z)−E)ψ(z) = 0, (1)

donde h̄ = h/2π y h es la constante de Planck, V (z) es la energı́a
potencial y m(z) la masa efectiva.

2.1 Método k ·p

El método k ·p se utiliza para describir las bandas de energı́a y fun-
ciones de onda de los semiconductores cristalinos cerca los puntos de
alta simetrı́a de la zona de Brillouin, por medio de la teorı́a de pertur-

2 Envelope function aproximation, EFA.
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baciones3. Con el método k ·p basta con conocer un número pequeño
de parámetros, como discontinuidades de bandas y masas efectivas.
El hamiltoniano de un electrón en un cristal es

(
−h̄2

2m0
∇2 +Vcr(r)−E

)
ϕ(r), (2)

donde m0 es la masa del electrón libre y Vcr(r) es un potencial
periódico. Como el hamiltoniano es invariante ante translaciones en
la red cristalina, las autofunciones pueden escogerse de manera que
sean simultáneamente autofunción del operador translación T̂ . No es
interés de este trabajo mostrar a detalle todo el proceso matemático
pero el resultado a dicho procedimiento es que el modelo nos indica
es que la inclusión de un potencial periódico sobre el movimiento de
una partı́cula libre se traduce en un cambio en su masa.

2.2 Aproximación de la función envolvente

La aproximación de la función envolvente EFA considera que los ma-
teriales que componen la heteroestructura cristalizan en la misma es-
tructura cristalográfica, es decir que poseen constantes de red simi-
lares, y que la interfaz que los separa está libre de defectos. Esta
apro-ximación es utilizada para simular la pérdida de la periodicidad
debida a la unión de diversos materiales. De acuerdo al teorema de
Bloch y considerando la simetrı́a translacional del cristal, la función
envolvente es de la forma exp [ik · r]. Ahora bien, si rompemos dicha
simetrı́a en la dirección z pero la mantenemos en las direcciones per-
pendiculares, la envolvente queda expresada como [9]

f (r) = exp [ik⊥ · r⊥]ψ(z), (3)

3 La teorı́a de perturbaciones consiste en identificar dentro del Hamiltoniano (perturbado) qué
parte corresponde a un problema con solución conocida y considerar el resto como un potencial
que modifica al anterior Hamiltoniano. Dicha identificación permite escribir a los autoestados del
Hamiltoniano perturbado como una combinación lineal de los autoestados del Hamiltoniano sin
perturbar y a las autoenergı́as como las autoenergı́as del problema sin perturbar más términos
correctivos.
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donde k⊥ y r⊥ se refieren al plano xy, y ψ(z) es la función descono-
cida que describe la envolvente en la dirección z.

La aproximación EFA considera iguales las funciones de Bloch en
cada unos de los materiales que componen la heteroestructura, de-
bido a que, como hemos establecido anteriormente, éstos presentan
la misma estructura cristalográfica y constantes de red similares. De
acuerdo con la formulación EFA y el hamiltoniano (2) para una banda
en el marco de aproximación de masa efectiva se obtiene la función
envolvente desconocida y la energı́a aproximada de los estados de la
banda de conducción como el autosistema de una ecuación diferencial
de valores propios [9](

−h̄2

2m∗
d2

dz2 +V (z)+
h̄2k2
⊥

2m∗

)
ψ(z) = Eψ(z). (4)

La ecuación (4) corresponde a un movimiento unidimensional sometido
a un potencial V (z) de tipo escalón, determinado por la diferencia
energética entre los bordes de las bandas de conducción de los ma-
teriales que componen la heteroestructura. Ası́ pues, la combinación
de materiales de diferente alineamiento de bandas provoca un con-
finamiento de los electrones cuyo fondo de la banda de conducción
presenta menor energı́a.

2.3 Condiciones de empalme cuando la masa es dependiente de la
posición

El hamiltoniano (4) no resulta válido en el caso de que la masa de-
pende de la posición ya que los operadores de masa y momento
no conmutan, lo que hace necesario precisar el término cinético el
cual es p̂z

1
m∗(r) p̂z. Por tanto, las condiciones de empalme son ψ(r) y

1
m∗(z)ψ

′(r) sean continuas.
Cabe hacer mención que estamos interesados en estudiar sistemas

unidimensionales, por tanto en el caso de heteroestructuras laminares
de materiales isótropos la masa depende únicamente de la posición en
la dirección de crecimiento z, por tanto el hamiltoniano para una sola
dimensión también conocido como de BenDaniel-Duke para k⊥ = 0
es el descrito por la ecuación (1) donde las condiciones de empalme
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están expresadas por 4 ψ(z) y 1
m(z)ψ

′(z) las cuales como ya se ha
mencionado anteriormente deben de ser continuas.

3 Ecuación de Schrödinger con masa variable unidimensional

Para el caso unidimensional tenemos que la ecuación de movimiento
es:

− h̄2

2
d
dz

[
1

m(z)
dΨ(z)

dz

]
+(V (z)−E)Ψ(z) = 0, (5)

donde se exige la continuidad en las condiciones de empalme, es decir
ψ(z) y 1

m(z)ψ
′(z) continuas.

Fig. 2 Perfil de potencial V (z) y masa m(z) donde en los extremos el potencial y la masa son
constantes (en general VL ̸=VR al igual que las masas mL ̸= mR).

4 Métodos para abordar el problema en sistemas a capas

Antes de entrar de lleno a la resolución del problema general mostrado
en la Fig. 2 es pertinente hacer mención que un formalismo muy so-
corrido a la hora de estudiar sistemas a capas para diferentes proble-
mas de contorno es el formalismo de matrices de transferencia. Par-
tiendo de un problema más general de eigenvalores 5 - y con el fin
de mostrar el alcance de las matrices de transferencia- consideramos
4 A lo largo de este trabajo la masa efectiva está representada m y en todo caso un subı́ndice para
indicar de que compuesto estamos hablando.
5 El problema que abordaremos en caso particular de este planteamiento.
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un sistema de N ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
al cual le asociamos un operador diferencial L̂ representado por una
matriz L. Entonces, nuestro problema de Sturm-Liouville matricial
queda representado como sigue

L ·F=
d
dz

[
B(z) · dF(z)

dz
+P(z) ·F(z)

]
+Y(z)·F(z)

dz
+W(z)·F(z)= 0,

(6)
donde los coeficientes son matrices de N×N y F es un vector columna.
L es hermı́tico por tanto requiere que B y W lo sean y que Y =−P†.

Es de nuestro conocimiento que un sistema de N ecuaciones difer-
enciales admite 2N soluciones linealmente independientes fi(z), donde
i = 1, . . . ,2N. La representación de la solución en términos de esta
base es:

F(z) = ∑
i

aifi(z). (7)

Los coeficientes ai quedarán determinados por las condiciones de
contorno BCs. Como se ha mencionado antes para resolver el prob-
lema es necesario introducir el concepto de matriz de transferencia,
de lo cual vamos a tratar en las secciones siguientes.

4.1 Matriz de transferencia completa M(z,z0)

La Matriz de transferencia completa6(Full Transfer Matrix, FTM) es
aquella que transfiere el campo y su derivada de un punto a otro [12].
Definamos pues a Φ(z) como un vector de la forma

Φ(z) =
(

F(z)
F′(z)

)
. (8)

Se puede escribir a Φ(z) como:

Φ(z) = M(z,z0)Φ(z0), (9)

6 También conocida como matriz de transferencia, TM
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en donde el campo estará determinado por el producto de la matriz de
transferencia M(z,z0) y el campo evaluado en la condición inicial. En
general la matriz de transferencia está dada por [13-15]:

M(z,z0) = N(z)N−1(z0). (10)

Elegimos una base arbitraria fi(z) con elementos f j,i con i = 1, . . . ,2N

y j = 1, . . . ,N solución al sistema (6). La matriz N(z) de tamaño 2N×2N
estará formada por f j,i y f ′j,i que es la derivada respecto de z, tal que

N(z) =



f1,1(z) f1,2 (z) . . . f1,2N (z)
...

...
...

fN ,1 (z) fN ,2 (z) . . . fN ,2N (z)
f ′1,1 (z) f ′1,2 (z) . . . f ′1,2(z)

...
...

...
f ′N ,1 (z) f ′N ,2 (z) . . . f ′N ,2N (z)


, (11)

Una vez obtenida la matriz (11) es posible obtener la TM de
acuerdo con la ecuación (10).

4.1.1 Matriz de transferencia cuando N = 1

Cuando se tiene una ecuación diferencial de segundo orden en lugar
de un sistema de ecuaciones se puede deducir la forma de la matriz
de transferencia como sigue7: la solución siempre se puede escribir
como combinación lineal de las dos soluciones linealmente independi-
entes, tomemos pues dos soluciones linealmente independientes f1(z)
y f2(z) y escribimos la solución como una combinación lineal tal que

Ψ(z) = A f1(z)+B f2(z)
(12)

Ψ ′(z) = A f ′1(z)+B f ′2(z).

El sistema de ecuaciones anterior se evalua en la condición ini-
cial, en el punto z0. Del sistema evaluado en z0 podemos se obtiene
el valor de los coeficientes A y B, dichos coeficientes quedarán es-

7 También se puede llegar a la expresión de la Matriz de Transferencia para una ecuación lineal de
segundo orden utilizando el formalismo general.
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critos en términos de f1(z0), f2(z0), Ψ(z0) y sus derivadas correspon-
dientes; reescribiendo el sistema (12), al final todo puede escribirse
como Ψ(z) = M(z,z0)Ψ(z0) donde la matriz de transferencia (TM)
es: [14]

M(z,z0) =
1
∆

 f1(z) f ′2(z0)− f2(z) f ′1(z0) f2(z) f1(z0)− f2(z0) f1(z)

f ′1(z) f ′2(z0)− f ′2(z) f ′1(z0) f1(z0) f ′2(z)− f ′1(z) f2(z0)

 , (13)

donde ∆ = f1(z0) f ′2(z0)− f ′1(z0) f2(z0) y es conocido como el wron-
skiano.

4.1.2 Propiedades de TM

En general, la TM cumple con las siguientes propiedades [14, 16]:

1. Determinante unidad,

det M(z,z0) = 1; ∀z,z0. (14)

2. Simpléctica
MT (z,z0)JM(z,z0) = J, (15)

J =

(
0 1
−1 0

)
. (16)

3. SiΨ es contı́nua en z1 y está entre z0 y z2. Entonces, la TM en el
intervalo [z0,z2] es de la forma:

M(z2,z0) = M(z2,z1)M(z1,z0). (17)

Si Ψ tiene un salto, es decir, si no es contı́nua y esto es debido, por
ejemplo, a que la masa depende de la posición m(z)8, la TM toma
la forma:

M(z2,z0) = M(z2,z1+)C(z1)M(z1−,z0), (18)

8 Esta propiedad es de interés ya que esta serı́a la expresión para el problema que queremos resolver
donde la ecuación de movimiento es (1).
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C(z0) =

(
1 0
0 m(z1+)

m(z1−)

)
. (19)

4.1.3 TM para perfil de masa y potencial constante

Cuando el V (z) = V y m(z) = m son constantes tenemos que (5) se
reduce a resolver la ecuación de Schrödinger,

− h̄2

2m
d2Ψ(z)

dz2 +(V −E)Ψ(z) = 0. (20)

Definimos k =
√

2m
h̄2 (E−V ) de manera que la ecuación se pueda

escribir de forma compacta.

d2Ψ(z)
d2z

+ k2Ψ(z) = 0. (21)

Las dos soluciones linealmente independientes son f1 = cosk(z−
z0) y f2 = sink(z− z0). Para obtener la TM9 es necesario primero
encontrar la matriz N (véase (11)) y su inversa, entonces

M(z,z0) =

 cos[k(z− z0)]
sin[k(z−z0)]

k

−k sin[k(z− z0)] cos[k(z− z0)]

 . (22)

4.2 Matriz de transferencia asociada, ATM

Otro tipo de matriz de transferencia es la llamada matriz de transfer-
encia asociada (ATM) la cual transfiere de un punto a otro el campo
y la forma lineal asociada a la ecuación de movimiento. [12] Del
tratamiento general, sabemos que podemos escribir:

Ψ(z) = T(z,z0) ·Ψ(z0). (23)

9 Podemos aplicar lo expuesto en la sección 4.1.1 ó la sección 4.1
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Definamos el vector Ψ =

(
F(z)
A(z)

)
donde A(z) = B(z) · dF

dz +P(z) ·

F(z) de acuerdo con (6).
La matriz de transferencia cumplirá las mismas propiedades que la

TM (véase la sección 4.1.2), con la salvedad de que en la propiedad
3 no hay necesidad de considerar si la derivada tiene un salto ya que
esto es tomado en cuenta en la definición de A(z), de forma que A(z)
siempre sea continua, por tanto en un intervalo (z0,z2) con z1 < z2 la
ATM se puede escribir como T(z2,z0) = T(z2,z1)T(z1,z0).

Elegimos una base arbitraria la cual conformará a la matriz Q(z) de
tamaño 2N×2N de manera que

Q(z) =



f1,1(z) f1,2 (z) . . . f1,2N (z)
...

...
...

fN ,1 (z) fN ,2 (z) . . . fN ,2N (z)
A1,1 (z) A1,2 (z) . . . A1,2(z)

...
...

...
AN ,1 (z) AN ,2 (z) . . . AN ,2N (z)


. (24)

Siguiendo un procedimiento análogo al de las TM tenemos que la
ATM es de la forma T(z,z0) = Q(z)Q−1(z0).

4.2.1 Matriz de Transferencia Asociada cuando N = 1

Al igual que para la TM, podemos obtener la forma de la ATM en
el caso de una ecuación tomando la combinación lineal de dos solu-
ciones linealmente independientes f1 y f2, tal que

Ψ(z) = a f1(z)+b f2(z)
(25)

Ψ ′(z)
m(z)

=
1

m(z)

[
a f ′1(z)+b f ′2(z)

]
.

El sistema de ecuaciones anterior se evalua en la condición inicial
z0 y se determinan los valores de a y b podemos escribir la solución
Ψ(z) = T(z,z0)Ψ(z0) donde la ATM es
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T(z,z0) =
1
∆

 f1(z) f ′2(z0)− f2(z) f ′1(z0) m(z0)[ f2(z) f1(z0)− f2(z0) f1(z)]

[ f ′1(z) f ′2(z0)− f ′2(z) f ′1(z0)]
1

m(z) [ f1(z0) f ′2(z)− f ′1(z) f2(z0)]
m(z0)
m(z)

 . (26)

donde ∆ = f1(z0) f ′2(z0)− f ′1(z0) f2(z0).

4.2.2 ATM de un intervalo con potencial y masa constantes

Al igual que en el caso de TM, las soluciones linealmente independi-
entes son f1 = cosk(z− z0) y f2 = sink(z− z0) sustituyendo en (26)
la ATM estará dada por

T(z,z0) =

 cos[k(z− z0)]
m
k sin[k(z− z0)]

− k
m sin[k(z− z0)] cos[k(z− z0)]

 . (27)

Al igual que para la TM, es necesario tener en cuenta los casos en
que E >V y V >E, ya que la ATM se verá modificada en el sentido de
que para el primer caso queda tal cual, pero para el segundo esta ma-
triz estará en términos de senos hiperbólicos y cosenos hiperbólicos y
en lugar de k aparecerá κ 10.

5 Ecuación de Schrödinger con masa variable unidimensional

5.1 Forma general de la solución

Sea la ecuación de movimiento (5) y el perfil para masa y potencial
mostrado en la Fig. 2, se propone una solución que desde −∞ hasta
+∞. Sea pues

− h̄2

2
d
dz

[
1

m(z)
dΨ(z)

dz

]
+(V (z)−E)Ψ(z) = 0.

Como ya lo hemos planteado recurriremos a los formalismo de ma-
trices de transferencia por tanto definimos a Ψ(z) como:

10 κ =
√

2m
h̄2 (V −E). k y κ estan relacionadas por: k = iκ .
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Ψ(z) =

ψ(z)

ψ ′(z)
m(z)

 , (28)

de manera que Ψ(z) = T(z,z0)Ψ(z0). La matriz T(z,z0) tiene elemen-
tos Ti j con i, j = 1,2, donde i es el número de fila y j el número de
columna.

Fig. 3 Perfil general de masa y potencial.

De acuerdo con la Fig. 3 el cual está divido en tres regiones donde
cada región debe tener asociado un vector Ψ , por ejemplo, para el vec-
tor en región I se denotará ΨI y recı́pricamente ΨII , ΨIII a las regiones
II y III correspondientemente.

Aplicando las condiciones de empalme en zL y zR tenemos que11:

ΨIII(zR) = T(zR,zL)ΨI(zL), (29)

escrito de forma explı́cita, el sistema de ecuaciones es:

ψIII(zR) = T11ψI(zL)+T12
ψ ′I(zL)

mI(zL)
(30)

ψ ′III(zR)

mIII(zR)
= T21ψI(zL)+T22

ψ ′I(zL)

mI(zL)
. (31)

11 La solución en la región II escrita en términos de la ATM es: ΨII(z) = T(z,zL)ΨII(zL). Recordar
que T(zL,zL) = 1
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Ya con las expresiones generales (30) y (31) lo que resta es aplicarlo
a los distintos problemas de contorno.

Ahora bien, si consideramos perfil de masa y potencial en la región
II y en los extremos potencial y masa constante pero distinto en cada
extremo como se muestran en las Fig. 2 y proponemos una solución
(véase (28)) que va desde −∞ hasta +∞, la solución del problema
expresada en términos de la ATM está representada como sigue

Ψ(z) =

AE+
L (z)+BE−L (z) z ∈ (−∞,zL)

T(z,zL)Ψ(zL) z ∈ (zL,zR)
CE+

R (z)+DE−R (z) z ∈ (zR,+∞)
(32)

E+
L (z) =

(
1

ikL
mL

)
eikL(z−zL) ; E−L (z) =

(
1
− ikL

mL

)
e−ikL(z−zL) (33)

E+
R (z) =

(
1

ikR
mR

)
eikR(z−zR) ; E−R (z) =

(
1
− ikR

mR

)
e−ikR(z−zR),(34)

donde kL y kR están definidos por

kL =

√
2mL

h̄2 (E−VL) ; kR =

√
2mR

h̄2 (E−VR). (35)

De la sección ?? donde se establece el hecho de exigir continuidad,
el empalme en zL y zR nos da por resultado el siguiente sistema de
ecuaciones

T
(
AE+

L +BE−L
)
= CE+

R +DE−R , (36)

Para simplificar la notación escribamos E±L ≡E±L (zL), E±R ≡E±R (zR)
y la ATM T ≡ T(zR,zL). Los elementos de la ATM estan denotados
por

T =

(
T11 T21
T21 T22

)
.
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6 Problemas exactos de la ecuación de Schrödinger con masa
variable

A lo largo de este capı́tulo se muestran diversos problemas de la
ecuación de movimiento con masa variable utilizando el formalismo
de la ATM, ası́ como casos partı́culares.

Para tener una idea más clara acerca de las diferentes condiciones
de contorno nos basaremos en la Fig. 4.

Fig. 4 A indica el coeficiente de una onda incidente por el lado izquierdo mientras que D es el
coeficiente de una onda incidente por el lado derecho. El coeficiente de la onda reflejada es B y el
coeficiente de la onda transmitida es C.

6.1 Estados de dispersión

La teorı́a cuántica establece que cuando un electrón incide sobre una
una barrera de potencial, es reflejado con probabilidad R y transmitido
con probabilidad T . La probabilidad de transmisión puede ser distinta
de cero aún si la energı́a cinética del electrón incidente es menor que
la altura de la barrera de potencial; a este fenómeno se le conoce como
efecto túnel [17].
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6.1.1 Coeficientes de reflexión y transmisión

El coeficiente de reflexión R y el coeficiente de transmisión T , por
definición están dados por R ≡ | jre f |

| jinc| y T ≡ | jtrans|
| jinc| donde j es el flujo

de energı́a el cual escrito en términos de ψ es

j =
ih̄
2m

[
ψ(z)

dψ∗(z)
dz

−ψ∗(z)
dψ(z)

dz

]
. (37)

Las soluciones de las ondas incidente, reflejada y transmitida están
dadas por ψinc = exp [ikL (z− zL)], ψre f = r exp [−ikL (z− zL)] y ψtrans =
t exp [ikR (z− zR)]. Ahora escribimos los flujos de energı́a incidente
jinc, reflejado jre f y transmitido jtrans. En base a lo expuesto se ob-
tiene que jinc =

h̄kL
mL

donde el módulo de es | jinc| = h̄kL
mL

pero, para el
flujo reflejado y transmitido no hay que olvidar que r y t no necesari-
amente son reales. Se procede de igual forma para obtener los valores
de jre f y jtrans.

De la sección 5 al pedir continuidad tenemos la ecuación para la
condición de empalme (36), a dicha condición hay que adicionar las
condiciones de contorno del problema, es decir, para este caso consid-
erar una onda incidente, una onda reflejada y una transmitida. Sea A
la amplitud de la onda incidende, B la amplitud de la onda reflejada,
C la amplitud de la onda transmitida y D = 0 debido a que no hay
una onda incidente por el lado derecho, se procede a renombrar estos
coeficientes tal que A = 1, B = r y C = t. Entonces, la condición de
empalme está dada por

T
(
E+

L + rE−L
)
= tE+

R , (38)

Lo que resta por hacer es determinar r y t, para esto es necesario
resolver el sistema de ecuaciones, realizando un poco de álgebra ten-
emos que tanto r como t están en términos de la ATM. En conse-
cuencia los coeficientes de reflexión y transmisión también quedan en
términos de la matriz de transferencia.

R = |r|2 =
(

kRkL
mRmL

T12+T21

)2
+
(

kR
mR

T11−
kL
mL

T22

)2

(
T21−

kRkL
mRmL

T12

)2
+
(

kL
mL

T22+
kR
mR

T11

)2 (39)
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T = mLkR
mRkL
|t|2 = 4kRkL

mRmL

[(
T21−

kRkL
mRmL

T12

)2
+
(

kL
mL

T22+
kR
mR

T11

)2
] . (40)

Uno puede verificar que efectivamente que la suma de R con T
es igual a uno. Es posible encontrar una demostración formal de que
R+T = 1 en el libro de Walter A. Strauss. [18] Ya con las expresiones
generales de R y T lo que resta y aplicarlo a casos partı́culares.

Barrera de potencial cuadrada

Sea el perfil de masa m(z) y potencial V (z) de una barrera cuadrada

V (z) =

VL z < zL
V zL < z < zR
VR zR < z

y m(z) =

mL z < zL
m zL < z < zR
mR zR < z

. (41)

Recordemos que en la sección 4.2.2 se obtuvo la matriz de trans-
ferencia para un perfil de potencial y masa constante (véase ecuación
(27)),sea k =

√
2m
h̄2 (E−V ) y d = zR− zL. En el intervalo (zL,zR) para

el caso E < V se tiene que k es imaginaria, por practicidad, redefin-
imos a k como k = iκ = i

√
2m
h̄2 (V −E). Sabemos que cuando el ar-

gumento del seno y el coseno son imaginarios ocurre que cos(iκd) =
cosh(κd) y sin(iκd)= isinh(κd) entonces la ATM queda en términos
de κ , senos hiperbólicos y cosenos hiperbólicos. Entonces, si susti-
tuimos los elementos de la ATM en las ecuaciones (39) y (40) los
coeficientes R y T correspondientementes y simplificamos

R =

(
kRkLm
mRmLκ + κ

m

)2
sinh2 [κd]+

(
kR
mR
− kL

mL

)2
cosh2 [κd](

κ
m −

kRkLm
mRmLκ

)2
sinh2 [κd]+

(
kL
mL

+ kR
mR

)2
cosh2 [κd]

(42)

y
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T =
4kLkR

mLmR

[(
κ
m −

kRkLm
mRmLκ

)2
sinh2 [κd]+

(
kL
mL

+ kR
mR

)2
cosh2 [κd]

] .
(43)

Barrera de potencial con masa constante

Un caso particular de la sección 6.1.1 es cuando kL = kR = k y mL =
mR = m, entonces las ecuaciones (42) y (43) se reducen a

R =
(k2 +κ2)2 sinh2(κd)

(κ2− k2)2 sinh2(κd)+4k2κ2 cosh2(κd)
(44)

T =
4k2κ2

(κ2− k2)2 sinh2(κd)+4k2κ2 cosh2(κd)
. (45)

Esta es la solución que se esperaba y se puede verificar en diversos
libros de mecánica cuántica, entre ellos el de la serie Shaum [19] en
§3, página 30.

Barrera deltaica

Para el caso de un perfil de potencial delta y considerando kL = kR = k
, mL = mR = m los coeficientes R y T son

R =
m2α2

m2α2 + k2h̄4 y T =
k2h̄4

m2α2 + k2h̄4 . (46)

Se puede mostrar que la suma de R y T es igual a uno, como debe
de ser. Las expresiones de los coeficientes de reflexión y transmisión
se pueden consultar en las páginas 56-57 del Griffiths [17] y verificar
que son las mismas.

Barrera deltaicas doble

Sea el perfil de masa y potencial mostrado en la Fig. 5, la ATM para
este problema está dado por
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Fig. 5 Perfil de Potencial de una Barrera Doble Deltaica.

Tδ (z
+
R ,z
−
L ) = T2(z+R ,z

−
R )T(z

−
R ,z

+
L )T1(z+L ,z

−
L ). (47)

Sustituyendo los elementos de la ATM para la doble barrera deltaica
de potencial en (39) y (40) tenemos que

R =
4m2α2

[
h̄2k cos(kd)+mα sin(kd)

]2
h̄4k2

(
h̄4k2 +4m2α2

)
cos2(kd)+8h̄2km3α3 cos(kd)sin(kd)+

(
h̄8k4 +4m4α4

)
sin2(kd)

(48)
y

T =
h̄8k4

h̄4k2
(
h̄4k2 +4m2α2

)
cos2(kd)+8h̄2km3α3 cos(kd)sin(kd)+

(
h̄8k4 +4m4α4

)
sin2(kd)

(49)

Coeficiente de transmisión para un potencial gaussiano

El caso de los sistemas con perfil de potencial gaussiano resulta in-
teresante debido a su utilidad en la construcción de filtros (energy
band-pass filter12) los cuales pueden permitir que los electrones in-
cidentes puedan ser transmitidos en su totalidad cuando la energı́a de
los electrones incidentes corresponde a la banda de paso (passband)
y ocurre reflexión total cuando la energı́a incidente corresponde a la
banda de rechazo (stopband). [21-23]

Comencemos pues determinando qué significa que el sistema tiene
un perfil de potencial gaussiano. Dicho sistema está compuesto por
barreras donde las alturas de las barreras Vi estarán centradas en zi y
moduladas por la función gaussiana V (z) = V0 exp

(
− z2

σ2

)
donde V0

12 EBPF.
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Fig. 6 Perfil de potencial gaussiano. El potencial esta dado en Ry y la posición en Å.

es constante y σ√
2

es la desviación estándar (véase Fig. 6). Dicha es-
tructura se construye variando la fracción molar de la aleación semi-
conductora de AlχGa1−χAs. Los pozos están hechos de GaAs y las
barreras de AlχGa1−χAs. La altura V0 corresponde al AlAs. Con el fin
de calcular la concentración χ y la masa efectiva del electrón m de la
aleación utilizaremos la aproximación del cristal virtual [24] por tanto

χi =
Vi

V0
y

1
mi

=
χi

mA
+

1−χi

mG
. (50)

donde mA y mG son las masas efectivas para el AlAs y GaAs respecti-
vamente. De aquı́ es claro ver que a tramos tenemos potencial y masa
constante lo cual implica que la ecuación de movimiento en cada uno
de esos intervalos se convierte en − h̄2

2m
d2ψ(z)

dz2 +V ψ(z) = Eψ(z).
Para obtener la ATM del sistema consideramos el caso de tener

Nc capas donde la ATM será un producto de Nc matrices, por ejem-
plo, si en el intervalo (zL,zR) se tiene Nc = 5 entonces Tsistema(zR,zL) =

Tb3(zR,z4)Tw2(z4,z3)Tb2(z3,z2)Tw1(z2,z1)Tb1(z1,zL) donde el subı́ndice b1, b2 ası́
como w1, w2 nos indican si es la matriz de transferencia correspondi-
ente a una barrera o un pozo numerando barreras y pozos de izquierda
a derecha13. El coeficiente de transmisión para sistemas de barreras
gaussianas [22, 23, 25] se muestra en las Fig. 7 y Fig. 8. Para sistemas
de parámetros V0 = 0.0242542 Ry, mA = 0.15m0, mG = 0.067m0,

13 En el caso de 9 barreras para obtener la ATM se realizará el producto de 17 matrices.
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L = (Ncapas− 1)(Wb +Ww) +Wb, Nb es el número de barreras, con
anchos Wb = 32 Å y Ww = 62 Å.
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Fig. 7 Coeficiente de transmisión para 15 barreras de potencial gaussiano con V0 = 0.0242542 Ry,
mA = 0.15m0, mG = 0.067m0, L = 1093 Å, Nb es el número de barreras, con anchos Wb = 32 Å y
Ww = 62 Å.

Se aprecia de manera clara que a mayor número de barreras el co-
eficiente de transmisión en determinadas regiones de energı́a son más
planas, por ejemplo como se muestra en Fig. 8.
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Fig. 8 Coeficiente de transmisión para 27 barreras de potencial gaussiano con V0 = 0.0242542 Ry,
mA = 0.15m0, mG = 0.067m0 y L = 2017 Å.
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Coeficiente de transmisión para potencial de barreras uniformes

Un potencial con distribución uniforme es aquel compuesto por barre-
ras y pozos como el mostrado en la Fig. 9. Es decir, el potencial es con-
stante e igual para todas las barreras. Se consideraron masas iguales
en cada barrera pero distintas de la masa en los pozos.

Fig. 9 Perfil de Barreras Uniforme. El potencial esta dado en Ry y la posición en Å.

El coeficiente de transmisión para un perfil de potencial de 15 bar-
reras de potencial uniforme como el que se muestra en [21], donde la
masa a lo largo de todo el sistema también es constante se muestra en
la Fig. 10.

Fig. 10 Coeficiente de transmisión para un sistema de 15 barreras de potencial uniformes, donde
L = 1093Å, mb = mw = mG, mG = 0.067m0, V0 = 0.0257242Ry, Wb = 15Å y Ww = 62Å.
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6.2 Estados ligados o acotados

En esta sección se abordan los problemas donde la partı́cula realizará
un movimiento limitado. De la descripción cuántica se tiene que la
partı́cula no puede accesar a energı́as arbitrarias sino que debe tomar
valores discretos.

6.2.1 Estados acotados en sistema general

Como ya se ha mencionado se pretende estudiar sistemas en los cuales
la partı́cula este confinada, por tanto para este problema las condi-
ciones de contorno que debe cumplir son

lim
z−→+∞

ψ(z) = 0 y lim
z−→−∞

ψ(z) = 0. (51)

Basándonos en la sección 5 y la condición de empalme (36) para
este caso es claro que A = 0 y D = 0 además deben cumplir las condi-
ciones de contorno por tanto las soluciones son exponenciales para
evitar que diverjan las soluciones. Cuando E <V en lugar de k apare-
cerá κ , es decir, kL = iκL y kR = iκR. En base a lo anterior, la solución
y el empalme son los siguientes

Ψ(z) =

BE−L (z) z ∈ (−∞,zL)
T(z,zL)Ψ(zL) z ∈ (zL,zR)
CE+

R (z) z ∈ (zR,+∞)
y BTE−L =CE+

R . (52)

De resolver el sistema se obtiene la expresión general para estados
acotados.

κR
mR

T11 +
κL
mL

T22 +T21 +
κLκR
mLmR

T12 = 0 . (53)

Pozo con dos deltas

Sea el perfil de potencial V (z) = αδ (z− zL)+αδ (z− zR), α < 0 y
E < 0. La ATM en el intervalo (zR,zL), es el producto de tres ATM,
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dos de ellas debidas a las deltas y una al perfil de potencial y masa
constante.

Tδ (z
+
R ,z
−
L ) = T2(z+R ,z

−
R )T(z

−
R ,z

+
L )T1(z+L ,z

−
L ), (54)

Entonces, la ecuación trascendente está dada por

tanh(κd) =−
1+ h̄2

2αmd (κd)

1+
(

αmd
h̄2

)( 1
κd

)
+ h̄2

2αmd (κd)
. (55)

Pozo con paredes impenetrables

El problema a resolver tiene condiciones de contorno tipo Dirichlet
esto quiere decir que la función de onda cumple con:

ψ(zL) = 0 y ψ(zR) = 0; (56)

En general se cumplen las ecuaciones (30) y (31); a este hecho hay
que agregarle la condición de empalme (véase (56)), lo cual nos da
por resultado lo siguiente

T12
ψ ′I(zL)

mI(zL)
= 0 y T22

ψ ′I(zL)

mI(zL)
=

ψ ′III(zR)

mIII(zR)
, (57)

de (57), como ψ ′I(zL) ̸= 0 =⇒

T12 = 0 . (58)

Con fines meramente ilustrativos para obtener (58) de la ecuación
de estados acotados general (53), consideramos cuando κR −→ ∞ y
κL −→ ∞. Como las κ tienden a ∞ se eliminan los tres primeros
términos quedando solo T12=0, lo cual corresponde al resultado que
previamente obtenido.

Recuperación del caso de potencial constante

Sea pues el perfil de potencial
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V (z) =

∞ z < zL
0 zL < z < zR.
∞ zR < z

(59)

Con el perfil de masa constante m para toda z y zR−zL = d tenemos
que (58) se convierte en:

msinkd
k

= 0 (60)

entonces kd = nπ , por tanto las energı́as permitidas son la que
cumplen con En =

h̄2π2n2

2md2 . Este resultado se puede ver en casi cualquier
libro de mecánica cuántica. A modo de ejemplo se puede citar a los li-
bros: Griffiths ([17], §2.2, página 24), y el de Luis la Peña ([20], §3.4,
página 64).

Pozo doble simétrico rectangular

Sea el perfil de potencial mostrado en la Fig. 11 con masa m constante
a lo largo de todo z. Es claro ver que la solución al problema se obtiene
cuando T12 = 0.

Fig. 11 Pozo Doble Simétrico.

Una vez obtenida la ATM obtemos que la condición de cuantización
está dada por

tanka+
k
κ
=±

(
tanka− k

κ

)
exp(−κb). (61)

El análisis completo a este problema se puede ver el libro de ejer-
cios de mecánica cuántica de Luis de la Peña y Mirna Villavicencio
[26], p.102-106.
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Pozo delta

Sea el perfil de potencial V (z) = αδ (z) sustituyendo los valores de la
matriz en la ecuación (53), obtenemos que los estados ligados están
dadas por

κ =−mα
h̄2 . (62)

Este resultado puede consultarse en el libro de Problemas de Luis
de la Peña [26] pag. 97-99 o el Griffits [17] pag.53-55.

6.3 El problema de escape

Este problema se refiere al caso de tener electrones confinados en la
heteroestructura y, de alguna manera, estos escapan del sistema. Dicho
en otras palabras, para el problema de escape ya no estamos hablando
de estados estacionarios14 sino que la población de electrones de-
crece. En la secciones siguientes se muestra el tratamiento general ası́
como algunos ejemplos sencillos para ilustrar lo antes mencionado.

6.3.1 Escape en sistema general

El problema de escape de un sistema de masa variable consiste en
tener sólo ondas salientes en los extremos del intervalo (zL,zR) es
decir del perfil general solo consideraremos ondas salientes (véase
la ecuación (32)), es decir A = 0 y D = 0. El empalme, es decir, la
ecuación (36) queda como sigue

BT(zR,zL)E−L (zL) =CE+
R (zR) (63)

una vez resuelto el sistema (63) se obtiene la ecuación trascendente

kR
mR

T11 +
kL
mL

T22 + i
(

T21− kRkL
mRmL

T12

)
= 0 . (64)

Como ya tenemos la ecuación general trascendente el siguiente
paso es aplicarla en algunos casos particulares.

14 Estado estacionario: La densidad de probabilidad no cambia con el tiempo.
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6.3.2 Escape de partı́culas confinadas en un pozo a través de una barrera
finita

Fig. 12 Potencial usado para mostrar el escape de partı́culas confinadas en un pozo a través de
una barrera finita. El número de partı́culas confinadas decae exponencialmente con el tiempo.

Para mostrar en qué consiste el problema de escape nos basaremos
en el potencial mostrado en la Fig. 12. Aunque no se mostrará el de-
sarrollo exhaustivo de cómo resolver este caso es posible consultar el
libro Introducción a la Mecánica Cuántica para mayor detalle [20].
Podemos ver que las soluciones del la ecuación de Schrödinger para
las distintas regiones son:

ψI = A1 sin(kz)
ψII = A2 exp [−q(z− z1)]+B2 exp [q(z− z1)] (65)

ψIII = A3 exp [ik(z− z2)]+B3 exp [−ik(z− z2)] ,

con k2 = 2mE
h̄2 y q2 = 2m(V−E)

h̄2 .
La aplicación de las condiciones de frontera y la consideración del

hecho que las partı́culas están inicialmente confinadas en el pozo im-
plica que en la región III sólo hay partı́culas fugadas que se desplazan
a la derecha, por tanto B3 = 0. Entonces(

tan(kz1)+
k
q

)(
1+

k− iq
k+ iq

exp [−2qa]
)
=

2k
q

(
k− iq
k+ iq

)
exp [−2qa] . (66)

Como podemos observar las soluciones a esta ecuación son com-
plejas. Para ver el significado de esto, recordamos que la densidad de
partı́culas dentro del pozo es

ρI =

∣∣∣∣ψi exp
[
− iE

h̄
t
]∣∣∣∣2 = |ψI |2 exp

[
− i

h̄
(E−E∗)t

]
= |ψI |2 exp

[
2ImE

h̄
t
]
, (67)
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es decir,

ρI = |ψI|2 exp [−Γ t] , (68)

donde Γ =−2
h̄ImE.

La ecuación (68) nos muestra que la población dentro del pozo de-
crece exponencialmente con el tiempo si las partı́culas poseen ener-
gı́a compleja. La fuga a través de la barrera produce un decaimiento
análogo al radiactivo, en el cual la fracción de la población que decae
es independiente de la población.

Entonces, para energı́as complejas15 tenemos que mientras la parte
real (Er) representa los niveles de energı́a del pozo la parte imaginaria
(Γ ) describe la aparición de un nuevo fenómeno: los niveles de en-
ergı́a dejan de ser estacionarios y se produce un decaimiento.

Escape de partı́culas alfa

Para el caso de tener una pared impenetrable es decir kL −→ ∞ y es-
cape por el otro la solución se reduce a

T22 = i
kR

mR
T12. (69)

Una vez obtenida la ATM y sustituyendo en (69) se tiene la ecuación
trascendente(

tankb+
k
κ

)(
1+

k− iκ
k+ iκ

exp[−2κa]
)
=

(
2k
κ

[
k− iκ
k+ iκ

])
exp[−2κa]. (70)

Como no es la intención resolver un problema ya conocido no se
presenta las soluciones ni el análisis referente a la ecuación trascen-
dente donde resulta que las energı́as no son reales sino complejas,
pero si este problema resulta de interés se puede consultar el libro de
Luis de la Peña [20] en la sección de Barreras Rectangulares.

15 E = Er + iΓ
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6.3.3 Escape para un perfil de barreras gaussianas

Fig. 13 Gráfica correspondiente a la solución del problema de Escape para 9 barreras con perfil
de potencial gaussiano, Re[Escape(Er,Γ )] = 0 y Im[Escape(Er,Γ )] = 0 con V0 = 0.0257242 Ry,
mA = 0.15m0, mG = 0.067m0, Wb = 15 Å ,WW = 62 Å y L = 631 Å. Los puntos rojos indican la
solución, es decir el conjunto: {0.0011609,-0.0013303}, {0.0011608,-0.0013296}, {0.0027905,-
0.0012242}, {0.0028447,-0.0012553}, {0.0033213,-0.00041047}, {0.0037676,-0.00085916},
{0.0044914,-0.00072527}, {0.0051048,-0.00032010}, {0.012531,-0.0040451}, {0.012627,-
0.0040352}, {0.015170,-0.0015902}, {0.016019,-0.0034021}, {0.017476,-0.0037033},
{0.019442,-0.0038888}.

Consideremos un sistema con perfil de 9 barreras gaussianas las
cuales siguen la descripción mostrada en 6.1.1 con parámetros V0 =
0.0257242 Ry, mA = 0.15m0, mG = 0.067m0, Wb = 15 Å ,WW = 62
Å y L = 631 Å. En este caso, una vez obtenida la ATM es nece-
sario sustituirla en (64) y resolver la ecuación teniendo en cuenta que
E = Er + iΓ . La Fig. 13 muestra dichas soluciones las cuales se ob-
tienen de la intersección de la parte real y la parte imaginaria, que se
anulan independientemente.

6.3.4 Escape para un perfil de potencial de barreras uniformes

Siguiendo la misma metodologı́a que para el caso del perfil de po-
tencial gaussiano se aplica para el de barreras regulares, para dicho
sistemas los parámetros son V0 = 0.0257 Ry, masas mG = 0.067m0 y
mA = 0.15m0, con anchos Wb = 15 Å y Ww = 62 Å.
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(a) Solución Escape (b) Solución Escape

Fig. 14 Las Fig. 14(a) y 14(b) muestran las soluciones del problema de escape. Los parámetros
del sistema son: V0 = 0.0257 Ry, mG = 0.067m0, mA = 0.15m0, Wb = 15 Å y Ww = 62 Å.

6.4 Problema de pozo con un extremo rı́gido y regularidad en el
otro extremo

6.4.1 Solución en el caso general

Las condiciones de contorno que debe cumplir son

ψ(zL) = 0 y lim
z−→∞

ψ(z) = 0. (71)

por tanto

ψIII(zR) = T12
ψ ′I(zL)

mI(zL)
y

ψ ′III(zR)

mIII(zR)
= T22

ψ ′I(zL)

mI(zL)
. (72)

En el intervalo (zR,+∞) la solución debe ser de la forma16, en-

tonces ψIII =

(
1
−κIII

mIII(z)

)
exp [−κ(z− zR)]

16 Recordar que la ecuación de movimiento esta dada por (1), por tanto en la región III las
soluciones linealmente independientes son exponenciales. Pedimos regularidad de dicha solución
en la región III y como E < VIII , para que no diverja descartamos la solución que involucra a
exp [κIII(z− zR)].
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6.4.2 Recuperación del caso tı́pico

Sea el caso más simple con mII = mIII = m y el perfil de potencial
dado por

V (z) =

∞ (−∞,zL)
V (zL,zR)
V1 >V (zR,+∞)

, (73)

Si sustituimos en el sistema (72) la ATM se tiene que

tankd =− k
κ
. (74)

6.5 Problema periódico

Para resolver el problema periódico recurrimos al teorema de Bloch.
Nuestras soluciones son de la forma

Ψ(zR) = exp(iqd)Ψ(zL) (75)
T(zR,zL)Ψ(zL) = exp(iqd)Ψ(zL) (76)

TΨ = λΨ . (77)

Resolvemos el problema de eigenvalores es decir, encontrar los
valores de λ del sistema (77), para ello se resuelve una ecuación
cuadrática obteniendo

cos(qd) =
1
2

Tr(T) (78)

6.5.1 Problema de Kronig-Penney

La matriz de transferencia para un perı́odo de la superred es T (zR,zL)=
TW (zR,z1)TB(z1,zL). De acuerdo con (78), la ecuación trascendente
para la superred es: [28]
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cos(qd) = coskacoshκb+
1
2

κ2− k2

kκ
sinkasinhκb. (79)

6.5.2 Superred de potenciales deltas

Si tenemos una superred de potenciales delta la ATM es el producto la
ATM para el V = 0 y una ATM correspondiente a una delta, de manera
que al evaluar la matriz en un perı́odo de la red.

De acuerdo con (78) la ecuación trascendente para la superred
periódica es

cos(qd) = coskd− mα
kh̄2 sinkd. (80)

En el libro de Hendrick F. Hemeka [27] en la página 134 se puede
encontrar este resultado.

7 Problemas no exactos de la ecuación de Schrödinger con masa
variable

En la sección anterior se muestran una gran variedad de problemas
exactos para la ecuación de Schödinger con masa variable. A lo largo
de esta sección vamos a abordar algunos problemas donde la solución
no se obtiene de manera exacta.

7.1 Relación entre el problema de transmisión del perfil de
potencial doble delta y el pozo intermedio

En la sección 6.1.1 se encontró la expresión del coeficiente de trans-
misión para el problema de dos barreras deltaicas, por comodidad la
reescribimos como sigue

T =
f 4

f 2
[

f 2 + 4α2

ε2
0 d2

]
cos2( f )+ 8α3 f

ε3
0 d3 cos( f )sin( f )+

[
f 4 + 4α4

ε4
0 d4

]
sin2( f )

,

(81)
donde
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ε0 =
h̄2

md2 , f (E) =

√(
m
m0

)(
d
aB

)2( E
Ry

)
= f .

Ahora bien, como ya tenemos una expresión de T la cual sólo de-
pende de la energı́a T (E) y estamos interesados en relacionarlo con el
pozo infinito evaluamos T en En =

n2h̄2π2

2md =
(m0

m

)(aB
d

)2 n2π2 que es la
energı́a del pozo infinito. Denotaremos por Tn a la transmisión en En,
entonces

Tn =
1

1+ 4α2m2d2

n2π2h̄4

. (82)

Tomando (81) se procede a graficar para distintos valores de α , lo
que se observa no es más que el efecto ondulatorio debido al perfil de
potencial. Lo interesante aparece cuando se compara con los valores
de Tn que es T evaluado en las energı́as del pozo intermedio (82). Si
Tn ≈ 1 se debe cumplir que 4α2m2d2

n2π2h̄4 << 1 entonces

α <<
h̄2π
2md

n. (83)

De acuerdo con lo anterior en la Fig. 15 se muestra que para val-
ores pequeños de α , T se aproxima a 1 más “rápido”. Ahora bien,
para determinar cuando coinciden las energı́as que corresponden al
máximo de T con las energı́as del pozo intermedio, sabemos que
cuando Tn≈ 1 entonces α << h̄2π

2md n, pero ésta condición nos dice pre-
cisamente que tan “rápido” (81) se aproxima a 1, lo cual implica que
a valores pequeños de alfa el intervalo de energı́as En donde hay una
mayor coincidencia se reduce, mientras que conforme aumentemos el
valor de α el intervalo de energı́as En es mayor.
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Fig. 15 Problema de Dos Barreras Deltaicas. La imagen muestra el coeficiente de transmisión T
en función de la energı́a para α = 10aB Ry (lı́nea continua) y α = 2aB Ry (lı́nea punteada). De la
imagen se puede apreciar que a mayor valor de α los máximos de T coinciden con las energı́as del
pozo intermedio las cuales en el gráfico estan denotadas por las En con n = 1..6. Para ambos casos
la masa y la distancia es m = 0.1m0 y d = 100aB.

7.2 Coeficiente de transmisión de perfil de potencial gaussiano y
problema de escape

De las secciones 6.1.1 y 6.3.3 se muestra como obtener el coefi-
ciente de transmisión y las soluciones al problema de escape de un
sistema con perfil de potencial gaussiano. Para el caso de un sis-
tema de 9 barreras con parámetros V0 = 0.0257242 Ry, mA = 0.15m0,
mG = 0.067m0, Wb = 15Å ,WW = 62Å y L = 631Å. Ahora bien, para
relacionar dichos problemas se procede a graficar el coeficiente de
transmisión y también las Er encontradas a las cuales se les asocia un
intervalo

(
Er− Γ

2 ,Er +
Γ
2

)
(véase Fig.16).

El mismo proceso se sigue para el caso de 7 barreras dando por
resultado la Fig. 17.
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Fig. 16 Coeficiente de Transmisión para 9 barreras de potencial gaussiano con V0 = 0.0257242Ry,
mA = 0.15m0, mG = 0.067m0, Wb = 15Å ,WW = 62Å y L = 631Å. Las lı́neas punteadas naranjas
corresponden a los Er y el ancho de cada Er encontrado es su correspondiente Γ tal que (Er −
Γ
2 ,Er +

Γ
2 ).

Fig. 17 Coeficiente de Transmisión para 7 barreras de potencial gaussiano con V0 = 0.0257242Ry,
mA = 0.15m0, mG = 0.067m0, Wb = 15 Å ,WW = 62 Å y L = 323 Å. Las lı́neas punteadas naranjas
corresponden a los Er y el ancho de cada Er encontrado es su correspondiente Γ tal que (Er −
Γ
2 ,Er +

Γ
2 ).

Es importante mencionar que un mayor número de barreras existen
intervalos de transparencia y las energı́as Er y Γ tienden a agruparse
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hacia las zonas justamente donde la transmisión es total. Básicamente
lo que se observa es un mayor traslape en las zonas de T = 1 dicho
en otras palabras la rapidez de decaimiento en el sistema (el escape
de los electrones) por tanto, que exista un traslape de los Γ se ve
reflejado en el hecho de que al traslaparse los anchos determinados
por los Γ aparecen bandas de transparencia. Ahora bien esto no es
concluyente debido a que las soluciones del problema de escape no
caen exactamente en los intervalos de transmisión total.

7.3 Coeficiente de transmisión de perfil de potencial de barreras
uniformes

Siguiendo la misma metodologı́a de la sección anterior se muestra
para el caso de 9 barreras de potencial uniforme el coeficiente de
transmisión y las soluciones al problema de escape (véase las Fig.
7.3 y Fig. 19).
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Fig. 18 Coeficiente de Transmisión. Las lı́neas punteadas indican los distintos Er obtenidos de
resolver el problema de escape. Los parámetros del sistema son: V0 = 0.0257 Ry, mG = 0.067m0,
mA = 0.15m0, Wb = 15 Å y Ww = 62 Å.
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(a) Primer zona de transmisión de la Fig.7.3. Los números indican Er a los que no se les apre-
cia el intervalo

(
−Γ

2 ,
Γ
2

)
correspondiente, por tanto, para el 1, 2 y 3 tenemos los siguientes

(0.0033262,0.0033297), (0.0036729,0.0036984) y (0.0052356,0.0052433).

(b) Segunda zona de transmisión de la Fig.7.3. El número 1 indica al Er que no se le aprecia el
intervalo

(
−Γ

2 ,
Γ
2

)
correspondiente, por tanto, para el 1 es (0.015143,0.015169).

Fig. 19 Coeficiente de transmisión del sistema de 9 barreras regulares junto con las soluciones
de escape donde las lı́neas punteadas representan los Er y cada uno de estos tiene asociado un Γ
producto de resolver la ecuación trascendente de manera las zonas iluminadas indican intervalos(
Er− Γ

2 ,Er +
Γ
2

)
.

En el caso de sistemas de bareras uniforme, se observa que a difer-
encia del caso gaussiano al comparar el coeficiente de transmisión y
las soluciones del problema de escape, el traslape de los intervalos
(Er− Γ

2 ,Er +
Γ
2 ) no ocurre, además también resulta interesante obser-

var como los Er son muy cercanos a las energı́as para las cuales la
transmisión vale uno.
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8 Relaciones entre algunos problemas de contorno en la ecuación
de Schrödinger con masa variable

8.1 Preliminares

A muchos efectos vale la pena estudiar la relación que existe entre
las soluciones de diversos problemas de contorno planteados en la
misma ecuación. A continuación analizaremos algunos de estos para
la ecuación de Schrödinger con masa variable. Se trata siempre del
mismo potencial y la misma masa definidos en el intervalo [zL,zR] de
la figura 2. La diferencia entre uno u otro problema está en cómo se
extienden estas magnitudes a la izquierda de zL y a la derecha de zR
y correspondientemente qué condiciones de contorno se exige a las
soluciones en estos intervalos extremos. Algunos pocos ejemplos:

1. Extensión periódica. Se impondrı́an las condiciones de Bloch. El
periodo d = zR− zL.

2. Extensión constante. Es la que sugiere la figura 2. Para E <
Min{V (−∞),V (+∞)} suele exigirse que las soluciones vayan a
cero. Para E > Max{V (−∞),V (+∞)} suele pedirse condiciones
de regularidad [15, 17, 20, 26, 29-31]. Para el intervalo interme-
dio, si existe, se exige una condición en uno de los lados y la otra
condición en el otro extremo.

3. Barreras infinitas. Nos referimos a las condiciones de impenetra-
bilidad de los extremos, es decir que la función se anule en zL y
zR.

4. Extremos libres. En este caso lo que se anula es la derivada de la
función. Esta es una condición difı́cilmente obtenible experimen-
talmente en un problema de Mecánica Cuántica pero no olvidemos
la coincidencia entre la ecuación de Schrödinger unidimensional
y la correspondiente ecuación para las ondas elásticas o las ondas
electromagnéticas TE o TM [32].

Este asunto tiene importancia múltiple. Para no ir más lejos, en oca-
siones no se tienen claras las condiciones experimentales de modo
que se puedan inferir estas condiciones de contorno para el cálculo
teórico. Para la comparación teorı́a y experimento no queda otra sa-
lida que aventurar ideas sobre las condiciones de contorno y estudiar
las relaciones entre las condiciones que escogemos y otras plausibles.
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Cabe destacar que este es una temática con aristas matemáticas in-
soslayables. Un operador se define por su regla de actuación, en un
espacio dado. Cuando hablamos de espacio debemos entender condi-
ciones de contorno que caracteriza al espacio de trabajo. Es decir, que
en lo que sigue estamos relacionando las soluciones (eigenvalores y
eigenfunciones) de dos operadores distintos. Ver, por ejemplo, el ex-
celente libro de Friedman [33].

En [13, 16, 34] discutimos algunas de las particularidades de estos
asuntos.

8.2 Continuidad entre los estados virtuales acotados y los acotados

Expliquemos en palabras en qué consiste esta propiedad.
Llamemos estados virtuales acotados a aquellos del continuo que

tienen coeficiente de trasmisión igual a uno. Cuando se varı́an los
parámetros de la estructura, anchos de los pozos, por ejemplo, las ener
gı́as de estos estados cambian. Imaginemos que variamos uno de los
parámetros de tal manera que estas energı́as disminuyen de modo que
se acercan al borde del potencial. Si se siguen variando los parámetros
en cuestión aparecerá un estado acotado por debajo, evidentemente,
del borde de potencial.

Hasta donde conocemos, los primeros en hacer un reporte y análisis
de esta coincidencia en estructuras a capas fueron Bastard y colabo-
radores [35]. Más tarde nosotros mismos [34] demostramos inambi-
guamente la propiedad para un potencial de forma arbitraria y masa
constante. La extensión a masa variable es inmediata.

Esta propiedad no solo es un análisis bello desde el punto de vista
matemático y teórico. Se conoce que los estados virtuales acotados
tienen caracterı́sticas semejantes a los estados acotados a pesar de
estar en una región del espectro bien distinta. Y esto se manifiesta
en magnitudes como la luminiscencia medida en sistemas de het-
eroestructuras [9, 35-46].
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8.3 Extremos de bandas y eigenenergı́as de los problemas de
Dirichlet y Neumann

Se conoce que los estados de las bandas del problema periódico se ob-
tienen de la diagonalización de la ATM T≡ T(zR,zL) y que esto con-
duce a la ecuación para las eigenenergı́as cos(qd) = 1/2Tr(T), donde
q es el vector de onda de Bloch de este problema. Se sabe asimismo
que el problema de Dirichlet conlleva la ecuación trascendente T12 = 0
y que el problema de Neumann o de extremos libres se resuelve a
través de una ecuación trascendente semejante (T21 = 0).

En [13] se demuestra que las energı́as de los estados del pozo in-
finito [zL,zR] o están en las brechas del esquema de bandas de su
problema periódico correspondiente o coinciden con algunos bordes
de bandas de este mismo problema. Y lo mismo sucede con las solu-
ciones del problema de Neumann o sea de extremos libres. La relación
entre los espectros de estos tres problemas aumenta cuando se puede
escoger una celda unitaria con simetrı́a de inversión. Entonces los es-
pectros de los problemas de Dirichlet y Neumann se encajan uno en el
otro pasando alternativamente por los bordes de banda del problema
periódico [13].

Esta propiedad resulta ser particularmente importante en las estruc-
turas cuasirregulares [47, 48], donde prácticamente nunca queda claro
qué condición satisfacen los sistemas en sus extremos. Tener entonces
problemas con espectros topológicamente equivalentes nos salva de la
incertidumbre.

8.4 Estados virtuales acotados y brechas nulas

En [16] se demuestra que a las energı́as en que el sistema finito tiene
un estado virtual acotado, el problema periódico correspondiente tiene
una brecha (gap) nula; y viceversa.

Como resultado de esta propiedad tenemos que un potencial antire-
flectante [49] tiene un problema periódico asociado sin brechas.

Note que un problema periódico tiene un número infinito de prob-
lemas no periódicos asociados, en correspondencia con las infinitas
maneras posibles de escoger la celda unitaria. Como consecuencia
cuando un problema periódico tiene un estado de brecha nula, todos
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los problemas no periódicos asociados tienen un estado virtual aco-
tado a dicha energı́a. Lo inverso no siempre es cierto ya que solo los
valores de energı́a para los cuales el problema no periódico tiene coe-
ficiente de transmisión unidad pero correspondiente a un borde banda
tiene la propiedad de ser una brecha nula. Más detalles pueden encon-
trarse en [16].

9 Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos mostrado el estudio de la estruc-
tura electrónica en heteroestructuras partiendo de la aproximación de
masa efectiva donde la ecuación de movimiento es la ecuación de
Schrödinger con masa variable. El mismo muestra el formalismo de
matrices de transferencia como base para abordar problemas de dis-
persión, estados acotados, problemas perı́odicos y de escape.

Cabe resaltar que mediante la aproximación de masa efectiva se
pueden obtener soluciones exactas al problema de dispersión (ob-
tención de los coeficientes de reflexión y transmisión), al caso de
estados ligados, problema perı́odico, problema de escape y también
permite reproducir casos particulares donde la masa es constante.

Otro punto de interés es cuando se quiere relacionar dos problemas
de contorno mostrando que no hay coincidencia exacta por ejemplo,
en el caso de las zonas transparencia de un perfil de potencial de ba-
rreras regulares las energı́as del problema de escape para el mismo
potencial no coinciden de manera exacta (véase el Cap. 7), mismo
caso ocurre en perfiles de potencial de barreras gaussianas.

En el capı́tulo 8 se muestran algunas relaciones entre diferentes
problemas de contorno lo cual tiene relevancia debido a que en oca-
siones no se tienen claras las condiciones experimentales por tanto
tener esta clase de relaciones ayuda al cálculo teórico. A lo largo del
capı́tulo se muestra la continuidad entre los estados virtuales acotados
y los acotados, los extremos de bandas y energı́as de los problemas
de Dirichlet y Neumann además de los estados virtuales acotados y
brechas nulas.
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Notación

Constantes universales

h̄ Constante de Planck
(h̄ = 1.05457168 · · ·×10−34 J . s=4.83771 · · ·×10−17Ry.s)

m0 Masa del electrón libre
(m0 = 0.91093826 · · ·×10−30 kg)

mA Masa efectiva de la banda de conducción del Arseniuro de Alumino (AlAs)
(mA = 0.15m0)

mG Masa efectiva de la banda de conducción del Arseniuro de Galio (GaAs)
(mG = 0.067m0)

Ry Rydberg
(1 Ry = 13.6056923 · · · eV)

aB Radio de Bohr
(aB = 0.529177 · · ·×10−10 m= 0.529177 Å)



Ecuación de Schrödinger con masa variable unidimensional 43

Magnitudes nombradas con el alfabeto latino

Nb Número de barreras.
Np Número de pozos Np = Nb−1.
Ncapas Número de capas Ncapas = Nb +Np.
Wb Ancho de las barreras.
Ww Ancho de los pozos.
σ
2 Desviación estándar de la función gaussiana donde σ = L0

4 .
E Energı́a.
Er Parte real de la energı́a en el caso que E sea de la forma E = Er + iΓ .
E+

L Solución propagante de izq. a der. en la parte izquierda de la estructura.
E−L Solución propagante de der. a izq. en la parte izquierda de la estructura.
E+

R Solución propagante de izq. a der. en la parte derecha de la estructura.
E−R Solución propagante de der. a izq. en la parte derecha de la estructura.
V (z) Potencial dependiente de la posición.
VL Potencial constante del extremo izquierdo.
VR Potencial constante del extremo derecho.
V0 Potencial máximo del perfil gaussiano.
m(z) Masa dependiente de la posición.
mL Masa constante del extremo izquierdo.
mR Masa cosntante del extremo derecho.

kL iκL =
√

2mL/h̄2(E−VL).

kR iκR =
√

2mR/h̄2(E−VR).
T(z,z0) Matriz de Transferencia Asociada (ATM).

Magnitudes nombradas con el alfabeto griego

κL

√
2mL/h̄2(VL−E).

κR

√
2mR/h̄2(VR−E).

Γ Parte imaginaria de la energı́a problema escape en el caso que E sea de la forma
E = Er + iΓ .
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Bibliografı́a

1. L. Esaki and R. Tsu. Superlattice and Negative Differential Con-
ductivity in Semiconductors, IBM Journal of Research and Devel-
opment 14, 61-65 (1970).
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erostructures, Les Éditions de Physique (1988).
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15. R. Pérez-Álvarez and F. Garcı́a-Moliner. Transfer Matrix, Green
Function and Related Techniques: Tools for the Study of Multi-
layer Heterostructures, Universitat Jaume I, 1 edition (Castellón,
2004).

16. R. Pérez-Alvarez and H. Rodrı́guez-Coppola. Transfer Matrix in
1D Schrödinger Problems with Constant and Position-Dependent
Mass, Physica Status Solidi (b) 145, 493-500 (1988).

17. David J. Griffiths. Introduction to quantum mechanics, (Prentice
Hall, New York, 1995).

18. Walter A. Strauss. Partial Differential Equations: An Introduccion,
(Wiley, Hoboken, 1992).

19. Reuven Pnini, Yoav Peleg and Elyahu Zaarur and E. Hecht. Shaum’s
outline series: Theory and Problems of Quantum Mechanics, (Mc-
Graw Hill, 2008).

20. Luis de la Peña. Introducción a la mecánica cuántica. 3ra. Ed.,
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Anisotropic Emission and Bragg reflector in
Strain-Balanced Quantum Well Solar Cells

C. I. Cabrera, J. C. Rimada, L. Hernández, Maykel Courel, Julio C.
Rimada

Resumen

Strain-balanced quantum well solar cells (SB-QWSC) extend the
photon absorption edge beyond that of bulk GaAs by incorporation
of quantum wells in the i-region of a p-i-n device. Anisotropy arises
from a splitting of the valence band due to compressive strain in the
quantum wells, suppressing a transition which contributes to emis-
sion from the edge of the quantum wells. We have studied both the
emission light polarized in the plane perpendicular (TM) to the quan-
tum well which couples exclusively to the light hole transition and
the emission polarized in the plane of the quantum wells (TE) which
couples mainly to the heavy hole transition. It was found that the spon-
taneous emission rates TM and TE increase when the quantum wells
are deeper. The addition of a distributed Bragg reflector (DBR) can
substantially increase the photocurrent while decreasing the radiative
recombination current. We have examined the impact of the photon
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recycling effect on SB-QWSC performance. We have optimized SB-
QWSC design to achieve single junction efficiencies above 30%.

1 Introduction

The strain-balanced quantum well solar cell (SB-QWSC) is a GaAs
p-i-n solar cell with quantum well (QW) layers incorporated into the
i-region with InGaAs as well material and GaAsP as barrier mate-
rial. The compressive strain in the InGaAs QW is matched by tensile
strain in GaAsP barriers, overcoming the lattice-mismatch limitation.
Using this strain-balancing technique, more than 65 quantum well lay-
ers have been grown without dislocations [1,2]. The purpose of this
design is to extend the spectral response of the cell to the energy re-
gion below the absorption edge of host material, thereby increasing
the short-circuit current. The consequent drop in open circuit voltage
(Voc) of a SB-QWSC due to the extended spectral response is min-
imised due to the higher bandgap of the GaAsP barriers with respect
to the bandgap of GaAs. The net result is an increase in solar cell
conversion efficiency due to the additional short-circuit current (Jsc)
from the quantum wells. Photo-generated carriers can escape from
the quantum wells with near unity efficiency via a thermally-assisted
tunneling process due to the presence of the built-in electric field in
the intrinsic region. SB-QWSC can achieve optimal band-gaps for the
highest single-junction efficiencies due to the tunability of the quan-
tum well thickness and composition.

The GaAsP and InGaAs layer widths were chosen to ensure the av-
erage lattice parameter across the i-region was equal to that of GaAs.
Elastic constants were considered to evaluate the tensile and compres-
sive strain in GaAsP and InGaAs layers. Thus, if LB is the barrier
thickness, LW is the well thickness, aGaAs1−yPy and aInxGa1−xAs are the
respective well and barrier lattice constants; we define

aGaAs = ⟨a⟩=
LBaGaAs1−yPy +LW aInxGa1−xAs

LB +LW
. (1)

Biaxial strain can only be achieved on the nano-scale, giving nano-
structured solar cells a fundamental advantage over bulk semiconduc-
tor solar cells. The changes in the band structure of the layer un-
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der strain have significant effects on the SB-QWSC. The growth of
strained GaAsP and InGaAs layers allows a wider choice of P and In
compositions to fit the energy levels in the quantum wells. Thus, the
balanced strain between GaAsP and InGaAs layers is also designed
as an extra parameter to tailor the layer materials and the SB-QWSC
performance.

The total strain in the layer may be resolved into a hydrostatic
component and an axial component. For unstrained bulk material,
the heavy hole (hh) and light hole (lh) bands at the top of the va-
lence band are degenerated at the Brillouin zone center. The hydro-
static component of strain modifies the band edges, thereby changing
the band gaps. The axial strain component acts on degenerate bands,
specifically the valence bands, lifting the degeneracy that exists for
the heavy-hole and light-hole bands at the band edge (Γ -point). More
specifically, compressive strain displaces the bottom energy of the
conduction band to higher energy and splits the valence band, with
the lh band moving further from the conduction band such that the
highest valence band is the hh band. Conversely, under tensile strain,
the GaAsP band gap is reduced and the highest valence band is the
lh band. Consequently, when the In an P compositions are varied, the
strains in the barrier and well layers modify absorption threshold in
both layers. This behavior was demonstrated in previous work [3].

As a consequence of this behavior, compressive strain results in
lower thermal occupancy of the lh band relative to the hh band, and
radiative transitions from the conduction to the hh band are favored
over those to the lh band. If the splitting becomes greater than a few
kBT , lh transitions may be almost entirely suppressed [4,5]. In order
to examine this behavior, the anisotropic radiative recombination and
gain, as consequence of the strain in the quantum wells, is investigated
in this paper in order to determinate their influence in the SB-QWSC
performance.

As a result of the dislocation-free material, the radiative recombi-
nation dominates in SB-QWSCs at high current levels bringing the
structure close to the radiative limit [6]. This allows the exploitation
of radiative photon recycling by means of the growth of distributed
Bragg reflectors between the active region and the substrate of the
cell, increasing the efficiency of the SB-QWSC [7].

This observed increase in solar cell efficiency due to distributed
Bragg reflectors (DBRs) is due to first to the reduction of the dark
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current via radiative photon recycling, and secondly to an increase in
photocurrent. The first is due to the reflection of radiative emission
back into the cell, reducing the net radiative emission and therefore
the radiative dark current which, as we have seen, domaintes in these
structures. The second is the product of the reflection of photons back
into the cell of photons which would otherwise have been absorbed in
the substrate, leading to decreased photon loss to the substrate, and in-
creasing the photocurrent, equivalent to a net increase in the quantum
well absorption.

We will discuss the theoretical background to radiative recombi-
nation, gain and photon recycling. The electron and hole quasi-Fermi
separation was calculated in order to compute the spontaneous TE and
TM emission rate from QW and gain as a function of In composition.
Similarly, the optical transitions in a quantum well are evaluated to
calculate the QW absorption coefficient. Then we present the results
of simulations of the SB-QWSC that it takes account of DBR and
anisotropic effects. We calculate quantum and conversion efficiencies
and observe an increment in the SB-QWSC performance, particularly
under solar concentration.

2 Anisotropic radiative emission and gain

In a previous paper [3], it was shown that high SB-QWSC perfor-
mance was achieved for 3% In composition. Moreover, for SB-QWSC
with deeper quantum wells (higher indium fraction) the efficiency
falls. However, the radiative recombination current could be sup-
pressed in SB-QWSC devices with deep QWs relative to the predic-
tion of the generalized Planck formula assuming isotropic emission.
This effect was not considered in reference [3] but it will be taken into
account in the present work.

Following reference [4,5], emission can be defined as TE, which
is polarized in the plane of the QWs, and TM, which is polarized
perpendicular to the plane of the QWs. It is therefore possible for
TE-polarized light to be emitted either out of the face or the edge of
the QWs, whereas TM-polarized light can only be emitted out of the
edge of the QWs, as shown in Fig. 1. The hh transition couples solely
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to TE-polarized emission, and the lh band couples predominantly to
TM-polarized emission with a minor TE-polarized contribution [8].

The spontaneous emission rates, Rspon, were calculated by ab-initio
methods [9], where the transition from bulk to quantum wells struc-
tures was carried out by converting the 3D density of states to the 2D
density states. Calculations of TE and TM emission out of the faces
and edges of a quantum well include the strain modifications to the
spontaneous emission rate resulting from varying the In and P com-
positions and their layer widths such that the condition given by Eq.
(1) is satisfied.

Fig. 1 The polarization of the emission out of the faces and edges of a quantum well. Light polar-
ized in the TM mode can only be emitted out of the edge. Light polarized in the TE mode can be
emitted out of the face or edge [4,5].

The emission spectrum from a solar cell depends on the absorp-
tion coefficient and the carrier density through the quasi-Fermi-level
separation, . To model the emission from either sample at a given
generated strain we first calculated the absorption coefficient using
a quantum-mechanical model. We solved for the energy levels of the
strain-balanced QW within the envelope function approximation and
then calculated the absorption coefficient using Fermi’s golden rule.
In order to determine the QW energy levels in the hh and lh bands
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under varying compressive strain a 4×4 k ·p Kohn-Luttinger Hamil-
tonian was used [3]. Furthermore, valence band structure for holes
in the quantum well was calculated using a 4× 4 k · p Hamiltonian
model. The ∆E f values for the AM1.5 solar spectrum [10] were com-
puted for a more general method to the one reported by Tsiu et al
[11].

We assumed that the number of photogenerated carrier pairs is
equal to the total emitted photo flux. In the absence of any photon
density, the emission rate is the spontaneous emission rate, provided
an electron is present in the state k and a hole is present in the same
state k in the valence band. The rate depends on the occupation proba-
bility functions for electrons, fe, and holes, fh, with the same k-value.
The occupation probability function for electrons and holes depends
on the corresponding quasi-Fermi level. The spontaneous emission
rate expression for quantum well structures is obtained be integration
over all possible electronic states:

Rspon =
∫

d(h̄ω)Ah̄ω

∑
n.m

d2k|â ·pi f |2

(2π)2 δ
(

Ee
n(k)−Eh

m(k)− h̄ω
)

fe(Ee
n(k)) fh(Eh

m(k)). (2)

The integral over d(h̄ω is carried out in order to find the rate for all
photon emitted and the integration over d2k is performed to include
all the occupied electron and hole subband states.

Equation (2) summarizes the discrete energy states of the electrons
(n) and the heavy holes (m) in the well. Ee

n(k) and Eh
m(k) denote

the energies of the QW subbands of electrons and heavy holes, re-
spectively, and δ denotes the Dirac delta function. The factor A =
2q2nr/(m2

0c3h̄2) is a material-dependent constant, where h̄ is the re-
duced Planck constant, nr is the refractive index of the well material,
m0 is the free electron mass, q is the electron charge and c is the speed
of light. The first term inside the element |â ·pi f | is the polarization
unit vector, â, wheras the second term represents the momentum ma-
trix element, pi f . The spontaneous emission rate of the QWs was cal-
culated using the above formula.

In a semiconductor under nonequilibrium conditions, the total elec-
tron concentration n and the total hole concentration p are related to
be the respective electron and hole quasi-Fermi levels. If detailed bal-
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ance is applied when each photon produces one electron-hole pair and
all recombination events produce one photon, the electron and hole
quasi-Fermi levels in the quantum well structure can be calculated by
solving the following system of equations:

n(EFe) = p(EFh)

∆E f = EFe−EFh, (3)

where EFe and EFh are the electron and hole quasi-Fermi level respec-
tively.

Determining ∆E f is essentially a matter of normalizing the emis-
sion spectrum to the generation rate. If detailed balance applies, the
number of photogenerated carrier pairs is equal to the total emitted
photon flux, and the gain (G) is defined as the number of photogener-
ated carrier pairs per unit area and time:

G =
∫ ∞

0

∫
G(λ ,z)dzdλ =

∫ ∞

0
L(h̄ω)d(h̄ω), (4)

where G(λ ,z) is the electron-hole pair generation rate at a depth z
from the surface, along the growth direction, and is given be the ex-
pression:

G(λ ,z) = [1−R(λ )]α(λ ,z)F(λ )exp
[
−
∫ z

0
α(λ ,z′)dz′

]
. (5)

In this expression, R(λ ) is the surface reflectivity spectrum of the
antireflection layer (ARC), F(λ ) is the AM1.5 solar spectrum and
α(λ ,z) is the absorption coefficient to a z depth from the surface.
The exponential factor is due to the attenuation of light in the lay-
ers between the surface of the cell and the depletion layer. The layers
considered in our calculus are antireflection layer, emitter layer, and
space-charge region from to the emitter layer (see figure 2).

On the other hand, the emitted flux density, L(h̄ω), of photons with
energy h̄ω , is given by:

L(h̄ω) =
2n2

r

h̄3c2

α(h̄ω)(h̄ω)2

e
h̄ω−∆E f

kBT −1
. (6)
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Fig. 2 The schematic band-structure of the SB-QWSC. The QW stack is embedded within the
depletion zone of the GaAs cell and extends the absorption edge of the cell beyond that of a
classical GaAs solar cell.

At a low enough carrier density, when ∆E f is much smaller than the
effective band gap, the Boltzmann approximation can be used, and Eq.
(6) simplifies in such a way that the dependence on ∆E f becomes an
explicit function. From Eq. (4) and Eq. (6), we find:

∆E f =−kBT ln
[

1
G

∫ ∞

0

2n2
r

(2π h̄)3c2 α(h̄ω)(h̄ω)2e−
h̄ω

kBT d(h̄ω)

]
. (7)

The total electron concentration is calculated by:

n =
∫ Ebe

EWe

gQW
e (E) fe(E)dE +

∫ ∞

Ebe

gbulk
e (E) fe(E)dE (8)

where Ewc (Ebc) is the conduction band edge energy for the quantum
well (barrier) material; gQW

e is the quantum well electron density of
states and gBulk

e is the bulk density of electron states in the quantum
well material. To calculate the total hole concentration we proceed in
a similar way. Accordingly, the equation system (3) can be solved and
the quasi-Fermi level is determined. The spontaneous emission rate
from QW region was then computed by using equation (2).

Figure 3 shows TE and TM spontaneous emission rates and the
ratio TM/TE as a function of In fraction. The discontinuous steps at
approximately 6% In contents are due to the emergence of QW energy
transitions, e2−hh2 and e2− lh2, as long as the well depth increases.
It can be seen that for increasing In fraction, the QWs are under higher
compressive strain. As a result of this, radiative transitions from the
conduction band to the hh band (TE) are favored over those to the
lh band (TM). However, both polarized emissions increase with well
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Fig. 3 Modeled spontaneous emission rate for TE and TM modes and TM/TE ratio versus In
composition for 10 well embedded within i-region of the SB-QWSC. Well width, LW = 15nm and
P composition y = 0.05. The TE mode is favored over TM mode, but both polarized emissions
increase with well depth.

depth, showing that biaxial compressive strain does not suppress a
mode of radiative recombination in the plane of the QWs, although
certainly the TM/TE ratio is reduced. We therefore observe that aug-
menting the In composition leads to larger radiative recombination
which increases the total recombination dark current.

In figure 4, spontaneous emission rates and gain are plotted as func-
tions of In molar fraction. The spontaneous emission rates in QWs
have already been displayed in a previous figure but are repeated
here together with G in order to emphasize the huge difference be-
tween their values. From these results it follows that the generation
of electron-hole pairs in the QWs is much higher than the radiative
recombination, and if to these is added the existence of transverse
electric field in the depletion region, which favors thermally assisted
tunneling, then the carriers escape from the QWs with unity efficiency.

3 Photon recycling

A DBR is a region consisting of layers of alternating refractive indices
optimized for a specific wavelength such that each layer is a quarter
wavelength thick. As a result, partial reflections from each interface
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Fig. 4 Spontaneous emission rate and gain versus In composition for 10 wells embedded within
intrinsic region of the SB-QWSC. Well width, LW = 15nm and P composition y = 0.05. Gain is
several orders greater than radiative recombination.

interfere constructively and the reflectivity is high over a narrow wave-
length band.

Photon-recycling is the generation of an electron-hole pair via the
absorption of a photon emitted elsewhere in the cell. The increased
absorption is due to the reflection of incident solar radiation which
has not been absorbed on its first pass through the cell and may then
be reabsorbed on its second pass. It is equivalent to say that a DBR
doubles the optical path length of a SB-QWSC without altering the
length over which minority carriers must travel. The photons emitted
by recombination into quantum wells were also considered. The net
solar incident radiation flow on front surface of a solar cell was mod-
eled as a Fabry-Perot cavity. We obtained an expression to calculate
the contribution of the multiple internal reflections inside the device
and, so that the new AM1.5 solar spectrum Fnet(λ ) is given by:

Fnet(λ ) = F(λ )

[
1+

rB
(
rA + eα∗T

)
eα∗T − rArB

]
α∗T = ∑

j
α j(λ )l j; (9)
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where α j(λ ) are the absorption coefficients of each layer of Fabry-
Perot cavity structure, where the exciton effect in the quantum well
was taken into account, where l j are the corresponding layer widths,
and rA, rB are the internal reflectivity from the front and back surface
of the cell, respectively.

The photocurrent JPH is calculated from the total quantum effi-
ciency (QETOTAL) of the cell:

JPH = q
∫ λ2

λ1

F(λ )

[
1+

rB
(
rA + eα∗T

)
eα∗T − rArB

]
QETOTAL(λ )dλ . (10)

In this expression, λ1 = 400nm and λ2 is the effective absorption
threshold determined by the fundamental electron and hole confine-
ment states.

The p-region and n-region contributions to QETOTAL were clas-
sically evaluated by solving the carrier transport equations at room
temperature within the minority carrier and depletion approximations
[12]. The contribution of photo-generated carriers in the intrinsic re-
gion to QETOTAL values is calculated by the expression [13]:

QEi(λ ) = [1−R(λ )]exp

{
3

∑
j=1

α jz j

}
× [1− exp(−αBW −NW α∗W )].

(11)
Here, R(λ ) is, again, the surface reflectivity spectrum of ARC. The
first exponential factor is due to the attenuation of light in the lay-
ers between the surface of the cell and the depletion layer (see figure
1). On the other hand, α j and z j are the absorption coefficient and
the width of these precedent layers, respectively; αB is the absorption
coefficient of the bulk barrier material, and α∗W is the dimensionless
quantum well absorption coefficient, used for energies below the bar-
rier band gap. Following Bastard [8], we calculate the density of states
for the single quantum well within the envelope function approxima-
tion. The dimensionless quantum well absorption coefficient can be
calculated as follows:
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α∗W = αWΛ (12)
αW (E) = ∑

n,m
αen−hhm(E)+∑

n,m
αen−lhm(E); (13)

where αW is the well absorption coefficient and Λ is the ”quantum
thickness of the heterostructure”, which represents the width of the
region containing the QW system. Furthermore, ∑n,m αen−hhm(E)
and ∑n,m αen− lhm(E) are sums over well states n and m, whose num-
bers depend on the quantum wells width and depth. αen−hhm(E) and
αen− lhm(E) are the absorption coefficients due to electron-heavy
hole and electron-light hole transitions to conduction band, respec-
tively, which take into account the exciton absorption to accurately
match experimental data in the long wavelength region.

The quantum well absorption coefficient αen−hhm(E) was com-
puted by Fermi’s Golden rule [8]:

αen−hhm(E) =
BEp

ΛE
|⟨Ψe−n|Ψhhm⟩|

2
[

m∗e−hh

h̄2 Θ(E−EgW )−Een−Ehhm
+

4
a2

ex
δ (E−EgW −Een−Ehhm +EB

en,hhm
)

]
(14)

The formula accounts for the discrete energy states of the electrons
(n) and the heavy holes (m) in the well. Een and Ehhm label the QW
energies of the electrons and heavy holes with respect to the con-
duction or valence band edges, respectively. EB

en,hhm
denotes the ex-

citon binding energy and Θ(E) is the step function. For the simula-
tion model, the δ -distribution was modified by a Gaussian broaden-
ing term to represent the inhomogeneous broadening caused by ther-
mal effects, as well as the deviation from ideality of the QW mate-
rial properties due to the limitations in the growth process. The factor
B = πq2/(nrcm0h̄) is a material dependent constant. The matrix el-
ement contains the electron wave function Ψen for the n-th electron
level and the heavy hole wave function Ψhhm of the m-th heavy hole
level and Ep is the Kane matrix element ( 23eV). The first term inside
square brackets represents the occupation probability and determines
the absorption edge of a bound state. There, m∗e−hh is the reduced mass
of the e−hh system, whereas the second term is the additional absorp-
tion peak associated to the excitons. The quantity aex is the effective
Bohr radius of the exciton. For a e− lh transition a similar expression
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is obtained with hh replaced by lh and E− p by Ep/3. The absorption
of the QWs was calculated using the above formula. The remaining
parameters have been previously stated. On the other hand, the exci-
ton binding energies were analytically evaluated in the framework of
the fractional-dimensional space analysis [15].

Fig. 5 Modelled and experimental quantum efficiency versus wavelength for 5 well qt1897b sam-
ple from the Quantum photovoltaics Group of Imperial College. The inset shows the wavelength
range dominated by the QW absorption with and without influence of Bragg reflector.

Figure 5 shows modeled and experimental quantum efficiency (QE)
versus wavelength for the qt1897b sample obtained in the Quantum
Photovoltaics Group of the Imperial College. The cell is a p-i-n diode
with an i-region containing five 9.6nm wide QWs of compressively
strained In0.16Ga0.84 As inserted into tensile-strained GaAs0.91P0.09
barriers at strain-balance condition. The extra absorption is displayed
in the inset of figure 4, at wavelengths in excess of the GaAs band gap.
The increase in quantum efficiency in the 880nm-1 µm is readily ap-
parent. The figure also shows the computed QE spectrum with DBR,
using rA = 0.1 and rB = 0.95. The main feature of this plot is that
for a highly reflecting mirror, nearly all photons absorbed contribute
to the QE. This is clearly a desirable feature as it implies that carrier
collection from the MQW is very efficient allowing the increase in
short circuit current. It is a good indicator that the QE of an MQW
cell could well approach that of a bulk cell with a similar band-gap
if the light could be confined inside the cell until it was completely
absorbed.
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4 Influence of anisotropic radiative emission and photon
recycling on the SB-QWSC performance

The conventional current-voltage characteristic for a p-i-n solar cell
can be written as a function of applied voltage (V) by the well-known
Shockley equation for ideal diode to which the generation and recom-
bination currents in the intrinsic region of photogenerated carriers are
added. To calculate the recombination current density and photocur-
rent, anisotropic radiative emission and photon recycling were taken
into account. Once the expressions for the effective density of states,
the absorption coefficient, the radiative recombination current den-
sity, and photocurrent were found for SB-QWSC, then it is possibly
to compute the J-V characteristic, and conversion efficiency () can be
evaluated [3, 16].

Fig. 6 Contour plot for conversion efficiency as a function of Bragg reflectivity and quantum well
number. P composition is y = 0.09. In composition is x = 0.17 and LW = 9.6nm.

The dependence of conversion efficiency on back mirror reflectiv-
ity and quantum well number (Nw) is examined in figure 6. This plot
suggests that with the addition of a distributed Bragg reflector in the
device, fewer quantum wells are required to grow in the i-region in
order to achieve high performance. In fact, low energy photons from
the radiative recombination in the QWs can be reflected back into the
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i-region and reabsorbed, reducing the dominant radiative recombina-
tion current and improving the open-circuit voltage

It can be expected that SB QWSC under concentration will be op-
erating in a regime where recombination is dominated by radiative
processes. Therefore, photon recycling effect is favored under solar
concentration when photons emitted from radiative recombination are
subsequently re-absorbed by the solar cell. This outcome can be ob-
served as an increase in minority carrier lifetime or reduction in dark-
current [17]. This behavior is shown in Figure 7, where we have exam-
ined the conversion efficiency as a function of solar concentration for
optimized GaAs0.96P0.04/In0.03 Ga0.97As/GaAs solar cell with 20nm
quantum well width [3]. We used rA = 0.1, rB = 0.95 and resistive
effects were neglected. It can be observed how the conversion effi-
ciency should increase with solar concentration up to 1000 suns. In
any concentration range, the DBR cell efficiency improvement over
the non-DBR cell which is explained by the fact of the lower dark
current in the DBR cell. This effect also causes that the net increase in
conversion efficiency is lower with increasing Nw, as shown by figure
7.

Fig. 7 Conversion efficiency as a function of solar concentration for several
GaAs0.96P0.04/In0.03Ga0.97As/GaAs SB-QWSC which differ in the number of QW embed-
ded within the i-region with and without influence of the Bragg reflector.
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5 Summary

We have studied the emission light polarized in the plane perpendic-
ular to the quantum well, which is related to the light hole transi-
tion and, the emission polarized in the plane of the quantum wells. It
was found that the spontaneous emission rates TM and TE increase
when the quantum wells are deeper. We have demonstrated that biax-
ial compressive strain does not suppresse a mode of radiative recom-
bination in the plane of the QWs. The assumption that the photogen-
erated carriers can escape from the QWs with near unity efficiency,
via a thermally-assisted tunneling process, is strongly supported by
the several orders difference between gain and radiative recombina-
tion. For the modeled SB-QWSC with deeper QWs, both conversion
efficiency and open-circuit voltage always fall because the radiative
recombination increases more than the gain in photocurrent.

We have also demonstrated that photon recycling effect has a sub-
stantial impact on the overall performance of a SB-QWSC. DBR re-
flectivity values required are dependent on the number of quantum
wells in the i-region. We have optimized SB-QWSC design to achieve
single junction efficiencies above 30%. These results on DBR SB-
QWSCs show that they hold much promise for use in both single
junction and multi-junction space solar cells or terrestrial concentrator
solar cells.
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Acoplamiento Rashba para huecos pesados en
heteroestructuras semiconductoras

A. Mendoza-Álvarez, R. Cuan y L. Diago-Cisneros

Resumen

Se estudian las propiedades del acoplamiento Rashba de huecos pe-
sados en una heteroestructura semiconductora a partir de la construc-
cin de un modelo adecuado que tiene en cuenta tanto modelos anteri-
ores como datos experimentales. El hamiltoniano efectivo se deriva a
partir del modelo de Pidgeon y Brown, utilizando el esquema de par-
ticionamiento de Löwdin.

The properties of the heavy hole Rashba coupling in a semiconductor
heterostructure are studied. A suitable model is presented, taking into
account both previously published models and available experimental
data. The effective Hamiltonian is derived from the Pidgeon-Brown
model, using the Löwdin partitioning scheme.

1 Introducción

La Mecánica Cuántica y la Teorı́a de la Relatividad revolucionaron
la Fı́sica y la Ciencia en general a principios del Siglo XX. Mien-
tras la primera se ocupa de los fenómenos que ocurren a escalas muy
pequeñas, la segunda involucra velocidades cercanas a la de la luz.
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Uno de los fenómenos que se origina de la interacción entre los efec-
tos cuánticos y relativistas es el acoplamiento entre los grados de liber-
tad intrı́nseco (espı́n) y orbital (momento angular) de los portadores
de carga (electrones y huecos). En los últimos años este fenómeno ha
ganado un marcado interés, dado que constituye una de las claves para
manipular el espı́n de los portadores de carga, en vista a desarrollar
una nueva electrónica denominada Magnetoelectrónica, y posterior-
mente Espintrónica1[1-4].

1.1 Nacimiento de la Espintrónica

A diferencia de la electrónica convencional, en la naciente Espintrónica
se codificarı́an los datos basándose en la orientación del espı́n de los
electrones. Dado que las operaciones de cambio de espı́n consumen
poca energı́a, se presume que estos dispositivos requerirán baterı́as
muy livianas. Además, los chips espintrónicos podrı́an permanecer
desconectados entre una y otra operación. Al cambiar el espı́n, la ener-
gı́a cinética de los portadores aumenta muy poco, por lo que los cir-
cuitos generan mı́nimo calor. Incorporar el grado de libertad del espı́n
en la microelectrónica y optoelectrónica darı́a lugar a toda una nueva
generación de dispositivos [1,2]: transistores de efecto campo de espı́n
(SFET: spin field effect transistor, en inglés), diodos de espı́n (spin-
LED: spin light emitting diode, en inglés) o (spin-RTD: spin resonant
tunneling device, en inglés), filtros de espı́n, memorias no volátiles de
alta capacidad de almacenamiento, interruptores ópticos de alta fre-
cuencia, moduladores, codificadores, decodificadores, bits cuánticos
para implementar la computación y comunicación cuántica, etc.

Entre las primeras aplicaciones de la Espintrónica llevadas al mer-
cado, se encuentran las cabezas lectoras de discos duros (componente
fundamental de cualquier computadora), introducidas al mercado por
IBM en 1997. Estas utilizan el fenómeno de la magnetorresistencia
gigante (GMR: giant magnetorresistance, en inglés) reportado por
Baibich et al. en 1988 [5] e independientemente por Binasch en 1989
[6], grupos a cargo de A. Fert y P. Grünberg respectivamente (estos
últimos galardonados con el Premio Nobel de Fı́sica en 2007). La

1 El término Espintrónica fue introducido por S. A. Wolf en 1996, quien en aquellos momentos
estaba al frente de un proyecto sobre materiales magnéticos novedosos.
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utilización de GMR garantizó un aumento en la sensibilidad a cam-
pos magnéticos más débiles y, consecuentemente, en las capacidades
de lectura de información. Esto trajo consigo un incremento de tres
órdenes de magnitud en el almacenamiento de datos (de ∼ 0.1 a 100
Gbitsin2) entre 1991 y 2003 [7].

Tradicionalmente, las operaciones de procesamiento de grandes
volúmenes de datos y las comunicaciones se basan en dispositivos
semiconductores. Asimismo, las operaciones de almacenamiento de
información se basan en dispositivos de metales magnéticos y ais-
lantes. La relevancia de los dispositivos espintrónicos está en la posi-
bilidad de aglutinar las tres operaciones básicas (almacenamiento-
comunicaciones-lógicas) en un sólo sistema hı́brido.

1.2 Modelo de Rashba

Uno de los mecanismos fı́sicos que han sido propuestos para lo-
grar una eficiente manipulación del espı́n de los electrones es el
acoplamiento espı́n-órbita tipo Rashba (SOI-R: Rashba spin-orbit in-
teraction, en inglés) ampliamente conocida como acoplamiento Rashba.
Presentaremos una breve introducción a los modelos teóricos y resul-
tados experimentales más relevantes relacionados con el acoplamiento
Rashba

Comencemos discutiendo una idea intuitiva sugerida por algunos
autores [8-10]. Como consecuencia de la asimetrı́a en el potencial
de confinamiento de los sistemas cuasi-bidimensionales (Q2D: quasi-
two-dimensional, en inglés) en la interfez de heteroestructuras, referida
en la literatura como asimetrı́a de inversión estructural (SIA: structure
inversion asymmetry, en inglés), los electrones “sienten” un gradiente
de potencial distinto de cero (∇V (r) ̸= 0), i. e. un campo eléctrico
perpendicular al plano donde se encuentran confinados (plano xy a
partir de ahora) F = (0,0,Fz). Los electrones se mueven con veloci-
dad v = h̄k/m∗ en dicho plano. Sin embargo, en un sistema de refer-
encia fijo al electrón, este campo eléctrico —por efecto relativista— se
Lorentz-transforma en un campo magnético efectivo Be f f = (v/c2)Fz
que en principio interactúa con el espı́n del portador.

Ahora, para valores tı́picos de Fz y v se tiene que Be f f ∼ 10−7 T,
que es extremadamente pequeño en comparación con lo que se ob-
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serva en los experimentos. Esta discrepancia se debe a que las trans-
formaciones de Lorentz no contienen las contribuciones de los núcleos
atómicos a la interacción espı́n-órbita que experimentan los electrones
de Bloch en el sólido [11].

Este tipo de interacción espı́n-órbita fue introducida por Rashba en
1960 [12,13] para describir la absorción de ondas de radio en semi-
conductores tipo wurzita. Él demostró que la presencia de esta inte-
racción introducı́a transiciones que involucraban cambios en los es-
pines debido a la fuerza de Lorentz. Sin embargo, no fue hasta los
80 del siglo pasado que este fenómeno despertó un nuevo interés en
la comunidad cientı́fica. Un conjunto de datos experimentales de res-
onancia combinada y resonancia ciclotrónica en gases de electrones
Q2D (Q2DEG: quasi-two-dimensional electron gas, en inglés) con-
finados en heteroestructuras semiconductoras de AlxGa1−xAs/GaAs,
reportados por Stein et al. [14] and Stormer [15], mostraron que la
degeneración por el espı́n se rompı́a cuando el confinamiento era de-
bido a un potencial asimétrico. La teorı́a desarrollada por Rashba en
el 60 le permitió, junto a Bychkov [16,17], describir apropiadamente
estos resultados en términos de la interacción espı́n-órbita. Su modelo
se basa en el hamiltoniano:

ĤSOI−R = αR(σ× k̂)·ez, (1)

donde αR es el parámetro de la intensidad del acoplamiento espı́n-
órbita (parámetro de Rashba) y ez es un vector unitario en la dirección
perpendicular al plano donde se encuentra el Q2DEG. El hamiltoniano
ĤSOI−R (1) es invariante ante reversión temporal (TRI: time reversal
invariance, en inglés). Por tal motivo, la SOI-R no produce polariza-
ción espontánea de un flujo de portadores de espı́n. No obstante, sı́
provoca un desdoblamiento de los estados del Q2DEG, para valores
finitos del cuasi-vector de onda [18].

El acoplamiento Rashba produce dos ramas en la relación de dis-
persión de los electrones (ver Fig. 1) dadas por

E+(k) =
h̄2

2m∗
k2 +αRk y E−(k) =

h̄2

2m∗
k2−αRk, (2)
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donde k = |k∥| =
√

k2
x + k2

y es el módulo del cuasi-vector de onda
paralelo al plano xy del Q2DEG confinado en la dirección z. La forma
apropiada del campo magnético efectivo debido a la SOI-R es [19,20]

Be f f =
1

µB
αR(−ky,kx,0), (3)

donde µB es el magnetón de Bohr.
Como se observa en la Fig. 1, el efecto Rashba rompe la degene-

ración en k de los eigenestados de espı́n |+⟩ y |−⟩2 del Q2DEG, de
manera que E±(k) ̸= E±(−k), o lo que es lo mismo, existe una rup-
tura de la simetrı́a de inversión espacial. La degeneración de Kramer
persiste [3,11] de manera que E±(k) = E∓(−k); o sea, se conserva la
simetrı́a de inversión temporal. Lo anterior se debe a que el hamilto-
niano de Rashba (1) posee TRI.

El desdoblamiento de los estados de espı́n puede ser detectado ex-
perimentalmente a través de las oscilaciones de Shubnikov-de Haas3

(SdH), los efectos de la antilocalización débil en la magnetoconduc-
tancia [24] y por mediciones directas de la resonancia de espı́n [25].
Las primeras observaciones experimentales del desdoblamiento de
espı́n en la banda de conducción fueron reportadas en 1988 por Luo
et al. [26] en pozos cuánticos de GaSb/InAs, e independientemente
en 1989 por Das et al. [27] en heteroestructuras semiconductoras de
InxGa1−xAs/InyAl1−yAs, ambos resultados a partir de un análisis del
patrón de oscilaciones SdH.

1.2.1 Acoplamiento Rashba en la banda de valencia

La interacción espı́n-órbita debido a la SIA en la banda de valencia es
diferente a lo que ocurre en la banda de conducción. Los estados de
huecos tienen momentum angular total j = 3/2. En este caso, el con-
finamiento a un gas de huecos Q2D (Q2DHG: quasi-two-dimensional

2 Para un cuasi-vector de onda k dado, siempre se puede encontrar un eje respecto al cual tengamos
eigenestados de espı́n up y down; sin embargo no llamamos a E±(k) ramas de espı́n up o down
puesto que la orientación de dicho eje cambia con k [11].
3 En 1930 fue reportada una dependencia de la resistencia eléctrica con campos magnéticos del
bismuto (efecto Shubnikov-de Haas [21]) y en su magnetización (el efecto de Haasvan Alphen
[22]). Estos fenómenos adquirieron gran interés cuando Onsager en 1952 [23] demostró que podı́an
ser utilizados para analizar las superficies de Fermi ası́ como medir densidades de carga en sistemas
bidimensionales.
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Fig. 1 Representación esquemática de la leyes de dispersión para un Q2DEG en presencia de
acoplamiento Rashba. Para una energı́a de Fermi dada EF se tienen dos vectores de onda diferentes
k1 y k2 para los estados |+⟩ y |−⟩ respectivamente, generando un rompimiento de la degeneración
de los estados de espı́n en k; es decir, E+(k1) ̸= E−(k1). La lı́nea de color negro representa el caso
en que no se considera la SOI-R.

hole gas, en inglés) da lugar a un desdoblamiento de las bandas de
huecos pesados (HH: heavy hole, en inglés) y huecos ligeros (LH:
light hole, en inglés), donde los estados de HH tienen la componente
z del momentum angular m =±3/2 y los de LH m =±1/2, con el eje
z apuntando en la dirección de crecimiento en nuestro caso. Por tanto,
el confinamiento cuántico y el desdoblamiento HH-LH introducen un
eje de cuantización predefinido para el momentum angular independi-
ente de cualquier campo magnético. Pero el campo magnético efectivo
debido a la SOI-R, tal como ocurre en el caso electrónico (3), tiende
a orientar los espines sobre el plano xy. Dado que no es posible tener
un segundo eje de cuantización para el momentum angular intrı́nseco,
la SOI-R en el caso de los huecos representará correcciones de orden
superior [11].

Las primeras teorı́as sobre el desdoblamiento de los estados de
espı́n en huecos fueron introducidas por Ohkawa y Uemura [28],
Bangert y Landwehr [29], y Ando [30]. En 1992 Gerchikov y Sub-
ashiev [31], utilizando teorı́a de grupos, mostraron explı́citamente que
el término de acoplamiento de Rashba en la subbanda de huecos pe-
sados debı́a incluir un término cúbico en k̂ de la forma

ĤSOI−R = βR(σ+k̂3
−+σ−k̂3

+), (4)

donde βR corresponde al parámetro de SOI-R equivalente a αR en (1),
σ± = 1

2(σx± iσy) y k̂± = k̂x ± ik̂y. Este resultado contrasta con el
caso electrónico y el de huecos ligeros, que también es lineal en k̂.
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La forma del término de Rashba para huecos fue confirmada posteri-
ormente por Winkler et al. [32-34] a través de la teorı́a de los invari-
antes.

En el orden experimental, Stormer et al. [15], en 1983, fueron
los primeros en observar el patrón de oscilaciones SdH dadas por el
desdoblamiento de espı́n de la banda de valencia en heterojunturas
asimétricas de AlxGa1−xAs/GaAs. Los resultados anteriores fueron
confirmados al año siguiente por Eisenstein et al. [9], demostrándose
que dicho patrón ocurrı́a solamente en pozos cuánticos asimétricos,
o sea estaban relacionados con la SIA. En ese mismo año, Wieck et
al. [35] observaron desdoblamientos de los estados de espı́n en tran-
siciones ópticas intersubbanda de huecos en capas de silicio con alta
concentración de portadores en ausencia de campos magnéticos. En
2005, Minkov et al. [36] mostraron, a través de mediciones de mag-
netoconductancia en pozos asimétricos de GaAs/InxGa1−xAs/GaAs,
la dependencia cúbica en el vector de onda del término de Rashba.

Cabe mencionar que en semiconductores con estructura cristalina
tipo blenda de zinc, o sea semiconductores III-V y II-VI, existe otra
contribución al desdoblamiento de los estados de espı́n que es oca-
sionada por la asimetrı́a de inversión volúmica (BIA: bulk inversion
asymmetry, en inglés) del cristal subyacente, tal y como fue mostrado
por Dresselhaus en 1955 [37]. Las evidencias experimentales de este
desdoblamiento fueron mostradas por medio de las oscilaciones SdH
en cristales de InSb [38] y, posteriormente, mediante la detección de
la precesión en la polarización del espı́n de electrones foto-excitados
en el GaAs [39].

1.2.2 Efectos del acoplamiento Rashba en las propiedades electrónicas de los
huecos

La Fig. 2 muestra los efectos de la SOI-R sobre los estados energéticos
de los huecos en un hilo cuántico (paneles (a) y (b) [40]), y en la
interfaz de una heteroestructura (panel (d) [32]). El panel (a) corre-
sponde a un caso en el que no se ha considerado SOI-R. Si se tiene en
cuenta la SOI-R, tanto para el caso de los hilos (panel (b)) como para
las heteroestructuras (panel (d)), se observa degeneración en todas las
subbandas sólo para k = 0. Tal como sucedı́a en el caso electrónico
(ver Exp. (2) y Fig. 1), tan pronto como nos alejamos de kz = 0, la
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Fig. 2 (a) y (b) Leyes de dispersión de las primeras tres subbandas de huecos pesados (lı́neas
continuas) y la primera de huecos ligeros (lı́neas discontinuas), para un Q1DHG confinado en
un hilo cuántico, considerando nula la SOI-R (a), y para un valor distinto de cero (b)[40]. (c)
Ley de dispersión correspondientes a las condiciones representadas en el panel (b), se muestra
únicamente la región de los extremos múltiples en la primera subbanda de huecos pesados. (c)
Ley de dispersión de la primera subbanda de huecos pesados para un Q2DHG confinado en una
heteroestructura [32].

SOI-R rompe la degeneración en el vector de onda k, introduciendo
un desdoblamiento de las subbandas en dos ramas, una para cada po-
larización del espı́n.

En el caso de los hilos cuánticos, las dos subbandas de huecos pe-
sados más bajas exhiben una región donde la energı́a disminuye con
el aumento de k (ver panel (c) de la Fig. 2), o sea existe un inter-
valo de energı́a donde los huecos tienen velocidad de grupo nega-
tiva vz = h̄−1(∂Ehh

+ /∂kz) < 0 para kz positivo [40]. La rama nega-
tiva de las dos primeras subbandas exhiben un comportamiento sim-
ilar, o sea en cierto intervalo la velocidad de grupo es positiva vz =
h̄−1(∂Ehh

− /∂kz)> 0 para kz negativo. Esto significa además que existe
un punto de inflexión en las leyes de dispersión donde diverge la masa
efectiva de los huecos pesados. Este resultado habı́a sido reportado
anteriormente para electrones en sistemas Q1D bajo acoplamiento
Rashba fuerte [41].

La presencia de extremos múltiples en el espectro de huecos en
un hilo cuántico bajo acoplamiento Rashba (2 (b)), tiene consecuen-
cias sobre la conductancia de doble electrodo de Landauer [42,43] en
régimen balı́stico G(EF), que escrita convenientemente toma la forma
[41]

G(EF) =
e2

h
M(EF), (5)
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Fig. 3 (a) Conductancia de doble electrodo de Landauer, en régimen balı́stico, para huecos pesados
sin considerar (lı́neas discontinuas) y considerando (lı́neas continuas) acoplamiento Rashba en un
hilo cuántico de GaAs [40]. (b) Ancho de los picos anómalos de la conductancia en función de la
fortaleza del parámetro de acoplamiento Rashba.

donde EF es la energı́a de Fermi, y M(EF) es el número de subbandas
ocupadas a través de las cuales los huecos se propagan en la misma
dirección

M(EF) = ∑
n

∑
i

∑
s=+,−

θ [EF −Es
min(n, i)]. (6)

Aquı́ Es
min(n, i) es la energı́a del n-ésimo mı́nimo en la n-ésima sub-

banda de huecos correspondiente a la rama s. θ(x) es la función de
paso unitario de Heaviside. Puesto que Es

min(n, i) puede encontrarse
directamente a partir de las leyes de dispersión (representadas en la
Fig. 2, paneles (a) y (b)), la conductancia, en este caso, queda comple-
tamente determinada por el espectro energético. Esto es, moviendo la
lı́nea horizontal E = EF desde cero hacia arriba, y contando el número
de puntos en que corta las lı́neas espectrales. Este número coincide
con el número M de modos propagantes a través del hilo.

Cuando no se toma en cuenta el acoplamiento Rashba, el espectro
correspondiente (Fig. 2, panel (a)) es dos veces degenerado. La con-
ductancia correspondiente a este caso —representada en lı́neas dis-
continuas en el panel (a) de la Fig. 3— recupera la forma cuantizada
en pasos de 2e2/h esperada [44].

Sin embargo, cuando el espectro es calculado tomando en cuenta el
acoplamiento Rashba (Fig. 2, panel (b)), la conductancia correspon-
diente —representada en lı́neas continuas en el panel (a) de la Fig.
3— aparece a menor energı́a, desplazándose rı́gidamente respecto al
caso anterior y exhibiendo picos anómalos [40]. La presencia de es-
tos últimos es consecuencia de los mı́nimos adicionales de las dos
primeras subbandas (Fig. 2, panel (c)), que dan lugar a modos propa-
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gantes adicionales. La altura de los mı́nimos coincide con el cuanto de
conductancia 2e2/h. No obstante, el ancho está determinado por pro-
fundidad del mı́nimo adicional con respecto al máximo local (Fig. 2,
panel (c)). En el panel (b) de la Fig. 3, se ha representado la variación
del ancho de los picos respecto a la fortaleza del acoplamiento Rashba
β en el hilo. Estos picos dejan de observarse para ciertos valores de β ,
lo cual está asociado a la desaparición de tales mı́nimos adicionales.

2 Acoplamiento Rashba para huecos pesados en
heteroestructuras semiconductoras

El propósito esencial de la presente sección es construir un modelo
que describa apropiadamente el acoplamiento Rashba en el caso de
huecos pesados confinados en una heteroestructura, a partir de de-
sarrollos previos [34] y un conjunto importante de datos experimen-
tales [33,45-47]. Para ello se comenzará con una descripción breve
de la formación de un sistema de huecos Q2D en la interfaz de una
heteroestructura, haciendo énfasis en el origen de la SIA, que es la
responsable de que aparezca el acoplamiento Rashba, tal como se dis-
cutió en la Sec. 1.2. El modelo para el caso de huecos pesados se
extraerá de un hamiltoniano efectivo, obtenido a partir del modelo de
Pidgeon-Brown [48], utilizando el esquema de particionamiento de
Löwdin [49]. Esto último también permitirá estudiar las propiedades
de la masa efectiva de los huecos pesados en el plano transversal a la
dirección de crecimiento.

2.1 Heteroestructuras con dopaje tipo p

El acoplamiento Rashba es una consecuencia directa de la asimetrı́a
del potencial de confinamiento de heteroestructuras. Con el propósito
de seleccionar un modelo apropiado para describir este confinamiento,
a continuación se discuten algunas de sus propiedades generales.

Podemos considerar a modo de ejemplo una heteroestructura del
tipo AlxGa1−xAs/GaAs. Esta es ampliamente discutida en la literatura
dadas sus cualidades superiores en comparación con otros materiales
debido al acoplamiento casi perfecto de la red cristalina del GaAs y la
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Fig. 4 (a) Esquema de una heteroestructura tipo p-AlxGa1−xAs/GaAs (dopada con Carbono) con
un Q2DHG 45 nm bajo la superficie. (b) Perfil de la banda de valencia a lo largo de la dirección
de crecimiento (lı́nea roja), calculado a partir de la ecuación de Poisson-Schrdinger, con el nivel
de Fermi correspondiente (lı́nea discontinua). Recuadro: Magnificación del potencial de confi-
namiento (lı́nea roja) con el nivel energético del Q2DHG (lı́nea azul oscuro) y el nivel de Fermi
(lı́nea discontinua), ası́ como un perfil espacial de la densidad de carga (lı́nea azul claro) [46].

del AlxGa1−xAs. Un esquema de la estructura a capas de la misma,
con dopaje tipo p usando carbono, ası́ como un cálculo numérico
del correspondiente perfil de la banda de valencia, se muestra en la
Fig. 4. Debido a la diferencia entre la energı́a de los gaps del GaAs
y el AlxGa1−xAs, el pozo de potencial se forma en la interfaz del
AlxGa1−xAs/GaAs (ver recuadro de la Fig. 4 (b)). El dopaje en la
heteroestructura se ajusta de tal suerte que haya un solo estado con-
finado en la dirección z por debajo de la energı́a de Fermi. Por tanto,
los estados de huecos estarı́an confinados en la dirección z (el ancho
del confinamiento es del orden de los 10 nm) y libres en el plano (xy),
comportándose efectivamente como un Q2DHG.

Con el propósito de lograr altas movilidades se utiliza una técnica
llamada dopaje modulado. Empleando esta técnica se logra separar
espacialmente los dopantes de los portadores (Fig. 4 (a)). Debido a
esta separación, la dispersión por impurezas es suprimida y la movili-
dad de los portadores alcanza altos valores. En sistemas de electrones
Q2D de GaAs la movilidad excede los 107 cm2/Vs [50]. El silicio se
elige como donor estándar en estas heteroestructuras de alta movili-
dad, tı́picamente crecidas en la dirección [100].

El dopaje modulado tipo p en heteroestructuras AlxGa1−xAs/GaAs
crecidas en la dirección [100], fue realizado por primera vez con
berilio [51]. En estos casos la movilidad solo alcanzaba los 104

cm2/Vs [52]. Un progreso en este sentido fue utilizar silicio como
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aceptor. El silicio, cuya constante difusión es 100 veces menor que la
del berilio, podı́a incorporarse en los sitios del arsénico en el plano
(311)A del GaAs. Los Q2DHG obtenidos de esta manera alcanzaban
movilidades más allá de los 1.2×106 cm2/Vs [53]. Sin embargo, los
(311)A Q2DHG dopados con silicio tenı́an varios inconvenientes rela-
cionados con la pérdida de simetrı́a, lo cual llevaba a una estructura
de bandas muy compleja y a la aparición de fuentes de dispersión que
limitaba la movilidad en la mayorı́a de los casos. La solución a estos
problemas vino dada por la posibilidad de dopar el GaAs con carbono
actuando como aceptor en sustratos (100) [54]. El carbono, al igual
que el silicio, tiene una constante de difusión dos órdenes de magni-
tud menor que la del berilio. La ventaja del carbono con respecto al
silicio es su actuación como aceptor en el tecnológicamente más im-
portante plano (100), produciendo Q2DHG más isotrópicos y con una
estructura de bandas más simple [11].

Para describir con exactitud un Q2DHG confinado en la interfaz de
una heteroestructura, en principio hay que resolver autoconsistente-
mente las ecuaciones de Schrdinger y Poisson (ver Fig. 4 (b)). Con-
siderando en lo adelante la energı́a de los huecos positiva por como-
didad, se modelará el perfil de potencial de la heteroestructura —la
región donde queda confinado el Q2DHG (ver recuadro de la Fig. 4
(b))— como un pozo triangular de la forma [33]

U(z) = eFz, con: F =
eNs

2εε0
, (7)

donde Ns es la concentración superficial de huecos en el Q2DHG, ε0
la permitividad del vacı́o y ε la permitividad relativa del semicon-
ductor que se esté considerando. Esta aproximación ha sido utilizada
exitosamente en el estudio de propiedades espectrales de electrones
[55] y huecos [40].

2.2 Hamiltoniano de Pidgeon-Brown para heteroestructuras

Desde la creación del primer transistor de estado sólido en 1947,
los compuestos semiconductores han sido la base de la mayorı́a de
las tecnologı́as comerciales más importantes, ası́ como de toda una
nueva generación de dispositivos de frontera. Las caracterı́sticas op-
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eracionales de tales dispositivos dependen crı́ticamente de las propiedades
de los materiales que los constituyen. Para estudiar las propiedades
opto-electrónicas y magneto-electrónicas de un semiconductor, es
preciso conocer en detalle no sólo su estructura de bandas y las
correspondientes funciones de onda, sino también un conjunto de
parámetros como las masas efectivas, la energı́a de los gaps, la en-
ergı́a de los desdoblamientos por el espı́n, el factor de Landé, entre
otros [56,57].

Existe una gran cantidad de métodos y teorı́as para obtener la es-
tructura de bandas y sus parámetros asociados en semiconductores.
Podemos citar, por ejemplo, el método de las funciones de Green, el
método de amarre fuerte (tight binding, en inglés), el método de los
pseudopotenciales parametrizados, el desarrollo por ondas planas or-
togonalizadas, el desarrollo por combinaciones lineales de orbitales
atómicos, la teorı́a WKB, y el método k ·p. Cada uno de ellos puede
brindar una descripción amplia en mayor o menor medida, de la es-
tructura de bandas (y las funciones de onda) a lo largo de diferentes
direcciones en el espacio recı́proco. Estas metodologı́as, pueden in-
corporar explı́citamente los efectos de muchos cuerpos tales como in-
tercambio y correlación electrón-electrón o campos externos; sin em-
bargo, algunos requieren de gran consumo de tiempo computacional,
lo que limita en gran medida el número de átomos a simular en una
red cristalina. Aunque todos ellos involucran cálculos muy complejos
y proporcionan resultados relativamente precisos, en algunos casos es
difı́cil (y a veces imposible) obtener una idea clara de la fı́sica involu-
crada en el problema.

Cuando se utiliza la teorı́a k ·p toda la información de la acción so-
bre una partı́cula simple, de parte del resto de las partı́culas (potencial
efectivo) del cristal, queda contenida en el tensor de masa efectiva,
lo que lo hace uno de los métodos más simples y poderosos para el
cálculo del espectro de bandas de los portadores de carga (y su corre-
spondiente función de onda) alrededor de un punto de alta simetrı́a en
el espacio recı́proco. El hecho de que muchos semiconductores posean
gap directo y de que las propiedades fı́sicas de mayor interés ocur-
ren cerca de los bordes de banda y de los puntos de alta simetrı́a del
espacio recı́proco, vuelve al modelo muy apropiado, particularmente
para el estudio de propiedades electrónicas y ópticas. Una de las cual-
idades más importantes de este método es que permite la obtención
de expresiones analı́ticas, por ejemplo, para las masas efectivas, los
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factores g de Landé y las relaciones de dispersión cerca de los puntos
crı́ticos (máximos o mı́nimos) del esquema de bandas. La teorı́a k ·p
puede incorporar y tratar de forma relativamente sencilla los efectos
de acoplamiento espı́n-órbita, interacciones de intercambio, estados
de impurezas, esfuerzos, campos magnéticos y eléctricos, etc.

La teorı́a k ·p fue desarrollada por Bardeen y Seitz entre 1938 y
1940. Entre los modelos k ·p que involucran la banda de valencia,
resaltan dos por su amplia aceptación y efectividad para describir
adecuadamente las excitaciones elementales en sistemas multibandas.
Estos son el modelo de Kane [58] y el modelo de Kohn-Luttinger
[59]. Una versión de este último —que incorpora la banda de con-
ducción— (modelo de Pidgeon-Brown [48]) será discutido en la pre-
sente sección.

2.2.1 Modelo k ·p de Pidgeon-Brown

Es posible hacer un tratamiento en el que se tomen en cuenta varias
bandas de interés, por ejemplo las banda de conducción y las de va-
lencia (huecos pesados, huecos ligeros y split-off ), que normalmente
determinan las propiedades fundamentales de un material, e incor-
porar el resto de las bandas de forma perturbativa. Cada una de es-
tas bandas presenta doble degeneración debido al espı́n, de manera
que son necesarias ocho ecuaciones, siendo la matriz correspondi-
ente de dimensiones (8× 8). Cuando sólo se toman en cuenta las
tres bandas de valencia, el modelo se conoce como modelo de Kohn-
Luttinger extendido [59]. Este modelo (6×6) de tres bandas —las tres
de valencia, cada una doblemente degenerada— no toma en cuenta el
acoplamiento de estas con la banda de conducción, considera que los
estados de huecos son independientes de los estados electrónicos, lo
cual es una muy buena aproximación para semiconductores de gap
ancho como el CdSe y el CdS. No obstante, en los casos en que se
pretende tener en cuenta el acoplamiento con la banda de conducción
hay que incorporarla en el modelo. Si esto último se hace siguiendo un
esquema tipo Kohn-Luttinger el modelo se le conoce como Pidgeon-
Brown [48,60,61]. La selección de este último está dada por el hecho
de que la SOI-R en la banda de valencia es un efecto de segundo or-
den, por lo que intuitivamente parece sensato considerar los posibles
efectos de la banda de conducción. Además, algunos resultados sug-
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ieren que el acoplamiento Rashba es más fuerte en semiconductores
de gap estrecho [11].

Comencemos por escribir la ecuación de Schrdinger, dentro de la
aproximación del electrón independiente, incluyendo el término de
interacción espı́n-órbita (término de Pauli)[

p̂2

2m0
+V (r)+

h̄
4m2

0c2 (∇V × p̂)×σ

]
Ψnk(r) = En(k)Ψnk(r). (8)

Del teorema de Bloch, la función de onda Ψnk(r) de dicho sistema
debe ser de la forma Ψnk(r) = eik×runk(r), donde unk(r) es una
función que tiene la periodicidad del potencial cristalino V (r). Susti-
tuyéndola en (8) se tiene[

p̂2

2m0
+V (r)+

h̄
m0

k× p̂+
h̄

4m2
0c2 (∇V × p̂)×σ

+
h̄

4m2
0c2 (∇V ×k)×σ

]
unk(r) =

[
En(k)−

h̄2k2

2m0

]
unk(r). (9)

El último término del miembro izquierdo de (9) no se tendrá en
cuenta dado que es una interacción espı́n-órbita dependiente de k,
que resulta ser despreciable comparada con el resto de los términos
debido a que el momentum h̄k del cristal es muy pequeño comparado
con el momentum p en el interior del átomo, donde la mayorı́a de las
interacciones espı́n-órbita ocurren.

En adición al momentum canónico p̂ se suele definir el momentum
mecánico [62]

π̂ ≡ m0

ih̄

[
x,Ĥ

]
= p̂+

h̄
4m2

0c2 (σ×∇V ). (10)

la expresión (9) que escrita de manera compacta[
p̂2

2m0
+V (r)+

h̄
m0

k× π̂

]
unk(r) =

[
En(k)−

h̄2k2

2m0

]
unk(r). (11)

El esquema de particionamiento de Löwdin [11,49] parte de un de-
sarrollo de la función unk(r) en dos subconjuntos de la forma
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unk(r) = ∑
j∈A

a ju j 0(r)+∑
i∈B

aiui0(r), (12)

donde j corre solo por las bandas de interés —la de conducción y
las tres de valencia— (conjunto A) y i por el resto de las bandas que
serán incorporadas perturbativamente (conjunto B). En principio, para
estudiar la estructura de bandas del conjunto A serı́a preciso resolver
el problema caracterı́stico

∑
n
(H jn−E jδ jn)an = 0, (13)

donde n corre sobre todas las bandas. Desarrollando la suma en dos
términos —una para cada conjunto— y dividiendo por (E j−H j j) se
tiene

a j =
A

∑
j′ ̸= j

H j j′

E j−H j j
a j′+

B

∑
i

H ji

E j−H j j
ai. (14)

El primer término incluye la interacción de la banda j-ésima con otras
de conjunto A, mientras que el segundo corresponde a la interacción
con el resto de las bandas que se encuentran en el conjunto B. Ha-
ciendo un procedimiento similar para las ai se tiene

ai =
A

∑
j

Hi j

E j−Hii
a j +

B

∑
i′ ̸=i

Hii′

E j−Hii
a′i. (15)

El término Hii′ de (15), que representa las interacciones entre las ban-
das del conjunto B que no son de interés, pueden ser no considerado.
Con esta aproximación, sustituyendo (15) en (14) se tiene

a j =
A

∑
j′

U j j′−H j j′δ j j′

E j−H j j
a j′, (16)

donde

U j j′ = H j j′+
B

∑
i

H jiHi j′

E j−Hii
. (17)

Ahora el problema caracterı́stico (13) se reduce a

A

∑
j′
(U j j′−E jδ j j′)a j′ = 0. (18)
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Nótese que, si bien la expresión (18) está referida a las bandas con-
tenidas en el conjunto A, cada elemento U j j′ contiene la contribución
de las bandas remotas agrupadas en el conjunto B. Los pasos tomados
de (12) a (18) constituyen un desarrollo relativamente sencillo —un
caso particular— de la teorı́a Löwdin, esta última será descrita en de-
talle en la Sec. 2.3. En la expresión (17) se tiene

H j j′ =
⟨
u j0
∣∣Ĥ ∣∣u j′0

⟩
=

[
E j(0)+

h̄2k2

2m0

]⟨
u j0
∣∣ u j′0

⟩
=

=

[
E j(0)+

h̄2k2

2m0

]
δ j j′, j, j′ ∈ A, (19)

mientras que

H ji =
⟨
u j0
∣∣Ĥ |ui0⟩=

⟨
u j0
∣∣ h̄

m0
k× π̂ |ui0⟩ = ∑

α

h̄kα
m0

πα
ji ,

j ∈ A, i ∈ B,α ∈ {x,y,z}.
(20)

Sustituyendo (19) y (20) en (17), y dado que Hii = Ei, se tiene

U j j′ =

[
E j(0)+

h̄2k2

2m0

]
δ j j′+

h̄2

m2
0

B

∑
i

∑
α,β

kαkβ πα
ji π

β
i j′

E j−Ei
, (21)

donde el último término corresponde a una sumatoria doble por α y β ,
con α ,β ∈ {x,y,z}. Nótese además que Ei corresponde a la energı́a de
las bandas del conjunto B, luego la diferencia E j−Ei nunca es cero. Si
se introduce la definición D j j′ ≡U j j′ , la expresión (21) se transforma
en

D j j′ = E j(0)δ j j′+ ∑
α,β

Dαβ
j j′ kαkβ , (22)

donde

Dαβ
j j′ =

h̄2

2m0

δ j j′δαβ +
B

∑
i

πα
ji π

β
i j′+πβ

jiπ
α
i j′

m0(E j−Ei)

 . (23)

En la literatura especializada a D j j′ se le conoce como tensor de masa
efectiva.



84 A. Mendoza-Álvarez, R. Cuan y L. Diago-Cisneros

El paso siguiente es escoger un conjunto de funciones base apropi-
ado. En nuestro caso, resultó ser más conveniente la base de Bir y
Pikus [60,63]

uC
1,0 =

∣∣∣∣12 , 1
2

⟩
= |S ↑⟩

uC
2,0 =

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
= |S ↓⟩

uHH
3,0 =

∣∣∣∣32 , 3
2

⟩
=

1√
2
|(X + iY ) ↑⟩

uLH
4,0 =

∣∣∣∣32 , 1
2

⟩
=

i√
6
|(X + iY ) ↓ −2Z ↑⟩

uLH
5,0 =

∣∣∣∣32 ,−1
2

⟩
=

1√
6
|(X− iY ) ↑+2Z ↓⟩

uHH
6,0 =

∣∣∣∣32 ,−3
2

⟩
=

i√
2
|(X− iY ) ↓⟩

uSO
7,0 =

∣∣∣∣12 , 1
2

⟩
=

1√
3
|(X + iY ) ↓+Z ↑⟩

uSO
8,0 =

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
=

i√
3
|−(X + iY ) ↑+Z ↓⟩ (24)

la banda de conducción se ha etiquetado como C, y las de valencia:
huecos pesados HH, huecos ligeros LH y split-off SO. Se ha incluido
además la notación | j,m⟩. Estas funciones, en los bordes de las bandas
(k = 0), satisfacen

H(k = 0)u j,0(r) = E j(0)u j,0(r), (25)

donde

E j(0) =

 Eg j = 1,2
0 j = 3,4,5,6
−∆ j = 7,8

(26)

Para llegar a la forma explı́cita del tensor de masa efectiva (22),
definamos los siguientes parámetros
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A =
h̄2

2m0
+

h̄2

m2
0

B

∑
i

πx
Xiπx

iX
E j−Ei

B =
h̄2

2m0
+

h̄2

m2
0

B

∑
i

πy
Yiπ

y
iY

E j−Ei

C =
h̄2

m2
0

B

∑
i

πx
Xiπ

y
iY +πy

Yiπ
x
iX

E j−Ei
. (27)

A partir de estos se pueden definir —y se determinan experimentalmente—
los parámetros de Luttinger γL

1 ,γ
L
2 ,γ

L
3 de la siguiente manera

− h̄2

2m0
γL

1 =
1
3
(A +2B)

− h̄2

2m0
γL

2 =
1
6
(A −B)

− h̄2

2m0
γL

3 =
C

6
. (28)

En la literatura existen dos variantes habituales respecto de la se-
lección de los parámetros de Luttinger [64]

• Aproximación esférica: considera γL
2 ,γ

L
3 → γL

s , donde γL
s = (2γL

2 +
3γL

3 )/5. Es válida para semiconductores III-V cuando γL
2 y γL

3 están
muy próximos en magnitud.
• Aproximación axial: γL

1 ̸= γL
2 ̸= γL

3 , tal como fueron definidas en
(28).

La aproximación esférica ha sido seleccionada en tanto no se está
interesado en los efectos de la anisotropı́a.Los parámetros de Luttinger
(28), en sus dos aproximaciones, son utilizados para construir el ten-
sor de masa efectiva en los modelos Kohn-Luttinger a cuatro y seis
bandas. Para el modelo de Pidgeon-Brown en aproximación esférica,
que incluye además la banda de conducción, estos se redefinen como
[60]

γ1 = γL
1 −

Ep

3Eg
γs = γL

s −
Ep

6Eg
, (29)

donde Ep es también un parámetro experimental, ligado con el parámetro

de Kane V =
−ih̄
m0
⟨S|px|X⟩ a través de Ep =

2m0

h̄2 V 2.
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Teniendo en cuenta las propiedades de la base escogida (24), y los
parámetros de Luttinger apropiados (29), el hamiltoniano del modelo
Pidgeon-Brown ĤPB en aproximación esférica toma la forma

ĤPB =

Eg +
α

2m0
p2 0 i√

2
V p+

√
2
3V pz

i√
6
V p− 0 i√

3
V pz

1√
3
V p−

0 Eg +
α

2m0
p2 0 − 1√

6
V p+ i

√
2
3V pz − 1√

2
V p− i√

3
V p+ − 1√

3
V pz

− i√
2
V p− 0 −(P+Q) −L −M 0 −i

√
1
2 L i

√
2M√

2
3V pz − 1√

6
V p− −L∗ −(P−Q) 0 −M i

√
2Q −i

√
3
2 L

− i√
6
V p+ −i

√
2
3V pz −M∗ 0 −(P−Q) L i

√
3
2 L∗ i

√
2Q

0 − 1√
2
V p+ 0 −M∗ L∗ −(P+Q) i

√
2M∗ i

√
1
2 L∗

− i√
3
V pz − i√

3
V p− i

√
1
2 L∗ −i

√
2Q −i

√
3
2 L −i

√
2M −∆−P 0

1√
3
V p+ − 1√

3
V pz −i

√
2M∗ i

√
3
2 L∗ −i

√
2Q −i

√
1
2 L 0 −∆−P


,

(30)

donde p± = px± ipy y p2
⊥ = p2

x + p2
y , y las definiciones

P =
γ1

2m0
p2 Q =

γs

2m0
(p2
⊥−2p2

z )

L =
−i
√

3γs

m0
pz p− M =

√
3γs

2m0
p2
−

(31)

2.2.2 Aproximación de la Función Envolvente

En la sección anterior se mostró el desarrollo de las ideas fundamen-
tales para construir el modelo k ·p de Pidgeon-Brown, que describe
apropiadamente la banda de conducción y las tres bandas de valencia
(HH, LH y SO) en un entorno del punto Γ de la Zona de Brillouin
para el caso bulk (tridimensional). Sin embargo, los sistemas fı́sicos
de interés en el presente trabajo son tipo Q2D (Sec. 2.1), por lo que es
preciso introducir algunas consideraciones, ası́ como el correspondi-
ente potencial de confinamiento (7) en el modelo. Lo anterior se hará
utilizando el formalismo de la Aproximación de la Función Envol-
vente [65].

Considérese una heteroestructura conformada por los materiales I
y II (ver Sec. 2.1), con iguales constantes de red y la misma estructura
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cristalográfica. Esto se cumple con bastante buena aproximación para
heteroestructuras tipo AlxGa1−xAs/GaAs o Ga0.47In0.53As/InP [65].
En el modelo de la función envolvente se toman en cuenta las sigu-
ientes consideraciones:

• Dentro de cada capa, la función de onda es expandida en términos
de la parte periódica de la función de Bloch de la capa que corre-
sponda

Ψ(r) =

 ∑ j F I
j (r)u

I
j,0(r), si r pertenece a la capa I

∑ j F II
j (r)uII

j,0(r), si r pertenece a la capa II
(32)

• Se supone que las partes periódicas de las función de Bloch son
iguales en cada capa que constituye la heteroestructura, lo cual
constituye una buena aproximación para los semiconductores III-
V y II-VI [?], esto es

uI
j,0(r)≡ uII

j,0(r), (33)

de manera que la función de onda de la heteroestructura puede
escribirse como

Ψ(r) = ∑
j

F I,II
j (r)u j,0(r). (34)

El problema se reduce a encontrar la forma explı́cita de las fun-
ciones envolventes F I,II

j (r).
Considérese ahora que el plano z = z0 corresponde a la frontera

entre las capas I y II. Dado que las funciones u j,0(r) son linealmente
independientes, y que Ψ(r) debe ser continua en z0, se tiene

F I
j (r⊥,z0) = F II

j (r⊥,z0) (35)

donde r⊥ es un vector de posición bidimensional ubicado en el plano
xy. Debido a que se consideró que las constantes de red de los ma-
teriales I y II son muy similares —o iguales—, la heteroestructura
se vuelve traslacionalmente invariante en el plano xy. Luego, las fun-
ciones F I,II

j pueden escribirse como

F I,II
j (r⊥,z) = eik⊥×r⊥ f I,II

j (z), (36)
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donde k⊥ = (kx,ky) es un vector de onda bidimensional, que no cam-
bia en ambas capas con el fin de obedecer la invarianza traslacional en
el plano xy.

El hamiltoniano que describe los estados para las heteroestruc-
turas se obtiene incluyendo convenientemente el potencial de confi-
namiento U(z) (7) en el problema caracterı́stico obtenido para el bulk
(18)

A

∑
j′
(U j j′− [E j +U(z)+W (x)]δ j j′) f j′ = 0, (37)

donde se incluyeron ambos potenciales para describir el caso más gen-
eral.

Un desarrollo similar a lo descrito en la sección anterior (Sec.
2.2.1), permite obtener el modelo de Pidgeon-Brown en aproximación
esférica para el caso Q2D ĤQ2D

PB

ĤQ2D
PB = ĤPB +U(z), (38)

donde es preciso redefinir los parámetros (31) de ĤPB (30) como

P =
h̄2γ1

2m0
(k2
⊥−

d2

dz2 ), Q =
h̄2γs

2m0
(k2
⊥+2

d2

dz2 ),

L =
−
√

3h̄2γs

m0
k−

d
dz

, M =

√
3h̄2γs

2m0
k2
−,

(39)

teniendo en cuenta que el cuasimomentum ahora serı́a un vector-

operador de la forma k̂ = (kx,ky,−i
∂
∂ z

).

2.3 Esquema de particionamiento de Löwdin

La teorı́a de perturbaciones para estados degenerados de Löwdin (par-
ticionamiento de Löwdin) [11,49] es un método general y eficaz para
la diagonalización aproximada de hamiltonianos independientes del
tiempo, en particular los hamiltonianos k ·p multibandas. Supong-
amos que tenemos cierto hamiltoniano Ĥ que se puede separar en dos
partes: (i) un hamiltoniano Ĥ0 con autovalores En y autofunciones
|ψn⟩ conocidos, y (ii) un hamiltoniano Ĥ ′ que será tratado como una
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perturbación
Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′. (40)

Supóngase que el conjunto {|ψn⟩} puede dividirse en dos subcon-
juntos A y B débilmente interactuantes. Este caso particular de la
teorı́a de perturbaciones se basa en que es posible construir un op-
erador unitario e−S tal que para el hamiltoniano transformado

Ĥ = e−SĤe−S, (41)

se cumpla que los elementos matriciales ⟨ψm|Ĥ |ψl⟩—entre los esta-
dos |ψm⟩ del conjunto A y los estados |ψl⟩ del conjunto B— decaigan
a cero a partir de cierto orden de Ĥ ′. Un esquema de este proceso se
muestra en la Fig. 5.

Fig. 5 Arriba: esquema del desacople entre los estados del conjunto A y los del conjunto B. Debajo:
representación del hamiltoniano en una suma de términos.

Comencemos por escribir Ĥ como

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ = Ĥ0 + Ĥ1 + Ĥ2, (42)

donde Ĥ1 tiene elementos matriciales distintos de cero solo para las
autofunciones |ψn⟩ en los conjuntos A y B, mientras que Ĥ2 tiene el-
ementos matriciales distintos de cero entre los conjuntos A y B, como
se muestra en la Fig. 5. La tarea consiste entonces en construir S tal
que la transformación (41) convierta Ĥ2 en una matriz diagonal por
bloques, similar a Ĥ1, a la vez que deje invariable Ĥ0 + Ĥ1.

Con el propósito de determinar el operador S, es necesario expandir
eS en la serie

eS = 1+S+
1
2!
S2 +

1
3!
S3 . . . (43)
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y construir S por aproximaciones sucesivas.
Sustituyendo (43) en (41), y teniendo en cuenta que S debe ser no

hermı́tica (S† = −S), es posible derivar ecuaciones para las aproxi-
maciones sucesivas S( j) a S[

Ĥ0,S(1)
]
= −Ĥ2

[
Ĥ0,S(2)

]
= −

[
Ĥ1,S(1)

]
[
Ĥ0,S(3)

]
= −

[
Ĥ1,S(2)

]
− 1

3

[[
Ĥ2,S(1)

]
,S(1)

]
. . . = . . .

(44)

y, finalmente, las ecuaciones deseadas para las aproximaciones suce-
sivas a Ĥ

Ĥ = Ĥ(0)+ Ĥ(1)+ Ĥ(2)+ . . . , (45)

donde las Ĥ( j) vienen dadas por

H(0)
mm′ = H0

mm′, (46)

H(1)
mm′ = H ′mm′, (47)

H(2)
mm′ =

1
2 ∑

l
H ′mlH

′
lm′

[
1

Em−El
+

1
E ′m−El

]
, (48)

H(3)
mm′ =−

1
2 ∑

l,m′′

[
H ′mlH

′
lm′′H

′
m′′m′

(E ′m−El)(E ′′m−El)
+

H ′mm′′H
′
m′′lH

′
lm′

(Em−El)(E ′′m−El)

]
, (49)

+
1
2 ∑

l,l′
H ′mlH

′
ll′H

′
l′m′

[
1

(Em−El)(Em−E ′l)
+

1
(E ′m−El)(E ′m−E ′l)

]
,

(50)
. . .= . . .

Nótese que todos los denominadores de (46)-(50). . . , correspon-
den a pares de estados que están en conjuntos diferentes. Por tanto,
a diferencia de la teorı́a de perturbaciones estacionaria convencional,
el desarrollo (45)-(46)-(50). . . , puede aplicarse a sistemas donde los
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estados de interés —conjunto A— pueden ser degenerados exacta o
aproximadamente.

2.4 Hamiltoniano efectivo para huecos pesados en el caso
quasi-bi-dimensional

Con el propósito de extraer del hamiltoniano (38) un hamiltoniano
efectivo solo para huecos pesados, que incorpore los efectos del resto
de las bandas (electrones, huecos ligeros y split-off ) perturbativa-
mente, se hará uso nuevamente del esquema de particionamiento de
Löwdin [11,49] hasta el segundo orden, cuyas propiedades generales
se discutieron el la sección anterior (Sec. 2.3)

El primer paso es resolver exactamente la parte diagonal ĤQ2D(0)
PB ,

que contiene los términos de energı́a cinética y los potenciales de con-
finamiento, esto es

ĤQ2D(0)
PB φn(z) = Enφn(z), (51)

que corresponde a ocho ecuaciones desacopladas —dos iguales para
cada banda considerada— de la forma[

h̄2

2m∗
d2

dz2 − eFz+E
]

φn(z) = 0, (52)

donde m∗ cambia en dependencia de la banda que se esté considerando.
Esto es

Banda de conducción m∗ = m∗e ,
Banda de huecos pesados m∗ = m∗hh = m0/(γ1−2γs),
Banda de huecos ligeros m∗ = m∗lh = m0/(γ1 +2γs),
Banda split-off m∗ = m∗so = m0/(γ1).

(53)

El procedimiento para resolver (52) es conocido [66]. Corresponde
al problema unidimensional de Schrdinger en presencia de un poten-
cial triangular. Las soluciones para cada subbanda son de la forma
[40]
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φe
n(z) =

√√√√( 2m∗e
h̄2eF

) 1
3 1
A ′2

i (−cn)
Ai

( 2m∗e
h̄2eF

) 1
3

z− cn

(
h̄2eF
2m∗e

) 1
3

 ,

(54)

φhh
n (z) =

√√√√(2m∗hh

h̄2eF

) 1
3 1
A ′2

i (−cn)
Ai

(2m∗hh

h̄2eF

) 1
3

z− cn

(
h̄2eF
2m∗hh

) 1
3

 ,

(55)

φ lh
n (z) =

√√√√( 2m∗lh
h̄2eF

) 1
3 1
A ′2

i (−cn)
Ai

( 2m∗lh
h̄2eF

) 1
3

z− cn

(
h̄2eF
2m∗lh

) 1
3

 ,

(56)

φso
n (z) =

√√√√( 2m∗so

h̄2eF

) 1
3 1
A ′2

i (−cn)
Ai

( 2m∗so

h̄2eF

) 1
3

z− cn

(
h̄2eF
2m∗so

) 1
3

 ,

(57)

debidamente normalizadas. Ai es una de las funciones de Airy (la otra
Bi diverge en el ∞), siendo cn = 2.338,4.088,5.521, . . . sus ceros.

Asimismo, para las autoenergı́as correspondientes a las autofun-
ciones (54)-(57) se tiene

Ee
n =−

h̄2

2m∗e
k2
⊥− cn

(
(h̄eF)2

2m∗e

) 1
3

−Eg, (58)

Ehh
n =

h̄2

2m∗hh
k2
⊥+ cn

(
(h̄eF)2

2m∗hh

) 1
3

, (59)

E lh
n =

h̄2

2m∗lh
k2
⊥+ cn

(
(h̄eF)2

2m∗lh

) 1
3

, (60)

Eso
n =

h̄2

2m∗so
k2
⊥+ cn

(
(h̄eF)2

2m∗so

) 1
3

+∆. (61)

Nótese que energı́a de los huecos se ha tomado positiva por comodi-
dad.
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Fig. 6 Primera subbanda de huecos pesados Ehh
1 (HH1 en lı́nea continua) y primera subbanda de

huecos ligeros E lh
1 (LH1 en lı́nea discontinua) para el GaAs. Se incluye además la correspondiente

densidad de probabilidad en cada caso: |φhh
n |2 en lı́nea continua, y |φ lh

n |2 en lı́nea discontinua. Las
lı́neas gruesas representan el pozo triangular infinito (7), que modela el potencial de confinamiento,
para una Ns = 5×1011 cm−2.

El la Fig. 6 se ha representado la primera subbanda de huecos pe-
sados Ehh

1 (HH1 en lı́nea continua) y la primera subbanda de hue-
cos ligeros E lh

1 (LH1 en lı́nea discontinua) para el GaAs. Se incluye
además la correspondiente densidad de probabilidad en cada caso:
|φhh

n |2 en lı́nea continua, y |φ lh
n |2 en lı́nea discontinua, ambas es-

caladas arbitrariamente en la dirección vertical. Asimismo, en lı́neas
gruesas se representó el pozo triangular infinito (7), que modela el
potencial de confinamiento, para una densidad superficial de carga
Ns = 5× 1011 cm−2. La longitud de confinamiento del primer es-
tado de huecos pesados es ≈ 15 nm, lo cual coincide con resultados
obtenidos a partir de cálculos autoconsistentes en la aproximación de
Hartree para el mismo valor de Ns en GaAs [30]. Luego, al menos para
la primera subbanda de huecos pesados, la aproximación de pozo tri-
angular infinito (7) resulta bastante buena.

La perturbación de primer orden (47) es nula, lo que se puede no-
tar por simple inspección del hamiltoniano (30): los términos que
acoplan los huecos pesados con diferente espinor son nulos, o sea
existe degeneración por el espı́n. Por otro lado, la parte diagonal fue
resuelta exactamente (54)-(61), incluyendo el campo eléctrico. Lo an-
terior constituye una de las diferencias fundamentales respecto a mod-
elos anteriores [34], donde el campo eléctrico —que es el ingrediente
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fundamental en el acoplamiento Rashba— se considera perturbativa-
mente.

La perturbación de segundo orden (48), sin embargo, resulta

ĤQ2D(2)
PB =

HQ2D(2)
33 HQ2D(2)

36

HQ2D(2)
63 HQ2D(2)

66

 , (62)

donde los elementos matriciales —luego de un álgebra laboriosa pero
relativamente sencilla— tienen la forma

HQ2D(2)
33 = HQ2D(2)

66 =
h̄2V 2k2

⊥
2(Ehh

n −Ee
n)
⟨φhh

n |φe
n⟩⟨φe

n|φhh
n ⟩

+
⟨φhh

n |L|φ lh
n ⟩⟨φ lh

n |L∗|φhh
n ⟩+ ⟨φhh

n |M|φ lh
n ⟩⟨φ lh

n |M∗|φhh
n ⟩

Ehh
n −E lh

n

+
⟨φhh

n |L|φso
n ⟩⟨φso

n |L∗|φhh
n ⟩+4⟨φhh

n |M|φso
n ⟩⟨φso

n |M∗|φhh
n ⟩

2
(
Ehh

n −Eso
n
) , (63)

HQ2D(2)
36 =

⟨φhh
n |L|φ lh

n ⟩⟨φ lh
n |M|φhh

n ⟩−⟨φhh
n |M|φ lh

n ⟩⟨φ lh
n |L|φhh

n ⟩
Ehh

n −E lh
n

+
⟨φhh

n |M|φso
n ⟩⟨φso

n |L|φhh
n ⟩−⟨φhh

n |L|φso
n ⟩⟨φso

n |M|φhh
n ⟩

Ehh
n −Eso

n
, (64)

HQ2D(2)
63 =

⟨φhh
n |L∗|φ lh

n ⟩⟨φ lh
n |M∗|φhh

n ⟩−⟨φhh
n |M∗|φ lh

n ⟩⟨φ lh
n |L∗|φhh

n ⟩
Ehh

n −Ehh
n

+
⟨φhh

n |M∗|φso
n ⟩⟨φso

n |L∗|φhh
n ⟩−⟨φhh

n |L∗|φso
n ⟩⟨φso

n |M∗|φhh
n ⟩

Ehh
n −Eso

n
. (65)

Nótese que los elementos (64) y (65) no son cero dado que ⟨φ1|k̂z|φ2⟩=
−⟨φ2|k̂z|φ1⟩.

El hamiltoniano efectivo que describe los estados de huecos pesa-
dos en un sistema Q2D, construido hasta el segundo orden de pertur-
bación

Ĥhh−Q2D = ĤQ2D(0)
PB + ĤQ2D(1)

PB + ĤQ2D(2)
PB , (66)
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teniendo en cuenta la forma de los parámetros L y M para el caso
Q2D (39) e incluyendo las definiciones4 Ihl/hs/he

n =
⟨

φhh
n |φ

lh/so/e
n

⟩
y

Zhl/hs/he
n =

⟨
φhh

n |k̂z|φ lh/so/e
n

⟩
, tiene la forma

Ĥhh−Q2D
n = Ĥhh−Q2D

0 + Ĥhh−Q2D
SOI−R =

=

[
h̄2k̂2
⊥

2m∗hh−Q2D
n

+Ehh
n

]
I2 +β hh−Q2D

n (σ+k̂3
−+σ−k̂3

+).

(67)

Hay que destacar que se ha incluido el subı́ndice n en Ĥhh−Q2D
n , dado

que los dos términos cambian según la subbanda Ehh
n que se esté con-

siderando.
El primer término Ĥhh−Q2D

0 corresponde a la energı́a cinética. Los
efectos del resto de las bandas se encuentran contenidos en la masa
efectiva m∗hh−Q2D

n obtenida —que es diferente al caso bulk—

1

m∗hh−Q2D
n

=

1
m0

[
γ1 + γs +

3h̄2γ2
s

m0

(
2(Zhl

n )2

Ehh
n −E lh

n
+

(Zhs
n )2

Ehh
n −Eso

n

)
− m0V 2(Ihe

n )2

Ehh
n −Ee

n

]
,

(68)

donde se han despreciado términos no lineales, de orden superior que
k2
⊥.

Debe notarse que: (i) si no se considera la banda de valencia (Ee→
∞), y (ii) el potencial de confinamiento fuese simétrico (Zhh/hl/hs

n = 0),
o sea un pozo cuadrado, se recupera el resultado conocido de Hensel
y Feher [67] para la masa efectiva transversal5 —perpendicular a la

dirección de crecimiento—
1

m∗hh
=

1
m0

(γ1 + γs). Este resultado se uti-

liza en ocasiones [68], cuando se estudian las propiedades de trans-
porte transversal de huecos en heteroestructuras. Esto último puede
ser contraproducente, o sea considerando la aproximación de pozo

4 Integrales de las autofunciones (54)-(57)
5 El resultado original de Hensel y Feher es a partir de un modelo Kohn-Luttinger (4× 4) en

aproximación axial, esto es
1

m∗hh
=

1
m0

(γ1 + γ2).
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triangular (7) para el potencial de confinamiento de una heteroestruc-
tura, la forma obtenida para la masa efectiva (68) predice un valor
mucho menor para varios de los semiconductores analizados, cerca
de un 50% respecto la aproximación de Hensel y Feher, tal como se
muestra en la Tabla 1.

m∗hh
m0

= 1
γL

1 +γL
s

según Ref. [67] m∗hh
m0

a partir de la Exp. (68)

GaAs 0.1046 0.0469
InP 0.1433 0.0615
GaSb 0.0530 0.0241
InAs 0.0346 0.0150
InSb 0.0196 0.0081

Table 1 Comparación entre la masa efectiva transversal de los huecos pesados confinados en un

pozo rectangular
m∗hh
m0

=
1

γL
1 + γL

s
[67], y la masa efectiva transversal para la primera subbanda

de huecos pesados confinados en una heteroestructura a partir de la Exp. (68), para varios semi-
conductores. En este último caso se escogió la densidad de carga superficial Ns = 1011 cm−2. No
obstante, los cambios para otros valores de Ns no son considerables; apenas un 2% para el GaAs
cuando Ns va de 1010 cm−2 a 1012 cm−2.

2.4.1 Modelo de Rashba para el caso quasi-bidimensional

El segundo término de (67)

Ĥhh−Q2D
SOI−R = β hh−Q2D

n (σ+k̂3
−+σ−k̂3

+), (69)

que acopla los huecos pesados con diferente polarización del espı́n, se
identifica con el término de Rashba. De hecho tiene la misma forma
que los modelos reportados en la literatura (Exp. (4)) [11,31,33,34],
obtenidos a partir de consideraciones de simetrı́a.

Sin embargo, uno de los aportes fundamentales del presente trabajo
resulta ser la forma del parámetro de acoplamiento

β hh−QD2
n =

−3ih̄4γ2
s

m2
0

(
Ihl
n Zhl

n

Ehh
n −E lh

n
− Ihs

n Zhs
n

Ehh
n −Eso

n

)
. (70)

Este es el factor que pre-multiplica la parte k-dependiente de (69),
luego de ser extraı́da de los elementos matriciales (64) y (65).
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A pesar de que aparece explı́citamente la unidad imaginaria i,
β hh−Q2D

n es real dado que Zhl/hs
n ∈C, lo cual garantiza las propiedades

de hermiticidad del hamiltoniano (69). Por otro lado, las propiedades
de la banda de conducción no figuran en la forma de β hh−Q2D

n —al
menos hasta el segundo orden de perturbaciones—, sólo implı́citamente
a través de γs (29). Lo anterior no ocurre en el parámetro de acoplamiento
en el caso electrónico [55], que sı́ depende explı́citamente de las
propiedades de la banda de valencia.

Las correcciones del tercer orden de perturbaciones, estudiadas
en un sistema de huecos pesados Q2D confinado en la interfaz p-
AlxGa1−xAs/GaAs, sólo contribuyen en un 0.2 %. En este caso,
además de la dependencia de las propiedades de la banda de con-
ducción, aparecen otros términos de orden superior diferentes de (69),
también predichos por argumentos de simetrı́a [11].

En la expresión (70) se puede observar que β hh−Q2D
n depende in-

versamente de la separación entre las subbandas de huecos pesados
(Ehh

n ) y las de huecos ligeros (E lh
n ) o split-off (Eso

n ). Esta separación
aumenta con la fortaleza del campo eléctrico F que confina a los por-
tadores, o con la concentración Ns en nuestra aproximación (7). Por
otro lado, si se analiza el término de acoplamiento espı́n-órbita de
Pauli (tercer término del miembro izquierdo en la Exp. (8)), la fort-
aleza aumenta con el gradiente de potencial. Lo anterior ha llevado
a etiquetar el comportamiento del acoplamiento Rashba para huecos
pesados como “desdoblamiento anómalo del espı́n” [11,33] y más
recientemente, como “efecto Rashba con diferencial negativo” [34].
La expresión obtenida para β hh−Q2D

n permite entender por qué sucede
esto6.

Con el propósito de validar nuestro modelo, en la Fig. 7 mostramos
una comparación de varias mediciones experimentales con distintos
modelos teóricos, incluido el nuestro. Con lı́nea continua se muestra
un cálculo del parámetro de acoplamiento Rashba para la primera sub-
banda de huecos pesados β hh−QD2

1 —dividido por µ = h̄2/2m∗hh−Q2D
que en realidad es lo que se puede medir— como función de la densi-
dad de portadores Ns, a partir de la expresión (70).

6 Más adelante se mostrará que el comportamiento “anómalo” aparece sólo en el rango de las
densidades bajas, en dependencia de las propiedades de la capa semiconductora que contiene al
gas Q2D.
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Se incluyen resultados experimentales reportados por diferentes au-
tores (� Ref. [33], N Ref. [45], ◦ Ref. [46], y ▽ Ref. [47] en la Fig.
7), de muestras del tipo AlxGa1−xAs/GaAs, con diferentes valores de
x e impurezas aceptoras. Proponer una comparación con el modelo
obtenido es válido, en tanto la expresión (70) es “transparente” a todo
lo que ocurra fuera de la región donde se forma el gas Q2D, o sea
sólo depende de los parámetros de la capa de GaAs. En los casos de
las referencias [45-47], fueron tomados los reportes de las mediciones
de concentración de portadores con diferente polarización del espı́n
(N+

s ,N−s ), y se utilizó una expresión que las relaciona con β1 [11,33]

β1

µ
=

√
2
π

Ns(Ñ+
s − Ñ−s )+∆N(Ñ+

s + Ñ−s )

6N2
s +2∆N2

s
, (71)

con Ñ±s =
√

Ns±∆Ns. El modelo presentado (ver Exp. (70)) repro-
duce muy bien el comportamiento experimental. Nótese que, en el
rango de densidades entre 1010 cm−2 y 5× 1010 cm−2, la curva
obtenida pasa por las zonas de incertidumbre de prácticamente to-
dos los puntos experimentales. Por otro lado, en el rango entre 20×
1010 cm−2 y 40×1010 cm−2, se reproduce mejor el orden de magni-
tud de las medidas experimentales que la tendencia de estas.

Se incluye además, en lı́neas discontinuas, el resultado de un mod-
elo analı́tico reportado por Habib y Winkler en 2009 [34]

β HW
1 =

64
9π2 γ3(γ2 + γ3)

eh̄4F
m2

0

(
1

Ehh
1 −E lh

1

(
1

Ehh
1 −E lh

2
− 1

Ehh
1 −Ehh

2

)
+

1
(Ehh

1 −E lh
2 )(Ehh

1 −Ehh
2 )

)
.

(72)

Ambos modelos —(70) y (72)— fueron obtenidos a partir del es-
quema de particionamiento de Löwdin (Sec. 2.3). Las diferencias fun-
damentales entre ellos se han recogido en la Tabla 2. Tales diferencias,
son las que llevan a la poca coincidencia de las curvas teóricas en la
Fig. 7.

Finalmente, en cı́rculos unidos (-•- en la Fig. 7), se ha represen-
tado un resultado numérico [33], obtenido a partir de un esquema re-
alista de cálculo autoconsistente de subbandas en heteroestructuras
basado en el método de las cuadraturas [69]. Este caso, representa
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�

✁
✂✄ ☎✆

Fig. 7 En lı́neas continuas se muestra un cálculo del parámetro de acoplamiento Rashba
β hh−Q2D

n /mu, donde µ = h̄2/2m∗hh−Q2D, a partir de la expresiones obtenidas (68) y (70). En
lı́neas discontinuas se muestra el resultado de una expresión analı́tica obtenida en la Ref. [34].
En sı́mbolos -•- se ha representado un resultado numérico [33], obtenido a partir de un esquema
realista de cálculo autoconsistente de subbandas en heteroestructuras basado en el método de las
cuadraturas. Se incluyen además, resultados experimentales de varios autores: � Ref. [33], N Ref.
[45], ◦ Ref. [46], y ▽ Ref. [47].

un ajuste muy satisfactorio parcial a escala local, como se observa
en la región entre 2× 1010 cm−2 y 3× 1010 cm−2. Por el contrario,
en la región entre 3× 1010 cm−2 y 4× 1010 cm−2, la predicción
numérica se separa sensiblemente del experimento. Gobalmente, esta
simulación numérica no reproduce de manera satisfactoria la tenden-
cia de los puntos experimentales en el rango entre 1× 1010 cm−2 y
5× 1010 cm−2. Lo anterior contrasta con la curva (70), la cual local
y goblamente, replica mucho mejor el experimento en el mencionado
rango.

El la Fig. 8 se muestran cálculos de β hh−QD2
1 en el rango tı́pico

de densidades superficiales de carga (Ns ∈ (1010− 1012 cm−2)) re-
portadas en la literatura, donde por lo general sólo está ocupada la
primera subbanda de huecos pesados [30,33,68]. Dada la flexibilidad
del modelo de Pidgeon-Brown, es posible incluir cálculos para semi-
conductores de gap estrecho InSb (0.235 eV), InAs (0.417 eV), medio
GaSb (0.812 eV) y ancho InP (1.4236 eV), GaAs (1.519 eV). Nótese
que en todos los casos, incluso para altas densidades, es persistente
la dependencia anómala de β hh−QD2

1 con Ns. Los resultados obtenidos
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β hh−QD2 (Exp. (70)) β HW (Ref. [34])
Se utiliza un esquema de particionamiento de
Löwdin a partir del modelo de Pidgeon-Brown
(8×8) (30), que considera directamente las
tres bandas de valencia y la de conducción, e
incluye los efectos de las bandas más alejadas
a través de los parámetros semi-empı́ricos de
Luttinger.

Se utiliza un esquema de particionamiento de
Löwdin hasta el tercer orden a partir del mod-
elo de Kane [58] (8×8), que sólo considera las
tres bandas de valencia y la de conducción.

El hamiltoniano no perturbado —la parte di-
agonal de (38)— fue resuelta exactamente
(54)-(61), incluyendo el campo eléctrico.

Para resolver el hamiltoniano no perturbado se
consideró un potencial de confinamiento rect-
angular de ancho arbitrario, lo cual introduce
la constante 64

9π2 (ver Exp. (72)), y el campo
eléctrico —que es el ingrediente fundamental
en el acoplamiento Rashba, ya que introduce
la SIA— se considera perturbativamente.

Dado que el campo eléctrico se incluye en el
hamiltoniano no perturbado, sólo se requiere ir
hasta el segundo orden de perturbaciones para
obtener términos no diagonales distintos de
cero, que se identifiquen con el acoplamiento
Rashba.

Dado que el campo eléctrico se introduce
como una perturbación, se requiere ir hasta el
tercer orden para obtener términos no diago-
nales distintos de cero, que se identifiquen con
el acoplamiento Rashba.

Se tomó en cuenta el valor numérico exacto de
las integrales Ihl/hs/he

n =
⟨

φhh
n |φ

lh/so/e
n

⟩
. Esto

es importante en tanto modifica el “peso” de
la contribución del resto de las subbandas.

Todos los términos de la forma Ihl/hs/he
n =⟨

φhh
n |φ

lh/so/e
n

⟩
se tomaron≃ 1, a pesar de que

nuestros cálculos arrojaron que algunos de el-
los resultaban ∼ 0.5.

Table 2 Diferencias fundamentales entre los desarrollos para llegar a la forma del parámetro de
acoplamiento β hh−QD2 (Exp. (70)) y β HW (Ref. [34]).

�

✁

✂

✄

✄☎✆

✝

✝☎✆

✞

✞☎✆

✟
✠✡ ☛☞

✝ ✝✄ ✝✄✄

Fig. 8 Parámetro de acoplamiento para la primera subbanda de huecos pesados β hh−QD2
1 en el

rango tı́pico de densidades superficiales de carga (Ns ∈ (1010−1012 cm−2)) reportadas en la liter-
atura, para varios semiconductores.
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muestran que el acoplamiento Rashba es más fuerte en semiconduc-
tores de gap estrecho, tal como sugieren algunos autores [11], sin em-
bargo tal regularidad no se cumple en el caso del InP, donde es más
débil que en el GaAs. Por otro lado, a partir de la Tabla 1 puede no-
tarse que la fortaleza del parámetro de acoplamiento, en el rango de
densidades estudiado, parece ordenarse de acuerdo al valor de la masa
efectiva.

3 Propiedades de transporte de huecos bajo acoplamiento
Rashba

El propósito de la presente sección es utilizar el modelo del acoplamiento
Rashba obtenido para estudiar las propiedades del transporte cuántico
de huecos pesados. Los sistemas fı́sicos que se estudiarán correspon-
den a dos dispositivos espintrónicos: un conmutador de espı́n y un
transistor de efecto campo de espı́n. Respecto a este último, se ha
demostrado que la eficiencia mejora considerablemente cuando se uti-
lizan los huecos como portadores [70], y que los tiempos de relajación
de espı́n de los huecos son suficientemente largos como para que tales
dispositivos sean plausibles [71]. Los cálculos de conductancia espı́n
dependiente en función de parámetros de interés se obtendrán sigu-
iendo el formalismo de la aproximación dispersiva multicomponente
[72,73], luego de haber discutido cómo tratar adecuadamente la de-
pendencia k̂3 en el hamiltoniano obtenido (69).

3.1 Sistema fı́sico y modelo teórico

Fig. 9 Configuraciones para el sistema fı́sico de interés. (a) “fuente/canal”: en las regiones I y IV
no se ha considerado acoplamiento Rashba, la región II corresponde a un DMS y la región III cor-
responde a un canal de transporte donde existe acoplamiento Rashba. (b) “fuente/canal/colector”:
similar al anterior, pero agregando un segundo DMS en la región IV.
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Con el objetivo de estudiar fenomenologı́as de interés se han es-
cogido dos configuraciones para el sistema fı́sico. En un primer caso,
que se denominará “fuente/canal” y que se ha representado en la
Fig. 9 (a), se considerarán cuatro regiones de un sistema Q2D, con-
finado en una heteroestructura tipo p-AlxGa1−xAs/GaAs. En las re-
giones I y IV no se ha considerado acoplamiento Rashba. La región
II corresponde a un semiconductor magnético diluido (DMS: diluted
magnetic semiconductor, en inglés), i. e. una heteroestructura tipo p-
AlxGa1−xAs/GayMn1−yAs [74,75], que funciona como “fuente”, o sea
inyecta una corriente de huecos espı́n-polarizada en un canal de trans-
porte, representado en la región III. En este último, se ha considerado
acoplamiento Rashba, que es posible modular por medio de campos
eléctricos externos [76,77].

En la segunda de las configuraciones, que vamos a denominar como
“fuente/canal/colector” y que se ha representado en la Fig. 9 (b),
se ha añadido otro DMS (región IV). Este último, funciona como
“colector”, o sea solo deja salir la corriente espı́n polarizada en la di-
rección de su magnetización. Esta configuración —que coincide con
la de un dispositivo transistor de efecto campo de espı́n [68,78]—,
desde el punto de vista dispersivo, permite estudiar transporte espı́n-
dependiente a través de doble barreras o doble pozos, en dependencia
de la polarización.

En ambas configuraciones, el sistema de huecos Q2D se encuen-
tra bajo acoplamiento Rashba en todas las regiones. Una posibilidad
para tenerlo en cuenta sólo en la región III, serı́a suponer un potencial
de confinamiento simétrico [79], e introducir la asimetrı́a sólo en la
región III via campo eléctrico transversal.

Existen varias formas de lograr una corriente de portadores espı́n
polarizada, pero hasta el momento, ninguno cumple al 100% los re-
querimientos necesarios para utilizarlas en una producción de SFET a
escala comercial. La selección de los DMS como fuente y colector de
los sistemas fı́sicos considerados se ha hecho por varios motivos:

• Son los más compatibles con la electrónica convencional, basada
en materiales semiconductores.
• De los iones magnéticos tı́picamente utilizados, el Mn2+ es uno

de los más prometedores, siendo el compuesto GayMn1−yAs el
más estudiado [75,80]. El Mn2+ actúa como aceptor por lo que los
portadores de carga por excelencia son los huecos.
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• Los DMS suelen tratarse en la literatura [68,81,82] a partir de un
modelo semi-fenomenológico que contiene (i) un término que de-
scribe el semiconductor hospedero —que serı́a (67) en el presente
estudio—, (ii) un término que describe la interacción de intercam-
bio que acopla el espı́n de los huecos con el espı́n de los iones de
Mn que, en la aproximación de campo medio, puede reemplazarse
por un desdoblamiento Zeeman efectivo [83], (iii) y un término
que acopla algún campo magnético externo con el espı́n del Mn.

Además de los DMS, existen otros mecanismos que permiten generar
una corriente de portadores espı́n polarizada. Un fuerte competi-
dor de los DMS es un ferromagnético per se. La desventaja funda-
mental de estos —además del complejo crecimiento sobre una capa
semiconductora— está asociada a la diferencia entre las conductivi-
dades de un metal y la de un semiconductor [84]. Una solución a esto,
consistente en colocar contactos óhmicos (barreras) en la interfaz fer-
romagneto/semiconductor, fue propuesta por el propio Rashba [85].
Sin embargo, la eficiencia sigue siendo más baja respecto a los DMS.
Asimismo, se puede obtener polarización de espı́n a través de efec-
tos espı́n-dependientes intrı́nsecos, como el acoplamiento Rashba o
Dresselhaus, o ambos [86-91].

Teniendo las consideraciones hechas hasta el momento, y dado que
tı́picamente sólo está ocupada la primera subbanda de huecos pesados
[30,33,68], cada región del sistema fı́sico se describirá por

Ĥ0 =
h̄2k̂2

2m∗
I2 +Ehh

1 , (73)

ĤDMS =
h̄2k̂2

2m∗
I2 +h0σz +Ehh

1 , (74)

ĤC =
h̄2k̂2

2m∗
I2 +β1(σ+k̂3

−+σ−k̂3
+)+Ehh

1 . (75)

El hamiltoniano Ĥ0 (73) describe las regiones semiconductoras sin
acoplamiento Rashba (regiones I y IV en la configuración fuente/canal,
representada en la Fig. 9 (a), y regiones I y V en la configuración
fuente/canal/colector, representada en la Fig. 9 (b)). Aquı́ m∗ repre-
senta la masa efectiva de los huecos pesados en la primera subbanda,
calculada a partir de 68. Nótese que se han eliminado los sub- y super-
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ı́ndices. I2 representa la matriz identidad (2×2) y Ehh
1 corresponde a

la energı́a de la primera subbanda calculada a partir de (59).
El hamiltoniano ĤDMS (74), describe los DMS (región II en la

configuración fuente/canal, representada en la Fig. 9 (a), y regiones
II y IV en la configuración fuente/canal/colector, representada en la
Fig. 9 (b)). Contiene dos términos, el primero —que corresponde a
la energı́a cinética— se ha tomado igual que Ĥ0. El segundo término
describe el desdoblamiento Zeeman efectivo que los huecos experi-
mentan, considerando la dirección de magnetización a lo largo de la
dirección z, perpendicular al plano de movimiento xy. La energı́a del
desdoblamiento h0 depende de la fortaleza del acoplamiento antiferro-
magnético Jpd entre los huecos y los iones Mn2+ y de la concentración
de Mn NMn. A parámetros tı́picos —Jpd ≈ 60 meVnm3 y NMn ≈ 1
nm−3— se tiene h0 ≈ 150 meV [82].

El tercer hamiltoniano ĤC (75) describe el canal de transporte Q2D
bajo acoplamiento Rashba (región III en ambas configuraciones rep-
resentadas en la Fig. 9 (a) y (b)). El primer término es común en to-
das las regiones. El segundo corresponde al modelo obtenido en la
Sec. 2.4.1, donde β1 representa el parámetro de acoplamiento para la
primera subbanda de huecos pesados obtenido a partir de (70).

3.2 Tratamiento de la dependencia cúbica en k en el término de
acoplamiento Rashba

La mayorı́a de los problemas de transporte cuántico en semiconduc-
tores —y de transporte en general—, se describen por medio de ecua-
ciones o sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Es
posible identificar las dos soluciones resultantes como ondas que se
propagan en direcciones contrarias. Lo anterior no es trivial cuando
existe acoplamiento Rashba, ya que el hamiltoniano correspondiente
para el caso de huecos pesados en sistemas Q2D contiene términos
cúbicos en el vector de onda, tal como se mostró en la Sec. 2.4.1.

Algunos autores [68] han considerado el término de acoplamiento
como una perturbación lineal en el vector de onda. Lo anterior, si
bien simplifica el análisis, implica pérdida de fı́sica relevante, como
mostraremos más adelante. Otro punto débil de esta aproximación es
la elección necesariamente arbitraria del parámetro de acoplamiento.
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Con el propósito de abordar este problema, considérese un sistema
Q2D infinito de huecos pesados bajo acoplamiento Rashba. En este
caso, la ecuación de Schrdinger correspondiente, tomando la referen-
cia de la energı́a como la primera subbanda, tiene la forma[

h̄2k̂2

2m∗
I2 +β1(σ+k̂3

−+σ−k̂3
+)

]
Ψ(r) = EΨ(r). (76)

Utilizando un ansatz de la forma Ψ(r) =χeik·r, donde χ=

(
χ1
χ2

)
es un espinor de dos componentes mientras que k= (k cosθ ,k sinθ) y
r= (x,y) corresponden al vector de onda y vector de posición respec-
tivamente —ambos sobre el plano xy—, el problema de autovalores
resultante es  h̄2k2

2m∗
−E β1k3e−i3θ

β1k3ei3θ h̄2k2

2m∗
−E


χ1

χ2

= 0. (77)

Siguiendo el procedimiento estándar [18,68], es necesario que se
anule el determinante del sistema (77) con el propósito de obtener
soluciones no triviales. Lo anterior lleva a las relaciones de dispersión

E1,2(k) =
h̄2k2

2m∗
∓β1k3 (78)

con los autovectores (autoespinores) normalizados

χ1,2 =
1√
2

(
1

±iei3θ

)
(79)

uno para cada polarización del espı́n.
En la Fig. 10 se muestran las relaciones de dispersión (78) teniendo

en cuenta el acoplamiento Rashba. Tal cómo se discutió en la Sec.
1.2.2, se observa claramente como dicha interacción introduce un des-
doblamiento de la subbanda de huecos pesados en dos ramas, una para
cada polarización del espı́n χ1 (lı́nea discontinua) y χ2 (lı́nea con-
tinua), rompiendo la degeneración en k con respecto al caso en que no
se toma en cuenta β = 0 (lı́nea punteada). Nótese además, que para
una energı́a fija, la dirección de polarización del espı́n depende de la
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Fig. 10 Relaciones de dispersión para los estados de huecos pesados bajo acoplamiento Rashba
para una densidad superficial de Ns = 1011 cm−1.

dirección del vector de onda a través del parámetro θ = arctan(ky/kx)
en la expresión (79), que es la esencia de un acoplamiento espı́n-
órbita.

La solución Ψ(r) de la ecuación (76) se puede escribir de la forma

Ψ(r) = ∑
j

a jeik1, jrχ1 +b jeik2, jrχ2, (80)

donde a j y b j son constantes mientras que k1, j y k2, j, con j = 1,2,3,
son las tres soluciones de las ecuaciones y los k1(2), j son las soluciones
de las ecuaciones E1(k1) = 0 y E2(k2) = 0, respectivamente.

En principio, la solución (80) deberı́a describir ondas planas, una
para cada polarización del espı́n, viajando con diferente velocidad de
grupo (k1 ̸= k2) en direcciones opuestas. Lo anterior no ocurre exac-
tamente ası́ en tanto las relaciones de dispersión (78) son cúbicas en
el vector de onda, o sea para cada polarización del espı́n se tienen tres
ondas planas con tres vectores de onda diferentes.

Las ecuaciones E1(k1) = 0 y E2(k2) = 0, sin embargo, tienen
solución analı́tica

k1,1(E) =
1

6m∗β1

(
h̄2 +

h̄4

Γ(E)
+Γ(E)

)
, (81)

k2,1(E) =−
1

6m∗β1

(
h̄2 +

h̄4

Γ(E)
+Γ(E)

)
, (82)
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k1,2(E)=
1

12m∗β1

(
h̄2− h̄4

Γ(E)
−Γ(E)+ i

(
−
√

3
h̄4

Γ(E)
+
√

3Γ(E)
))

,

(83)

k2,2(E)=−
1

12m∗β1

(
h̄2− h̄4

Γ(E)
−Γ(E)+ i

(
−
√

3
h̄4

Γ(E)
+
√

3Γ(E)
))

,

(84)

k1,3(E) =
1

12m∗β1

(
h̄2− h̄4

Γ(E)
−Γ(E)+ i

(√
3

h̄4

Γ(E)
−
√

3Γ(E)
))

,

(85)

k2,3(E)=−
1

12m∗β1

(
h̄2− h̄4

Γ(E)
−Γ(E)+ i

(√
3

h̄4

Γ(E)
−
√

3Γ(E)
))

,

(86)
donde Γ(E) es

Γ(E)=
(

h̄6−108m∗E(β1)
2+6
√

6
√

m∗3E(β1)2(−h̄6 +54m∗3E(β1)2)

) 1
3

.

(87)
Es relativamente sencillo notar que las dos primeras soluciones

(Exp. (81) y (82)) son tales que para E(0) = 0, k1,1(0) ̸= 0 y k2,1(0) ̸=
0, de manera que son las más alejadas del centro de la Zona de Bril-
louin. La aproximación que se ha seleccionado consiste en construir
las soluciones con los vectores de onda restantes —los que se encuen-
tran alrededor del vector de onda de Fermi kF— (83)-(86), correspon-
diendo estos últimos a la región de mayor validez de los modelos kp.

Considérese que los huecos se están moviendo en la dirección pos-
itiva del eje y en el sistema Q2D, la función de onda correspondiente
tiene la forma

Ψ(y) =
1√
2

(
1
i

)
eiq1y +

1√
2

(
1
−i

)
eiq2y, (88)

donde —de los cuatro vectores de onda que se considerarán, q1 = k1,3
y q2 = k2,2 son los que apuntan en la dirección en que se está con-
siderando el movimiento. Son reales de diferente magnitud. Con-
sidérese además que se es capaz de medir la polarización del espı́n de
los huecos luego de que han recorrido cierta distancia L. Consecuente-
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mente, la probabilidad de detectar un hueco pesado con polarización
del espı́n up o down se calcula como [18,68,92]

Pup = |⟨(1 0)|Ψ(L)⟩|2 = cos2
[

L
2
(q2−q1)

]
, (89)

Pdown = |⟨(0 1)|Ψ(L)⟩|2 = sin2
[

L
2
(q2−q1)

]
(90)

respectivamente.
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Fig. 11 Probabilidad de detectar un hueco pesado con espı́n up Pup (lı́neas continuas) o down
Pdown (lı́neas discontinuas) en una heteroestructura tipo p-AlxGa1−xAs/GaAs. (a) a partir de las
definiciones de q1 = k1,3 y q2 = k2,2 (Exps. (85) y (84)). (b) Utilizando las consideraciones de la
Ref. [?] (“linealizando” el término cúbico en las relaciones de dispersión (78)). Ns = 1011 cm−1,
L = 100 nm, β = 1872.41 eVÅ3 calculado a partir de (70) en el panel (a), β = 4000 eVÅ tomado
arbitrariamente para el panel (b).

En la Fig. 11 se han representado los cálculos (89)-(90) de las prob-
abilidades de detectar huecos pesados con espı́n up Pup (lı́neas contin-
uas) y down Pdown (lı́neas discontinuas) en una heteroestructura tipo p-
AlxGa1−xAs/GaAs. En el panel (a) se han tomado q1 = k1,3 y q2 = k2,2
(Exps. (85) y (84) respectivamente), de manera que

q2−q1 =
1

6m∗β1

(
2h̄2− h̄4

Γ(E)
−Γ(E)

)
, (91)

mientras que el panel (b) corresponde al modelo simplificado de la
Ref. [68] donde

q2−q1 =

(
2m∗

h̄2

)2

β1E. (92)



Acoplamiento Rashba para huecos pesados en heteroestructuras 109

Las oscilaciones observadas en ambos casos están ligadas —de
forma no trivial— a la presencia del acoplamiento Rashba. La difer-
encia de la aproximación elegida, donde las oscilaciones son cada vez
más rápidas (panel (a) de la Fig. 11), respecto a una aproximación
como la tomada en la Ref. [68] —y al caso electrónico [18]—, donde
se mantienen constantes (panel (b) de la Fig. 11), está asociada a la
dependencia no lı́neal en la energı́a de la magnitud q2− q1, (91) re-
specto a (92), que aparece explı́citamente en las expresiones de las
probabilidades de transmisión espı́n-dependientes (89)-(90).

De hecho, la selección del parámetro de acoplamiento en la Ref.
[68] fue β1 = 0.5 eVÅ el cual es cuatro órdenes de magnitud menor
que el que se requiere para que aparezcan las oscilaciones mostradas
en la Fig. 11 (b). Las oscilaciones —que aparecen naturalmente
cuando se considera el término cúbico— sólo tienen un precedente en
la literatura consultada para el caso electrónico cuando el acoplamiento
Rashba es muy fuerte [18], como el observado en el InSb. En la de-
pendencia con L también aparecen oscilaciones [18,68,78], que son
más evidentes en tanto se espera que el espı́n de los huecos precese a
medida que avanza.

Los resultados discutidos hasta el momento se utilizarán en el es-
tudio de los sistemas fı́sicos representados en la Fig. 9, particular-
mente en el tratamiento de la región del canal de transporte bajo
acoplamiento Rashba (región III en ambas configuraciones), descrito
por el hamiltoniano (75).

3.3 Aproximación Dispersiva Multicomponente

Puesto que se han elegido sistemas fı́sicos (ver Fig. 9) separados en re-
giones de parámetros constantes descritas por los hamiltonianos (73)-
(75), se ha considerado conveniente abordar el problema por medio
de la aproximación dispersiva multicomponente [72,73] (MSA: Mul-
ticomponent Scattering Approach, en inglés), que combina el formal-
ismo de la matriz de transferencia (TM: Transfer Matrix, en inglés)
con la teorı́a de la dispersión, y que ha sido exitosamente empleada en
el estudio del transporte de huecos a través de heteroestructuras semi-
conductoras cuánticas [72,93]. A continuación describimos el formal-
ismo de la MSA.
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3.3.1 Matrices de transferencia

Considerando los coeficientes seccionalmente constantes en cada región,
las soluciones se pueden proponer como

F (z) =
2N

∑
j=1

α jΓ jeiq jz, (93)

donde α j contiene los coeficientes de la combinación lı́neal y las cor-
respondientes constantes de normalización de las F j(z) en el espacio
de configuración, q j puede ser real o complejo y Γ j es un espinor
(N×1).

Definamos el vector

Ψ(z) =
(
F (z)
F ′(z)

)
, (94)

que incluye la función de onda y su derivada. Definamos además el
vector de estado

Φ(z) =
(
a 0
0 b

)(−→φ (z)
←−φ (z)

)
, (95)

donde a y b son coeficientes matriciales (N×N), −→φ (z) y ←−φ (z) son
vectores bidimensionales, cuyas componentes describen los modos
propagantes o evanescentes, en dependencia de la energı́a.

Basados en las definiciones anteriores, es posible establecer la
relación [72]

Ψ(z) = N Φ(z), (96)

donde N depende del hamiltoniano de N-componentes en cuestión.
Se define la matriz de transferencia de primer tipo M f d (df: func-

tion and derivative, en inglés) como aquella que relaciona las solu-
ciones (93) y sus derivadas, o sea el vector Ψ(z) entre dos puntos de
la heteroestructura

Ψ(zR) =M f d(zR,zL)Ψ(zL). (97)

Similarmente, se define la matriz de transferencia de segundo tipo
Msv (sv: state vector, en inglés) como aquella que relaciona los vec-
tores de estado (95) entre dos puntos de la heteroestructura

Φ(zR) =Msv(zR,zL)Φ(zL). (98)
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Luego de simples sustituciones entre (96)-(98), se obtiene la trans-
formación crucial [72]

Msv(zR,zL) = N −1M f d(zR,zL)N , (99)

que relaciona las dos matrices de transferencia utilizadas anterior-
mente.

3.3.2 Amplitudes de dispersión

A partir de las definiciones de la matriz de transferencia Msv y la
matriz de dispersión S(−→φ (zR)←−φ (zR)

)
=Msv

(−→φ (zL)←−φ (zL)

)
=

(
α β
γ δ

)(−→φ (zL)←−φ (zL)

)
(100)

y (←−φ (zL)−→φ (zR)

)
out

= S

(←−φ (zL)−→φ (zR)

)
in
=

(
r t′

t r′

)(←−φ (zL)−→φ (zR)

)
in
, (101)

donde t y r (t′ y r′) son las amplitudes de transmisión y reflexión
para las partı́culas incidentes desde la izquierda (derecha), se pueden
deducir las relaciones para las amplitudes de dispersión [72,93,94]

t=α−βδ−1γ t′ = δ−1

r =−δ−1γ r′ = βδ−1 (102)

A partir de las relaciones (102), pueden ser obtenidas diferentes
magnitudes fı́sicas relevantes. Considerando que las partı́culas inci-
den por la izquierda, la probabilidad de transmisión desde el canal de
entrada j hacia el canal de salida i, tiene la forma:

Ti j = t∗i jti j. (103)

Asimismo, se define la conductancia por el canal i

Gi =
e2

h

N

∑
j=1

t∗i jti j, (104)
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como la probabilidad total de transmisión multiplicada por el factor
e2

h
(cuanto de flujo), al igual que la conductancia de doble electrodo

de Landauer [42,43] de todo el sistema

G =
e2

h

N

∑
i=1

N

∑
j=1

Ti j. (105)

Se pueden obtener además otras magnitudes relacionadas con los
tiempos de fase [72,93,95] que no serán estudiadas en el presente tra-
bajo.

3.4 Transporte cuántico dependiente del espı́n

El propósito de la presente sección es mostrar cálculos de la con-
ductancia espı́n-dependiente para las configuraciones fuente/canal y
fuente/canal/colector —descritas en la Sec. 3.1— en función de mag-
nitudes de interés, a saber: la energı́a, la longitud del canal de trans-
porte y el parámetro de acoplamiento Rashba. Para ello se hará uso
del formalismo de la MSA.

Las regiones más externas en ambas configuraciones —siguiendo
el formalismo de Landauer [42,43]— se asumen conectadas a reser-
vorios infinitos de carga, que se encuentran a diferente potencial
quı́mico. De esta manera, no es preciso introducir un campo eléctrico
para estudiar el movimiento de los huecos a lo largo de los sistemas
considerados.

El movimiento se considerará a lo largo de la dirección y (kx = 0).
Las propiedades de los DMS, descritos por el hamiltoniano (74), serán
comunes: 40 nm de longitud y h0 = 150 meV [82]. El resto de los
parámetros serán especificados oportunamente.

3.4.1 Conductancia en la configuración fuente/canal: Conmutador de espı́n

En la Fig. 12 se muestra la conductancia espı́n-dependiente G, en
unidades de e2/h, en función de la energı́a de Fermi, para la con-
figuración fuente/canal (Fig. 9 (a)). Son accesibles cuatro canales de
transporte. G11 y G21, representadas en el panel (a), corresponden a
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Fig. 12 Conductancia espı́n-dependiente G, en unidades de e2/h, en función de la energı́a de Fermi
EF . (a) G11 y G21 corresponden a los canales de transporte de huecos pesados entrantes con espı́n
up y salientes con espı́n up (G11) y espı́n down (G21). (b) G22 y G12 corresponden a los canales de
transporte de huecos pesados entrantes con espı́n down y salientes con espı́n down (G22) y espı́n
up (G12). L = 500 nm y β1 = 1019.61 eVÅ3.

los canales de transporte de huecos pesados entrantes con espı́n up y
salientes con espı́n up (G11) y espı́n down (G21), transición directa e
indirecta, respectivamente. Asimismo, G22 y G12, representadas en el
panel (b), corresponden a los canales de transporte de huecos pesados
entrantes con espı́n down y salientes con espı́n down (G22) y espı́n
up (G12), transición directa e indirecta, respectivamente. El rango de
energı́a estudiado se encuentra entre la primera Ehh

1 = 21.94 meV y
segunda subbanda Ehh

2 = 38.35 meV de huecos pesados. La longitud
del canal de transporte (región III) se ha fijado en L = 500 nm, mien-
tras que el parámetro de acoplamiento es β1 = 1019.61 eVÅ3 que
corresponde a una densidad Ns = 5×10−11 cm−2.

En la Fig. 12 se observan oscilaciones de la conductancia respecto
a la energı́a —que no tienen precedentes en la literatura especial-
izada consultada—, cuyo origen fue discutido en la Sec. 3.2 (ver Fig.
11). Estas oscilaciones ahora están moduladas por los fenómenos dis-
persivos que ocurren en las regiones donde se encuentran los DMS.
Nótese a partir de (74), que estos últimos se comportan como pozos
para los huecos que llegan con espı́n up (G11 y G21), y como barreras
para los huecos que llegan con espı́n down (G22 y G12). Esto último
explica por qué la conductancia por los canales 22 y 12 está fuerte-
mente atenuada (G22,12 ∼ 10−10 e2/h): el DMS filtra solo los huecos
con espı́n up. En el panel (b) de esta figura, lo mostramos para que se
puedan apreciar las oscilaciones de G, referidas y explicadas anterior-
mente. No obstante, por la amplitud de G12 y G22 en el rango de EF
considerado, estos canales se considerarán cerrados.
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Fig. 13 Conductancia espı́n-dependiente G, en unidades de e2/h, en función de la longitud del
canal de transporte L. (a) G11 y G21 corresponden a los canales de transporte de huecos pesados
entrantes con espı́n up y salientes con espı́n up (G11) y espı́n down (G21). (b) G22 y G12 correspon-
den a los canales de transporte de huecos pesados entrantes con espı́n down y salientes con espı́n
down (G22) y espı́n up (G12). EF = 30 meV y β1 = 1019.61 eVÅ3.

En la Fig. 13 se muestra la conductancia —etiquetada de la misma
forma que en la Fig. 12—, ahora en función de la longitud L del canal
de transporte (región III). En este caso, las oscilaciones son similares
a las reportadas en la literatura [18,68], pero también moduladas por
los fenómenos dispersivos en el DMS. El comportamiento está aso-
ciando a la precesión del espı́n de los huecos en su travesı́a por la
región donde existe acoplamiento Rashba [92,96], esto es, el DMS
fuente garantiza que sólo penetren huecos con espı́n up. Una vez
recorridos 250 nm es máxima la probabilidad de que la polarización
haya cambiado a down. La energı́a de Fermi se ha tomado EF = 30
meV, que se encuentra cerca de la mitad entre la primera y segunda
subbanda de huecos pesados. El parámetro de acoplamiento, por su
parte, se tomó β1 = 1019.61 eVÅ3 que corresponde a una densidad
Ns = 5×10−11 cm−2, igual que los cálculos en función de la energı́a.

La existencia de transiciones cruzadas, o sea mezcla entre canales
de diferente polarización de espı́n (G21,12 ̸= 0) —tanto en la depen-
dencia con la energı́a (Fig. 12) cómo en la dependencia con la longi-
tud del canal (Fig. 13)—, se debe a la presencia del término de Rashba
(β1 ̸= 0) en el hamiltoniano (75). Incluso, en un modelo que involu-
cre explı́citamente más bandas de huecos para estudiar el transporte,
podrı́an esperarse transiciones cruzadas entre huecos de diferente po-
larización de espı́n y masa efectiva.

En los gráficos mostrados en las Figs. 12 y 13 se ha incluido —en
lı́nea gruesa gris— la conductancia total para los huecos que entran en
el canal de transporte con alguna polarización particular. Esta es una
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medida de como es afectado el flujo de partı́culas por los mecanismos
dispersivos en la región del DMS (región II) sin tener en cuenta el
acoplamiento Rashba.
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Fig. 14 Conductancia espı́n-dependiente G, en unidades de e2/h, en función del parámetro de
acoplamiento Rashba β1. G11 y G21 corresponden a los canales de transporte de huecos pesados
entrantes con espı́n up y salientes con espı́n up (G11) y espı́n down (G21). L = 500 nm y EF = 30
meV.

En la Fig. 14 se muestra la conductancia respecto al parámetro de
acoplamiento β1, sólo para los canales de transporte en los que los
huecos inciden con polarización up (G11 y G21). Los otros dos están
fuertemente atenuados (G22,12 ∼ 10−10 e2/h) tal como muestran las
Figs. 12 (b) y 13 (b). Este sistema fı́sico correspondiente a la con-
figuración fuente/canal, se comporta como un “conmutador de espı́n”
[4,97] eléctricamente controlable. Esto es, dada una corriente espı́n
polarizada, es posible obtener una u otra polarización de espı́n a la sal-
ida del dispositivo modificando el parámetro de acoplamiento Rashba.
No obstante, este mecanismo es bastante susceptible a los cambios en
la energı́a de Fermi, tal como se muestra en la Fig. 12. La longitud del
canal de transporte (región III) se ha fijado en L = 500 nm, mientras
que la energı́a de Fermi se ha tomado EF = 30 meV.
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Fig. 15 Conductancia espı́n-dependiente G, en unidades de e2/h, (a) en función de la energı́a de
Fermi EF con L = 500 nm y β1 = 1019.61 eVÅ3, y (b) en función de la longitud del canal de
transporte L con EF = 30 meV y β1 = 1019.61 eVÅ3. Sólo se consideró G11 que corresponde a
huecos pesados entrantes con espı́n up y salientes con espı́n up.

3.4.2 Conductancia en la configuración fuente/canal/colector: Transistor de
efecto campo de espı́n

En la Fig. 15 (a) se muestra la conductancia espı́n-dependiente G, en
unidades de e2/h, en función de la energı́a de Fermi, para la con-
figuración fuente/canal/colector (Fig. 9 (b)). Si bien son accesibles
los cuatro canales considerados en la sección anterior —dedicada la
la configuración fuente/canal—, solo se ha representado G11. Esta
última corresponde a los huecos entrando con polarización up y
saliendo con polarización up. El resto de los canales de transporte
están fuertemente atenuados (G21,22,12 ∼ 10−10 e2/h). Esto se debe a
que el DMS fuente atenúa la corriente de huecos que entra con espı́n
down (G22,12→ 0) mientras que el DMS colector atenúa la corriente
de huecos que pretenda salir con polarización down (G21 → 0). Al
igual que en el caso anterior, el rango de energı́a estudiado se en-
cuentra entre la primera Ehh

1 = 21.94 meV y segunda subbanda Ehh
2 =

38.35 meV de huecos pesados. La longitud del canal de transporte
(región III) se ha fijado en L = 500 nm, mientras que el parámetro de
acoplamiento es β1 = 1019.61 eVÅ3 que corresponde a una densidad
Ns = 5×10−11 cm−2.

Las oscilaciones que se observaban en el caso fuente/canal (Fig. 12
(a)) ahora son más complicadas —sin una periodicidad evidente— en
tanto los mecanismos dispersivos son más importantes. Los huecos
pesados que llegan con espı́n up “ven” una estructura de doble pozo
de potencial. De ahı́ la presencia de picos resonantes.
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La dependencia de la conductancia con la longitud del canal de
transporte se muestra en la Fig. 15 (b). Al igual que sucedı́a en la
dependencia con la energı́a, las oscilaciones de G son menos evi-
dentes debido a los fenómenos dispersivos. La energı́a de Fermi se
ha tomado EF = 30 meV, mientras que el parámetro de acoplamiento
se tomó β1 = 1019.61 eVÅ3 que corresponde a una densidad Ns =
5×10−11 cm−2
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Fig. 16 Conductancia espı́n-dependiente G, en unidades de e2/h, en función del parámetro de
acoplamiento Rashba β1. Sólo se consideró G11 que corresponde a huecos pesados entrantes con
espı́n up y salientes con espı́n up. L = 500 nm y EF = 30 meV.

La Fig. 16 muestra la conductancia por el único canal de interés
respecto al parámetro de acoplamiento β1. La longitud del canal de
transporte (región III) se ha fijado en L = 500 nm, mientras que la
energı́a de Fermi se ha tomado EF = 30 meV. Este resultado serı́a el
equivalente a un gráfico I-V de un transistor de efecto campo de espı́n,
en tanto G está asociada a la corriente, mientras que β1 se puede mod-
ificar con campos eléctricos externos (electrodo compuerta) [76,77].
Nótese que un cambio de β1 de 1.4× 103 eVÅ3 a 1.6× 103 eVÅ3

“cierra” el dispositivo. Esto permitirı́a codificar los estados lógicos
“ /0” y “1” tal como se hace hoy con transistores de efecto campo con-
vencionales.

Estos resultados muestran una cuestión importante, que no fue
tenida en cuenta en la concepción original del SFET de Datta y Das
[78], ni en prototipos similares para huecos [68]. No basta con garan-
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tizar la presencia de una fuente de portadores espı́n polarizados, hay
que tener en cuenta que la energı́a de Fermi también determina —de
forma no trivial como se observa en la Fig. 15 (a)—, la polarización de
espı́n que tienen los portadores al llegar al colector, incluso sin variar
la fortaleza del acoplamiento Rashba. Esto último fue reportado para
el caso electrónico cuando el acoplamiento es fuerte [18], como el que
se observa en el InSb.

4 Conclusiones

En el presente trabajo se construyó un modelo para describir apropi-
adamente el acoplamiento espı́n-órbita tipo Rashba de los huecos pe-
sados en heteroestructuras semiconductoras y se estudiaron los efec-
tos de tal acoplamiento en las propiedades de transporte a través de
sistemas fı́sicos de interés en la Espintrónica.

Se seleccionó el modelo k ·p de Pidgeon-Brown (8× 8) a cuatro
bandas dado que:

• Es una generalización del modelo k ·p de Kohn-Luttinger (6×6) a
tres bandas, cuyo éxito en la descripción de los estados de valencia
de semiconductores es ampliamente reconocido.
• Incluye la banda de conducción, lo que permite describir con

mayor exactitud semiconductores de gap estrecho, donde se ha
reportado que el acoplamiento Rashba es más fuerte.
• Incluye los efectos de las bandas no consideradas explı́citamente

a través de los parámetros semi-empı́ricos de Luttinger.

La modelación del potencial de confinamiento de las heteroestruc-
turas como un pozo triangular infinito resultó buena, al menos para de-
scribir la primera subbanda de huecos pesados confinados en la inter-
cara del AlxGa1−xAs/GaAs, dado que las longitudes de confinamiento
transversal estimadas fueron similares a las obtenidas mediante solu-
ciones autoconsistentes de las ecuaciones de Poison y Schrdinger re-
portadas en la literatura especializada.

La utilización del esquema de particionamiento de Löwdin hasta el
segundo orden de perturbaciones, permitió extraer con éxito un hamil-
toniano efectivo para huecos pesados confinados en heteroestructuras,
a partir del modelo de Pidgeon-Brown y la aproximación de la función
envolvente.
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El modelo obtenido para describir el acoplamiento Rashba tiene la
misma forma predicha en la literatura especializada, a partir de con-
sideraciones de simetrı́a. La contribución fundamental, por su parte, es
la forma del parámetro que caracteriza la fortaleza del acoplamiento:

• La expresión analı́tica obtenida esclarece la fı́sica detrás de la de-
pendencia anómala del parámetro de acoplamiento con la densidad
superficial de huecos observada en mediciones experimentales en
AlxGa1−xAs/GaAs.
• Los cálculos del parámetro de acoplamiento para otros de los

semiconductores más estudiados, a saber, InSb, InAs, GaSb, InP,
también exhibieron tal anomalı́a.
• Los cálculos para el GaAs ajustan muy bien los valores experimen-

tales y cálculos numéricos autoconsistentes detectados en la liter-
atura especializada en un amplio rango de densidades, respecto a
modelos teóricos previos.
• El InSb exhibió valores del parámetro de acoplamiento marcada-

mente mayores respecto al resto de los materiales considerados,
lo que lo hace sin dudas uno de los mejores candidatos para las
aplicaciones espintrónicas.

Por otro lado, el desarrollo que condujo al presente modelo de
Rashba también permitió estudiar las implicaciones de la asimetrı́a
del potencial de confinamiento de la heteroestructura sobre la masa
efectiva transversal de los huecos pesados. Los valores obtenidos para
varios semiconductores mostraron que disminuı́a cerca de un 50% re-
specto a la aproximación tı́picamente utilizada.

Dos sistemas fı́sicos fueron seleccionados para describir las propiedades
generales de conmutadores de espı́n y transistores de efecto campo
de espı́n. La selección de semiconductores magnéticos diluidos como
electrodos “fuente” y “colector” fue argumentada esencialmente en
términos de compatibilidad con la electrónica convencional. Sin em-
bargo, no se esperarı́a cambios muy significativos en los resultados
si se hubieran seleccionado materiales ferromagnéticos, dado que se
suelen modelar con hamiltonianos similares en la literatura especial-
izada.

La discusión sobre el tratamiento del término cúbico en el hamilto-
niano de Rashba obtenido garantizó la selección de una aproximación
sin ambigedades para construir las soluciones que describen la propa-
gación transversal de los huecos pesados en la heteroestructura.
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Ambos sistemas fı́sicos se caracterizaron por regiones de parámetros
contantes, por lo que fue posible calcular la conductancia resuelta
por el espı́n extendiendo el formalismo de la aproximación disper-
siva multicomponente, que ha sido exitosamente empleado en el es-
tudio del transporte de huecos a través de heteroestructuras semicon-
ductoras, sin acoplamiento espı́n-órbita. Los cálculos de conductancia
espı́n dependiente para la configuración fuente/canal —que modela un
conmutador de espı́n— mostraron que:

• La dependencia con la energı́a de Fermi exhibe un comportamiento
oscilatorio -sin precedentes en la literatura especializada consultada-
, modulado por los mecanismos dispersivos que ocurren en la
región donde se encuentra la fuente. Una explicación intuitiva para
este comportamiento periódico pudiera tener que ver con el tiempo
que le toma a los huecos atravesar la región bajo acoplamiento
Rashba. Es decir, si toma cierto tiempo a una partı́cula recorrer una
región de cierta longitud para que el espı́n cambie de orientación,
en principio, si esa región se recorre en el doble de tiempo -a una
“velocidad” (energı́a) menor-, se esperarı́a que el espı́n cambiara
dos veces. No cabe duda que hay que indagar más en esta dirección
con el propósito de esclarecer la fı́sica subyacente.
• La dependencia con las dimensiones del canal de transporte preserva

las propiedades periódicas esperadas -asociadas al fenómeno de
precesión del espı́n-, igualmente moduladas por los mecanismos
dispersivos.
• Se demostró la eficiencia de los semiconductores magnéticos dilu-

idos -seleccionados como fuente de portadores espı́n polarizados-,
reflejada en la atenuación perfecta de la conductancia G∼ 10−10 e2/h
para los huecos con espı́n orientado en dirección contraria a su di-
rección de magnetización.
• La dependencia con el parámetro de acoplamiento caracteriza el

comportamiento tipo conmutador de espı́n. Esto es, dada una cor-
riente espı́n polarizada, es posible obtener una u otra polarización
de espı́n a la salida del dispositivo modificando el acoplamiento
Rashba. No obstante, los cambios esperados son bastante suscep-
tibles a los cambios en la energı́a de Fermi.

Por otro lado, los cálculos de la conductancia espı́n dependiente
para la configuración fuente/canal/colector -que modela un transistor
de efecto campo de espı́n- mostraron que:
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• La dependencia con la energı́a de Fermi exhibió oscilaciones más
complicadas -sin periodicidad evidente- en tanto los fenómenos
dispersivos son más significativos. Los huecos pesados que lle-
gan con espı́n up “ven” una estructura de doble pozo de potencial,
apareciendo consecuentemente de picos resonantes.
• Las oscilaciones que exhibe la dependencia con las dimensiones

del canal de transporte también se modificaron drásticamente re-
specto a la configuración fuente/canal. No obstante, la periodici-
dad de las mismas es un poco más clara.
• La selección de semiconductores magnéticos diluidos como fuente

y colector garantizó que el sistema sólo fuera atravesado por hue-
cos espı́n-polarizados en la dirección de magnetización de estos.
• La dependencia con el parámetro de acoplamiento -equivalente

a la curva I-V- mostró la viabilidad de los transistores de efecto
campo de espı́n como dispositivos lógicos.
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6. G. Binasch, P. Grümberg, F. Saurenbach, W. Zinn. Phys. Rev. B

39, 4828 (1989).
7. C. Chappert. Nature Materials 6, 813 (2007).
8. J. Nitta, T. Akazaki, H. Takayanagi, T. Enoki. Phys. Rev. Lett. 78,

1335 (1997).
9. J. P. Eisenstein, H. L. Stormer, V. Narayanamurti, A. C. Gossard,

W. Wiegmann. Phys. Rev. Lett. 53, 2579 (1984).
10. J. P. Heida, B. J. van Wees, J. J. Kuipers, T. M. Klapwijk, G. Borghs.

Phys. Rev. B 57, 11911 (1998).
11. R. Winkler. Spin-orbit coupling effects in two-dimensional elec-

tron and hole systems (Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2003).
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79. D. M. Gvozdić, U. Ekenberg. Physica E 32, 458 (2006).
80. H. Ohno. Science 281, 951 (1998).
81. L. Brey, J. Fernández-Rossier, C. Tejedor. Phys. Rev. B 70, 235334

(2004).
82. B. Lee, T. Jungwirth, A. H. MacDonald. Semicond. Sci. Technol.

17, 393 (2002).



Acoplamiento Rashba para huecos pesados en heteroestructuras 125

83. T. Dietl, H. Ohno, F. Matsukura, J. Cibert, D. Ferrand. Science
287, 1019 (2000).

84. G. Schmidt, D. Ferrand, L. W. Molenkamp, A. T. Filip, B. J. van
Wees. Phys. Rev. B 62, R4790 (2000).

85. E. I. Rashba. Phys. Rev. B 62, R16267 (2000).
86. S. D. Ganichev, E. L. Ivchenko, S. N. Danilov, J. Eroms, W. Wegschei-

der, D. Weiss, W. Prettl. Phys. Rev. Lett. 86, 4358 (2001).
87. S. K. Joshi. Phys. Rev. B 64, 075320 (2001).
88. J. A. Folk, R. M. Potok, C. M. Marcus, V. Umansky. Science 72,

679 (2003).
89. A. W. Cummings, R. Akis, D. K. Ferry. Appl. Phys. Lett. 89,

1721115 (2006).
90. M. Governale, D. Boese, U. Zülicke, C. Scholl. Phys. Rev. B 65,

140403(R) (2002).
91. T. Koga, J. Nitta, H. Takayanagi, S. Datta. Phys. Rev. Lett. 88,

126601 (2002).
92. R. Cuan, L. Diago-Cisneros. Rev. Cub. Fis. 27, 212 (2010).
93. S. Arias-Laso, L. Diago-Cisneros. Rev. Cub. Fis. 26, 197 (2009).
94. P. A. Mello, P. Pereyra, N. Kumar. Ann. Phys. 181, 290 (1988).
95. L. Diago-Cisneros, H. Rodrı́guez-Coppola, R. Pérez-Álvarez, P. Pereyra.
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Espejos omnidireccionales para el rango visible
a partir de multicapas dieléctricas de silicio
poroso
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Resumen

In this chapter, the optical reflectivity response of porous silicon
based omnidirectional multilayered mirrors, is presented. The reflec-
tivity spectra were calculated for a periodic chirped multilayer, modu-
lated with an enveloped function f (x) =Cxα . By varying the α value
of the enveloped function, an interval of α values which generate an
omnidirectional photonic band gap in the visible range. is shown. Tak-
ing into account the experimental fabrication, i. e., the total physical
thickness and the mechanical stability of the multilayered structure,
the optimal value of α was selected. The reflectivity spectrum of the
fabricated sample was measured for the incident angles of 8 and 68◦,
and showed an omnidirectional photonic band gap of 409 nm, from
396 to 805 nm, with more than 95 % of reflectivity. The effective
medium theory was used to explain the reduction in the absorption of
the porous silicon oxidized sample which results in the high reflectiv-
ity of the visible omnidirectional mirror. This method is expected to
be used to fabricate omnidirectional mirrors in the ultraviolet region,
with an enhancement of the reflectivity response as compared to the
aluminium and silver metallic mirrors, by using dielectric multilayers.

A. D. Ariza-Flores and L. M. Gaggero-Sager
Facultad de Ciencias. Universidad Autónoma del Estado de Morelos, Morelos, México.
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Resumen

En este capı́tulo se presenta la respuesta óptica de reflectancia para
espejos omnidireccionales multicapa fabricados con silicio poroso.
Se calcularon los espectros de reflectividad para una multicapa de
periodo variable, modulada por una función envolvente de la forma
f (x) = Cxα . Variando la potencia de la función envolvente, se en-
contró un intervalo de valores de α que genera una banda omnidi-
reccional en el rango visible. Se seleccionó un valor óptimo de α
tomando en cuenta la fabricación experimental de la multicapa, el
espesor fı́sico total y la estabilidad mecánica de la estructura. Los
espectros de reflectancia para la muestra fabricada fueron medidos
para los ángulos de incidencia de 0 y 68◦, mostrando una banda om-
nidireccional de 409 nm, desde 396 hasta 805 nm, por arriba del 95
% de reflectividad. Se utilizó la teorı́a del medio efectivo para ex-
plicar la baja absorción de la muestra de silicio poroso oxidado, lo
cual resulta en una alta reflectividad del espejo omnidireccional en el
rango visible. Se espera que este método pueda ser utilizado para la
obtención de espejos omnidireccionales en la región ultravioleta y se
estima una mejora los espectros de reflectancia, en comparación con
los espejos metálicos fabricados con plata y aluminio, usando multi-
capas dieléctricas.

1 Introducción

En los últimos cincuenta años la tecnologı́a de los semiconductores ha
estado presente en cualquiera de los dispositivos electrónicos que us-
amos diariamente. El camino hacia la miniaturización y la alta veloci-
dad de los circuitos integrados, ha estimulado mucha investigación en
todo el mundo. Desafortunadamente, la miniaturización resulta en cir-
cuitos con alta resistencia, lo que implica un alto poder de disipación
de energı́a y calor, mientras que el incremento en la velocidad está
limitada por la cantidad y sincronización de las señales eléctricas. En
un esfuerzo por mantener el progreso en la integración y mejora, se
están desarrollando nuevos dispositivos que porten información con
luz en lugar de señales eléctricas. La luz tiene muchas ventajas so-
bre el electrón, por ejemplo, puede viajar en un material dieléctrico
con mucho mayor velocidad que el electrón en un alambre metálico,
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y puede llevar una mayor cantidad de información por segundo. Por
otro lado, el ancho de banda de los materiales dieléctricos es significa-
tivamente más grande que el de los metales: el ancho de banda de la
fibra óptica en sistemas de comunicación es tı́picamente del orden de
terahertz, mientras que para sistemas electrónicos (como el teléfono)
es solo de cientos de kilohertz. Además las partı́culas de luz (o fo-
tones) no interactuan tanto entre sı́ comparado con los electrones, lo
que reduce pérdidas de energı́a.

Entre los materiales dieléctricos usados para fabricar estructuras
en donde puede viajar la luz, está el silicio poroso (SP). A difer-
encia de otros sistemas, el silicio puede utilizarse para fabricar na-
noestructuras dieléctricas, de manera fácil, rápida, económica y sin
un sistema experimental muy sofisticado; en particular cuando este
material es estructurado de tal forma que su función dieléctrica varı́e
periódicamente en el espacio, es llamado cristal fotónico [?]. Estas
nanoestructuras artificiales permiten la manipulación y transporte de
ondas de luz, en analogı́a con la movilidad y transporte de electrones
en un cristal. Asimismo, presentan bandas fotónicas prohibidas den-
tro de la estructura (análogamente como los electrones en un cristal),
en donde la luz no puede propagarse con ciertas energı́as y direc-
ciones. La luz que no se propaga ni se absorbe es entonces refle-
jada. Sin embargo, en los cristales fotónicos la luz incidente cam-
bia sus propiedades reflectivas dependiendo del ángulo de inciden-
cia; esto genera un corrimiento de la banda prohibida hacia el azul
conforme aumenta el ángulo de incidencia. Este es un efecto no de-
seado cuando se requiere una reflectancia omnidireccional (es decir
que la reflectancia no depende del águlo de incidencia, para un inter-
valo de longitudes de onda). Asimismo, las regiones de omnidirec-
cionalidad para cristales fotónicos fabricados con silicio poroso, han
sido principalmente en el infrarrojo medio y cercano, debido a la baja
absorción de luz en este rango. En este capı́tulo presentamos el diseño
y fabricación de una estructura dieléctrica con reflectancia omnidirec-
cional, que cubre todo el rango visible, basada en multicapas de silicio
poroso.



130 A. D. Ariza-Flores et al.

2 Fabricación de silicio poroso

2.1 Anodización electroquı́mica

En esta sección se describe el proceso de fabricación de multicapas del
SP, por el método de anodización electroquı́mica de obleas de Si. Se
detalla el arreglo experimental utilizado en la fabricación de muestras
de SP y el proceso de oxidación de la estructura llevados a cabo para
obtener las propiedades de omnidireccionalidad reflectiva.

La fabricación de SP consiste en una técnica simple y económica,
basada en la anodización electroquı́mica de obleas de silicio cristalino
en una solución de ácido fluorhı́drico. Diversos estudios realizados ac-
erca de la interfaz Si-HF muestran que los principales requerimientos
para la formación de SP son [2]:
1. La oblea de Si debe estar polarizada anódicamente. Esta polar-
ización corresponde al Si dopado tipo p, mientras que para el Si
dopado tipo n corresponde la polarización inversa.
2. Se debe aplicar luz en el caso del Si dopado tipo n.
3. Se deben aplicar corrientes por debajo de un valor crı́tico jc.

Las primeras dos condiciones son debidas al hecho de que los hue-
cos son consumidos durante el proceso de anodizado. Cuando la ter-
cera condición es violada, la reacción es limitada por transferencia de
masa a la solución: los huecos son acumulados en la interfaz Si-HF y
ocurre el electropulido. En la figura 1 se muestra un esquema de tres
pasos llevados a cabo para la fabricación de SP. Se comienza cortando
una obleas de Si cristalino en pedazos de aproximadamente 2×2 cm2.
Las obleas están dopadas con boro y tienen una resistividad de 0.002 a
0.005 Ω ·cm, con orientación (100). Enseguida se remueve la capa de
óxido de la superficie de la oblea en una solución diluida de HF. Pos-
teriormente se coloca en una celda de teflón con una solución de HF y
etanol, y se procede al ataque electroquı́mico. Después de concluir la
reacción, se retira la oblea de la celda y se enjuaga con etanol. Posteri-
ormente se introduce en pentano al 99.6 % y se evaporan los residuos
con nitrógeno gaseoso. Finalmente se puede oxidar térmicamente en
un horno (paso opcional).
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Fig. 1 Proceso de fabricación de muestras de silicio poroso. A partir de una oblea de Si (de ori-
entación (100)), se procede a cortarla en pedazos de aproximadamente 2×2 cm2 y se introduce en
una solución de HF al 2 % durante 20 minutos. Posteriormente se coloca en la celda de anodizado
con una solución de HF/Etanol 1:1 y se procede al ataque electroquı́mico. Enseguida se enjuaga la
muestra con etanol al 99.9 % y luego se seca con pentano al 99.6 %. Finalmente se evaporan los
residuos de pentano con nitrógeno gaseoso.

2.2 Oxidación térmica

Al terminar la fabricación de la muestra de SP, se obtiene un estruc-
tura interconectada de Si, cuya superficie se encuentra hidrogenada.
Las propiedades ópticas de la muestra resultante permanecen iguales
por algunos dı́as, pero eventualmente la muestra comienza a oxidarse
ligeramente debido al oxı́geno presente en el medio ambiente. A pe-
sar de que no se observa un cambio muy drástico en las propiedades
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ópticas de reflectividad conforme se oxida a temperatura ambiente,
muchas veces es necesario recubrir intencionalmente la superficie con
una capa de óxido que sirve para estabilizar, o funcionalizar la superfi-
cie. En algunos casos, el óxido de silicio sirve como un intermediario
para unir quı́micamente alguna molécula [3]. Esta oxidación se lleva
a cabo por medio de una reacción de O2 con SP a una temperatura de
entre 600 a 900◦C y es en general de mayor espesor que el obtenido
por oxidación al medio ambiente en varios dı́as.

Al oxidar térmicamente el SP, se forma una capa de óxido de silicio
amorfo (SiOx) que recubre por completo la superficie porosa. El espe-
sor de la capa de óxido varia dependiendo del tiempo de exposición de
la muestra. El sistema para oxidar el silicio consta de un horno de in-
ducción (cuya temperatura puede variar gradualmente desde 25 hasta
1000 ◦C) con una conexión sellada a un tanque de oxı́geno. La oxi-
dación del Si puede realizarse a cualquier temperatura por arriba de
la temperatura ambiente; sin embargo, el proceso es demasiado lento
cuando la temperatura está por abajo de los 600 ◦C (desde horas hasta
dı́as para lograr pelı́culas de SiOx de 10 nm de espesor). Usualmente
la oxidación del SP se lleva a cabo a 800 ◦C durante algunos minutos.
Esto genera una capa de óxido de 20 a 50 nm que recubre la superfi-
cie del poro. Cuando la exposición se da en un tiempo prolongado, se
obtiene la oxidación total de la muestra generando sı́lica porosa.

3 Cálculo de la reflectancia en un sistema de multicapas
dieléctricas

En esta sección se describe la teorı́a para el cálculo de la reflectancia
de un sistema de multicapas dieléctricas, por el método de la matriz
de transferencia. Esta teorı́a es utilizada más adelante para simular los
espectros de reflectividad de las estructuras fotónicas fabricadas con
silicio poroso.

Supongamos una sistema unidimensional de capas dieléctricas de
distintos ı́ndices de refracción y espesores, depositadas sobre un sus-
trato dieléctrico semi-infinito. Tal estructura se puede describir mate-
máticamente por
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n(x) =



n0, x < x0,

n1, x0 < x < x1,

n2, x1 < x < x2,
...

...
nN , xN−1 < x < xN ,

ns, xN < x

(1)

donde nl es el ı́ndice de refracción de la l-ésima capa, xl es la posición
de la interfase entre la l-ésima capa y la capa l +1, ns es el ı́ndice de
refracción del sustrato y n0 el ı́ndice de refracción del medio incidente.
Los espesores de las capas estan dados por

d1 = x1− x0, (2)
d2 = x2− x1, (3)

...
dN = xN− xN−1 (4)

La solución para el campo eléctrico de una onda plana que viaja en
el sistema de multicapas, se puede escribir como E = E(x)ei(ωt−kzz),
donde

E(x) =


A0e−ik0x(x−x0)+B0eik0x(x−x0), x < x0,

Ale−iklx(x−xl)+Bleiklx(x−xl), xl−1 < x < xl,

Ase−iksx(x−xN)+Bseiksx(x−xN), xN < x
(5)

donde klx es la componente x del vector de onda de la l-ésima capa

klx =

√(
nl

ω
c

)2
− k2

z (6)

y está relacionado con el ángulo de incidencia θl por

klx = nl
ω
c

cos(θl). (7)



134 A. D. Ariza-Flores et al.

Asimismo, Al y Bl representan las amplitudes de las ondas planas en
cada interfase x = xl . De forma matricial podemos relacionar las am-
plitudes del campo como(

A0
B0

)
= D−1

0 D1

(
A1
B1

)
, (8)

(
Al
Bl

)
= PlD−1

l Dl+1

(
Al+1
Bl+1

)
, l = 1,2, ...,N (9)

donde N +1 representa el sustrato (capa s), AN+1 = As, BN+1 = Bs y
las matrices pueden escribirse como

Dl =

(
1 1

nl cos(θl) −nl cos(θl)

)
onda T E (10)

y

Dl =

(
cos(θl) cos(θl)

nl −nl

)
onda T M (11)

respectivamente, y

Pl =

(
eiϕl 0
0 e−iϕl

)
, (12)

con
ϕl = klxdl. (13)

La relación entre A0, B0 y As, Bs se puede escribir como(
A0
B0

)
=

(
M11 M12
M21 M22

)(
As
Bs

)
(14)

en donde

M =

(
M11 M12
M21 M22

)
= D−1

0
[
Π N

l=1DlPlD−1
l

]
Ds (15)

y donde N es el número de capas, A0 y B0 son las amplitudes del
campo en el medio 0 en x = x0, mientras que As y Bs son las ampli-
tudes de las ondas planas en el medio s en x = xN . La matriz M es
llamada matriz de transferencia.
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La reflectancia de la estructura multicapa se calcula de los elemen-
tos la matriz de transferencia M11 y M21 como:

R =

∣∣∣∣M21

M11

∣∣∣∣2 , (16)

mientras que la transmitancia se calcula a partir del elemento M11
como

T =
ns cos(θs)

n0 cos(θ0)

1
|M11|2

. (17)

4 Espejos omnidireccionales en la región visible

En esta sección mostramos el diseño y fabricación de un espejo omni-
direccional que cubre todo el rango visible, basado en una estructura
dieléctrica multicapa de silicio poroso. El sistema consta en una es-
tructura de periodo variable, en donde el espesor fı́sico de cada peri-
odo es incrementado por medio de una función envolvente de la forma
f (x) = Cxα . Posteriormente se fabricó la muestra para comparar los
resultados predichos teóricamente con la medición experimental de la
banda fotónica a distintos ángulos. Asimismo se tomó una secuencia
fotográfica de la muestra para confirmar la banda fotónica omnidirec-
cional (BFO) para ángulos de incidencia mayores a los medidos por
el espectrofotómetro.

Como se mencionó anteriormente los espejos omnidireccionales re-
flejan toda la luz incidente independiente del ángulo de incidencia
dentro de un cierto rango de longitudes de onda [4]. Muchos grupos
han diseñado teóricamente y fabricado espejos omnidireccionales a
base de estructuras dieléctricas multicapa en diferentes regiones del
espectro electromagnético (EM), debido a su alta reflectividad, versa-
tilidad y la variedad de aplicaciones [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. Sin
embargo, los esfuerzos por realizar espejos dieléctricos omnidirec-
cionales (EDO) han sido principalmente para el rango infrarrojo (IR)
cercano y medio. Para la región visible, un EDO requiere de la fab-
ricación de multicapas con espesores más delgados en comparación
con el rango IR. Por ejemplo, Park et al., fabricaron una estructura de
cuatro pares de capas a base de GaAs/AlAs usando la técnica de cre-
cimiento epitaxial y lograron obtener una banda omnidireccional de
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aproximadamente 90 nm para la región visible (desde 710 hasta 800
nm) [14]. Lin et al., fabricaron una estructura de 12 pares de capas a
base de TiO2/SiO2 crecidas por el método de evaporación con pistola
de electrones y obtuvieron una BFO de 24 nm alrededor de los 532 nm
[15]. Asimismo, la mayorı́a de las técnicas usadas para la fabricación
de estructuras multicapa dieléctricas, requieren una instrumentación
sofisticada y cara, además de un tiempo de crecimiento relativamente
largo. Un método económico, fácil y rápido para producir estructuras
dieléctricas multicapa ha sido la anodización electroquı́mica de obleas
de silicio, lo cual resulta en la formación de silicio poroso.

Por otro lado, los espejos omnidireccionales de SP han sido fabrica-
dos principalmente en la región infrarroja [16, 17, 18, 19, 20] debido
a que presentan muy poca absorción y dispersión, en comparación
con los espejos metálicos. Sin embargo, en el rango visible, la fabri-
cación de espejos omnidireccionales de SP se ha logrado solamente
para pequeñas regiones del espectro. Por ejemplo, Estevez et al., en
2008, mostraron una BFO desde 680 hasta 701 nm (al rededor de 21
nm) [16]. A pesar de su fácil diseño teórico del perfil de refracción, la
fabricación del espejo omnidireccional visible en SP ha sido un reto
debido a las siguientes dificultades:

a) La naturaleza del Si provoca que absorba y disperse luz desde el
ultravioleta lejano hasta la región del azul [21] y por lo tanto dificulta
la reflectancia del espejo en esta región. Para solucionar este obstáculo
se requiere fabricar un mayor número de multicapas periódicas para
incrementar la reflectividad [22], comparada con la fabricación de un
espejo análogo en una región sin absorción. Sin embargo, conforme
se incrementa el espesor fı́sico y la porosidad de la estructura mul-
ticapa, ésta se vuelve más frágil y usualmente se fractura debido al
incremento del estrés entre capas consecutivas [23, 24, 25].

b) Otra constricción experimental es la fabricación de las capas del-
gadas requeridas y el espesor total de la estructura. Como ejemplo, un
espejo de Bragg de SP fabricado para 800 nm requiere capas de 100
y 133 nm, para ı́ndices de refracción de 2.0 y 1.5, respectivamente.
Conforme el rango de reflectancia cambia hacia el azul, los espesores
fı́sicos requeridos de cada una de las capas decrece (aproximadamente
a 50 nm). El diámetro promedio de los poros de una estructura tı́pica
mesoporosa es de alrededor de 20 nm, por lo tanto, el espesor re-
querido de cada capa está en el lı́mite de resolución que define una
capa porosa.
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Por lo tanto, para estudiar y fabricar un espejo omnidireccional en
la región visible es necesario resolver tanto teórica como experimen-
talmente los problemas anteriormente mencionados. En esta sección
se extendió el trabajo teórico y experimental hecho por Bruyant et al.,
[17] y Ali et al., [26], de forma sistemática para hallar el conjunto de
parámetros óptimos que permitan la obtención un espejo omnidirec-
cional en toda la región visible, fabricado con SP.

En la figura 2(a) se muestra un esquema del perfil del ı́ndice de re-
fracción para la estructura de silicio poroso, como función de la pro-
fundidad de la estructura (x). La estructura fotónica consiste en 501
capas tipo Bragg, con valores de ı́ndice de refracción de 2.1 y 1.4,
los cuales corresponden a las porosidades de 51 y 76%, respectiva-
mente. El espesor fı́sico de cada capa fue modulado por una función
envolvente mostrada en la Figura 2(b).

Fig. 2 (a) Esquema del perfil del ı́ndice de refracción como función de la profundidad del espejo.
Los periodos tipo Bragg son alargados conforme se incrementa la profundidad y modulados por
una función envolvente f (x) = Cxα . La Figura (b) muestra un conjunto de funciones moduladas
por diferentes potencias. La longitud del primer y último periodos de la estructura fueron fijados.
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Para hallar el valor de α , que genera la mayor BFO, se realizaron
simulaciones para el espectro de reflectancia como función de la lon-
gitud de onda, para un intervalo contı́nuo de valores de α . En dicho
intervalo se analizó cual de ellos genera la mayor reflectancia posible.
En la figura 3 se muestran las curvas de contorno para la reflectan-
cia como función de la longitud de onda y el valor de α , en distintos
ángulos de incidencia: (a) 0◦, (b) 45◦ y (c) 85◦. Se puede observar que
conforme se incrementa el valor de α , el ancho de la banda va decre-
ciendo; asimismo, conforme se incrementa el ángulo de incidencia, la
reflectancia de la multicapa es cada vez más deficiente para valores
cada vez más grandes de α (figuras 3(a), (b) y (c)). En la figura 3(c)
se puede observar un pequeño intervalo de α que cubre por completo
el rango visible con una reflectancia cercana al 100% y que a su vez se
mantiene con una alta reflectancia en los otros dos ángulos de inciden-
cia (0 y 45◦). La figura 3(d) muestra un acercamiento de una zona de
la imagen 3(c) en donde se puede observar un intervalo al rededor de
1.1 < α < 1.4 en donde la reflectancia está por arriba del 99.4% para
la zona de longitudes de onda entre 400 y 800 nm (abarcando el rango
visible). De esta forma si el valor de α está fuera del intervalo men-
cionado, la reflectancia de la multicapa es deficiente, para cualquier
ángulo de incidencia.

Por otro lado, el espesor total de la muestra es un factor importante
y determinante en el tiempo de crecimiento y la estabilidad mecánica
de la estructura [27]. Por lo tanto, se analizó la dependencia entre el
espesor de la multicapa y el valor de α . En la figura 4 se observa que
conforme el valor de α se incrementa, el espesor fı́sico decrece, lo que
es bueno para aplicaciones en nanotecnologı́a; sin embargo, la figura 3
muestra que la reflectancia decrece conforme el valor de α aumenta.
De esta forma, es conveniente tomar valores de α que permitan el
crecimiento de una multicapa con el menor espesor posible pero a
la vez con una alta reflectividad. Asimismo, el tiempo de fabricación
de la multicapa se incrementa conforme el espesor de la estructura
es mayor, y entre más gruesa sea la estructura, es más frágil [27].
Por lo tanto, se seleccionó cualitativamente el valor de α = 1.3 como
la mejor opción para la fabricación de una muestra omnidireccional
de SP con el menor espesor posible, menor tiempo de fabricación,
buena estabilidad mecánica y una alta reflectancia omnidireccional en
el rango visible.
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Fig. 3 Gráfico de contorno para la respuesta reflectiva de la multicapa dieléctrica, como función
de la longitud de onda y el valor de α . Las simulaciones corresponden a los ángulos de incidencia
de (a) 0, (b) 45 y (c) de 85◦, respectivamente. La figura (d) muestra un acercamiento (zoom) de una
pequeña sección de la imagen (c), dentro del rango visible. La escala de colores en las imágenes
(a), (b) y (c) indican el porcentaje de reflectividad desde 0 (negro) hasta 100% (amarillo), mientras
que la imagen (d) indica otra escala desde 99 (negro) hasta 100% (amarillo). Las zonas blancas en
(d) corresponden a datos con valores fuera de rango de su respectiva escala.

Fig. 4 Gráfico del espesor fı́sico como función del valor de α para la estructura estudiada. La lı́nea
vertical discontinua muestra el valor de α seleccionado.

La figura 5 muestra la simulación para la curva de contorno de los
modos electromagnéticos transversales eléctrico (TE ó s, figura 5(a))
y magnético (TM ó p, figura 5(b)), como función del ángulo de inci-
dencia y la longitud de onda. Conforme el ángulo de incidencia se in-
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crementa, la banda fotónica decrece, como ha sido reportado en [28].
En la figura 5(b) se puede observar que el modo EM p tiene la menor
BFO comparado con el modo s (figura 5(a)), en concordancia con
reportes anteriores [20]. Las simulaciones muestran una reflectancia
prácticamente al 100% para cualquier ángulo de incidencia entre 0 y
90◦ abarcando toda la región del espectro visible y un poco más (desde
los 360 hasta los 900 nm).

Fig. 5 Gráfico de contorno para el espectro de reflectancia como función del ángulo de incidencia
y la longitud de onda. Las figuras (a) y (b) muestran los modos EM s y p, respectivamente.

Después de realizar las simulaciones para la reflectancia del espejo
omnidireccional, se procedió a la fabricación de la muestra como se
describió la sección de fabricación. En la figura 6 se muestra el es-
pectro de reflectancia medido para los ángulos de incidencia de 8 y
68◦. Se puede observar un decremento en el espectro de reflectancia
acompañado de un corrimiento hacia el azul, conforme se incrementa
el ángulo de incidencia, justo como fue predicho teóricamente en la
figura 5 para ambos modos EM. A pesar del corrimiento mencionado,
se midió una BFO dentro rango visible para 8 y 68◦ para las polariza-
ciones s y p, resultando en una banda omnidireccional de 409 nm de
ancha, desde 396 hasta 805 nm con más del 95% de reflectancia. En
la parte derecha de la figura 6 se muestra una secuencia fotográfica de
la muestra para los ángulos de incidencia de: 15, 25, 35, 45, 60, 70
y 85◦ (de arriba hacia abajo, respectivamente; medidas con respecto
a la normal de su superficie). Se puede observar una reflectancia tipo
metal del centro de la oblea para los distintos ángulos de visión, lo
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cual provee evidencia fı́sica de los espectros de reflectancia del espejo
mostrado en la parte izquierda, ası́ como evidencia para ángulos de
incidencia mayores. Para el rango visible, el espejo fabricado mostró
un incremento de la banda en un factor 4.4, 16.6 y 4.4 veces el repor-
tado en multicapas dieléctricas por Park et al., [14], Lin et al., [15]
y Depoura et al., [29] en otros sistemas, respectivamente. En com-
paración con el último espejo omnidireccional reportado y fabricado
en silicio poroso por Estevez et al., nuestras mediciones mostraron un
incremento de la banda omnidireccional de 19 veces [16].

Fig. 6 Medición experimental (+++) y simulación (- - -) del espectro de reflectancia, como función
de la longitud de onda para (a) 8◦ TM, (b) 8◦ TE, (c) 68◦ TM y (d) 68◦ TE. La banda gris muestra la
región omnidireccional (desde 396 hasta 805 nm), tomada por arriba del 95 % de reflectancia. Las
imágenes de la derecha muestran una secuencia fotográfica del espejo de SP fabricado, tomadas
para los ángulos de incidencia de 15, 25, 35, 45, 60, 70 y 85◦ medidos con respecto a la normal.

La oxidación de la muestra jugó un papel muy importante en la
obtención del espejo blanco, aumentando la reflectividad y dismin-
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Fig. 7 Parte real (nRe) e imaginaria (nIm) del ı́ndice de refracción como función de la longitud de
onda, simulados con la teorı́a de Bruggeman para el silicio poroso, con y sin oxidación parcial; los
paneles (a) y (b) corresponden a las porosidades de 51 y 76 %, respectivamente.

uyendo la absorción del espejo. En la figura 7 se muestran las curvas
de la parte real e imaginaria del ı́ndice de refracción del silicio poroso,
antes y después de tener una capa de óxido. Se utilizó la teorı́a del
medio efectivo para calcular los ı́ndices de refracción con las porosi-
dades de 51 y 76 %. En la figura 7(a) se puede observar que la parte
real del ı́ndice de refracción decrece a la vez que se hace más plana
y constante. Para la parte imaginaria, se observa una disminución de
aproximadamente el 30 % de la absorción que tenı́a antes de oxidarse.
Este comportamiento se ve más marcado en la figura 7(b), en donde
la parte real permanece casi constante y la parte imaginaria se reduce
más del 50 % de su valor inicial después de la oxidación. Esto se
debe a que el óxido de silicio genera una capa sobre la superficie del
poro disminuyendo la cantidad de Si y aumentando la cantidad de
SiOx. Por esta razón, la mezcla final de ı́ndices de refracción es el
resultado de un medio efectivo, cuyas propiedades corresponden a un
promedio de las propiedades de cada sustancia. En este sentido, el
ı́ndice de refracción final será una mezcla de los ı́ndices de refracción
del Si, el aire y el SiOx. Asimismo, el SiOx no absorbe como el Si
cristalino y por lo tanto disminuye significativamente la absorción en
la mezcla de medios dieléctricos. Por esta razón, el SP presenta una
reducción significativa en la absorción y un comportamiento semi-
constante para la parte real del ı́ndice de refracción. Esto implica que
las multicapas parcialmente oxidadas tienen la capacidad de incre-
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mentar su reflectancia en las zonas ultravioleta y azul, ensanchando la
banda omnidireccional, lo cual no se habı́a podido lograr previamente
para estas zonas. Por otro lado, el ancho de la banda omnidireccional
con multicapas de periodo variable, es mayor que el obtenido cuando
se superponen espejos de Bragg (demostrado en [17]), diseñados para
longitudes de onda cercanas como en el caso reportado por Xifré et
al., [18]. Esto se debe a que las multicapas de periodo variable per-
miten una interferencia constructuva cuasicontinua para un intervalo
omnidireccional de longitudes de onda. Además, se demostró que esta
variación está reforzada en las capas más delgadas, ya que el valor de
α es mayor que 1 y le corresponde una función creciente como poten-
cia. Esto es porque las longitudes de onda cercanas al azul, necesitan
una mayor cantidad de capas reflectivas que para longitudes de onda
cercanas al rojo, para generar el mismo ancho de banda fotónica.

Fig. 8 (a) Microscopı́a electrónica de barrido de la sección transversal del espejo omnidireccional
fabricado con espesor total de 55.8 µm. La figura (b) muestra un acercamiento de una sección de
3.3 µm la base del espejo.

La figura 8 muestra una imagen de microscopı́a electrónica de bar-
rido de la sección transversal de la muestra. Se observa una buena
concordancia entre el valor obtenido para el espesor total de la mues-
tra fabricada (55.8 µm) y el predicho teóricamente (55.0 µm). En el
panel 8(a) se puede ver un ligero estriado horizontal que corresponde
a cada una de las 501 capas que conforman la muestra. El panel 8(b)
muestra un acercamiento de la base del espejo. Esta imagen revela la
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estructura de las capas de alta y baja porosidad y la base de silicio
cristalino.

Se mostró la fabricación de un espejo omnidireccional dieléctrico
para la región completa del espectro visible, basado en una nanoestruc-
tura multicapa de silicio poroso. La estructura fotónica se diseño
usando un perfil refractivo de periodo variable, modulado con una
función envolvente especı́fica con la forma f (x) = Cxα . Se halló un
intervalo de 1.1 < α < 1.4 que genera una banda fotónica omnidi-
reccional con una alta reflectancia. Se seleccionó el valor de α = 1.3
como la mejor opción para la fabricación de una muestra. Las sim-
ulaciones la BFO mostraron una reflectancia cercana al 100% para
todo el rango visible, para los modos electromagnéticos TE y TM.
La estructura multicapa fue fabricada mostrando buena estabilidad
mecánica y una banda de reflectancia omnidireccional de 409 nm de
ancho (desde 396 hasta 805 nm). La reflectancia fue medida para los
ángulos de 8 y 68◦, por arriba del 95 % de reflectividad, en los dos
modos TE y TM. Se aplicó la teorı́a del medio efectivo para elucidar
la baja absorción del espejo multicapa en la zona ultravioleta-azul, de-
spués de haberse oxidado parcialmente. La estructura fabricada tiene
aplicaciones potenciales en la industria de los concentradores y cel-
das solares, como guı́a de ondas en telecomunicaciones y espejos para
láseres en el visible, con bajo costo y fácil fabricación.
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Appl. Phys. 97 064503

5. Wang X, Hu X, Li Y, Jia W, Xu C, Liu X, and Zi J 2002 Appl.
Phys. Lett. 80 4291



Espejos omnidireccionales basados en multicapas de silicio poroso 145

6. Bria D, Djafari-Rouhani B, El Boudouti E H, Mir A, Akjouj A,
and Nougaoui A 2002 J. Appl. Phys. 91 2569

7. Krumbholz N, Gerlach K, Rutz F, Koch M, Piesiewicz R, Kurner
T, and Mittleman D 2006 Appl. Phys. Lett. 88 202905

8. Kim S-H and Hwangbo C K 2002 Appl. Opt. 41 3187
9. Srivastava R, Shyam P, and Ojha S P 2008 PIER B 1 197

10. Xi J-Q, Ojha M, Cho W, Plawsky J L, Gill W N, Gessmann T, and
Schubert E F 2005 Opt. Lett. 30 1518

11. Awasthi S K, Malaviya U, and Ojha S P 2006 J. Opt. Soc. Am. B
23 2566

12. Kim J K, Gessmann T, Schubert E F, Xi J-Q, Luo H, Cho J, Sone
C, and Park Y 2006 Appl. Phys. Lett. 88 013501

13. Temelkuran B, Thomas E L, Joannopoulos J D, and Fink Y 2001
Opt. Lett. 26 1370

14. Park Y, Roh T-G, Cho C-O, Heonsu Jeon, Sung M G, and Woo J
C 2003 Appl. Phys. Lett. 82 2770

15. Lin W, Wang G P, and Zhang S 2005 J. Mod. Opt. 52 1155
16. Estevez J O, Arriaga J, Méndez Blas A, and Agarwal V 2008 Appl.

Phys. Lett. 93 191915
17. Bruyant A, Lérondel G, Reece P J, and Gal M 2003 Appl. Phys.

Lett. 82 3227
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Cristales fotónicos basados en silicio poroso:
Panorama actual
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Resumen

Porous-silicon-based photonic crystals. A current overview
A review of the periodic systems that have been fabricated using
porous silicon (PS), in one, two and three-dimensional systems is pre-
sented. Through electrochemical anodization of silicon, different one
dimensional structures have been obtained and shown to have various
technological applications, such as optical biosensors. Additionally,
such structures have been used to demonstrate some physical phe-
nomena such as Bloch oscillations and Zener tunneling for photons.
Two particular examples of such structures, based on PS with appli-
cations in optical biosensors, have been analyzed.

Resumen

Se presenta una revisión actualizada de los principales sistemas de
multicapas periódicas que se han fabricado usando silicio poroso (SP)
tanto en una, dos y tres dimensiones. La anodización electroquı́mica
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del silicio ha permitido la obtención de diversas estructuras en una
dimensión, las cuales han servido para diferentes aplicaciones tec-
nológicas, principalmente como biosensores ópticos, y para mostrar
algunos fenómenos de la fı́sica como es el caso de las oscilaciones de
Bloch y el tunelamiento Zener para fotones. Se presentan dos ejemp-
los de estructuras 1D basadas en SP que se han usado como biosen-
sores ópticos.

1 Introducción

Es bien sabido que los sólidos cristalinos que se caracterizan por pre-
sentar periodicidad atómica impiden la propagación de los electrones
con energı́as situadas en la llamada brecha de energı́a prohibida [1].
La existencia de dichas bandas de energı́a permitidas y brechas de
energı́a prohibidas determinan muchas de las propiedades de los ma-
teriales semiconductores [2]. Debido a la analogı́a que existe entre los
cristales semiconductores y los llamados cristales fotónicos (CF, arre-
glos periódicos de materiales dieléctricos), Yablonovitch propuso in-
hibir la propagación de la luz en materiales dieléctricos [3], mientras
que Sajeev John lo hizo al estudiar la localización fuerte de fotones
en superredes dieléctricas desordenadas [4]. En el CF, el “potencial”
periódico es debido a una red de medios dieléctricos macroscópicos
en lugar de átomos. Si las constantes dieléctricas de los materiales
en el cristal son muy diferentes y la absorción de la luz por el ma-
terial es mı́nima, entonces las dispersiones en las interfases pueden
producir muchos de los fenómenos para los fotones (modos de luz)
como el potencial atómico lo hace para los electrones. Una solución
al problema de manipulación y control óptico es por consiguiente un
cristal fotónico, un medio periódico dieléctrico con baja absorción.
En particular, podemos diseñar y construir CFs con bandas prohibidas
fotónicas impidiendo que la luz se propague en ciertas direcciones con
frecuencias especı́ficas. Los cristales fotónicos no solo pueden imitar
las propiedades de las guı́as de ondas y cavidades, sino que también
pueden ser escalables y aplicables a un amplio rango de frecuencias.
Podemos construir un CF de una geometrı́a dada con dimensiones
de milı́metros para control de microondas o con dimensiones de mi-
cras para el control en el infrarrojo. El cristal fotónico más simple
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es un espejo dieléctrico (arreglo de cuarto de onda) de capas alter-
nantes de diferentes materiales dieléctricos. La luz con longitud de
onda apropiada, cuando incide sobre tal material periódico, es com-
pletamente reflejada. La razón es que la onda de luz es dispersada
en las interfases de las capas y si el espaciamiento es el correcto, las
múltiples dispersiones de las ondas interfieren destructivamente den-
tro del material. Los CFs son materiales ópticos que poseen carac-
terı́sticas que no se encuentran en los materiales convencionales. Son
candidatos prometedores para realizar todas la funciones ópticas de
circuitos ópticos integrados o componentes de fibras ópticas. A dife-
rencia de los cristales naturales o cristales semiconductores, los CFs
son estructuras periódicas artificiales, aunque existen algunos ejem-
plos en la naturaleza [5, 6]. Este tipo de arreglos periódicos también
los encontramos en la naturaleza. Miles de años en la evolución de
algunas especies ha generado este tipo de estructuras en muchos sis-
temas vivos tales como insectos, mariposas, conchas de abulón y al-
gunas plantas. La figura (1) muestra algunas fotos con sus respec-
tivas imágenes TEM (Microscopı́a Elelectrónica de Trasmisión) de
CFs naturales, donde se mencionan algunos ejemplos que pueden ser
desarrollados en una área de la biologı́a llamada “biomimética” (ver
tabla 1). La mayorı́a de estas estructuras tienen arreglos periódicos en
dos dimensiones como se observa en las imágenes de TEM (figura 1) y
como se describe en la tabla 1. En años recientes surgió un gran interés
en el uso de cristales fotónicos como un nuevo material que puede
ser usado para el control de ondas electromagnéticas. Varias aplica-
ciones han sido propuestas y demostradas para CFs unidimensionales
(1D), bidimensionales (2D) y tridimensionales (3D) (ver figura 2). Por
ejemplo, la localización de la luz en sistemas con defectos fue inves-
tigada teórica y experimentalmente [7]. Un ejemplo del desarrollo ac-
tual de la tecnologı́a y la investigación en cristales fotónicos es la ob-
servación experimental de la densidad local de estados (DLDE) de los
modos de Bloch en un CF-2D, usando un microscopio óptico basado
en la catodoluminiscencia resuelta en el ángulo, donde junto con las
propiedades del CF, es posible resolver propiedades por debajo de los
30 nm (ver figura (3))[8]. La importancia de conocer la DLDE es vital,
debido a que es una cantidad fundamental en la interacción radiación-
materia, ya que provee una medición directa para la probabilidad de
la emisión espontánea y dispersión de la luz. De esta manera, cono-
ciendo LDOS en la nanoescala, muchas aplicaciones pueden surgir
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tales como iluminación, displays, manejo de la luz en celdas solares,
óptica cuántica y tecnologı́a de la información.

Fig. 1 Estructuras fotónicas en la naturaleza: (a) Color azul real de ala de una mariposa (M.
rhetenor). (b) Imagen de TEM de la sección transversal de la ala de mariposa (M. rhetenor). (c)
Imagen de TEM de la sección transversal de la especie M. didius. (d) Iridiscencia azul del helecho
tropical de los montes (del genero Selaginella). (e) Imagen de TEM de la sección transversal de
una hoja joven de la planta Diplazium Tomentosum. (f) Iridiscencia de la pluma de un pavo real
e (g) imagen de TEM de la misma. (h)-(i) Imagen gusano con arreglos estructurales que reflejan
la luz en la región visible, (j) Imagen de TEM de la sección transversal de una de sus púas. (k)
Imagen de SEM de la sección transversal de la concha de abulón tomada por nuestro grupo. (l)-(n)
Insecto que presenta una estructura fotónica tridimensional (tipo diamante). (o) Imagen de TEM
donde se muestra alguna dirección cristalina. Algunas de las Figuras fueron tomadas de [6, 9] y
otras adaptadas de la tesis de maestrı́a [10].

Para determinadas combinaciones de los materiales y determinadas
geometrı́as, es posible obtener regiones de frecuencia prohibida para
la propagación de las ondas electromagnéticas en una, dos y tres di-
mensiones, correspondientes a la periodicidad del CF (ver figura (2)).
Muchas de las propiedades de los CFs se deducen a partir de su es-
tructura de bandas, de la misma forma que en los semiconductores
se deduce para los electrones [11, 12, 13]. En los CFs, la variación
periódica de la constante dieléctrica, debido a la repetición periódica
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Micro estructura Mecanismos −→ Efecto óptico Materiales
óptica ópticos biomiméticos
Cristales Cristales fotónicos 2D Frecuencias prohibidas Iridiscencia Fibra de cristal-
fotónicos en alas de pájaros via bordes de la banda fotónico

Cristales fotónicos 2D Luz guiada via Extracción Superficie de cristal-
en alas de mariposas bordes de la banda de la luz fotónico en LED
Cristales fotónicos 3D Diferente orientación Bandas prohibidas Color estructural

de los dominios en fotónicas omnidireccional
cristales fotónicos 3D acumuladas

Table 1 Microestructuras en la naturaleza que exhiben efectos ópticos a través de mecanis-
mos electromagnéticos y sus correspondientes materiales ópticos biomiméticos. Adaptado de la
referencia[5].

de los materiales, es la que juega el papel equivalente al potencial
periódico de los semiconductores. En el caso de los cristales fotónicos
bidimensionales, la forma compleja de su estructura de bandas da ori-
gen a nuevos e interesantes fenómenos abriendo un campo conocido
como óptica cristalina fotónica. Esto ha permitido la fabricación de
superprismas y supercolimadores [14, 15]. Un prisma fabricado con
un CF es muy sensible a la variación tanto de la dirección de inciden-
cia como de la longitud de onda de la radiación electromagnética,
obteniéndose en algunos casos y al aplicar directamente la ley de
Snell, ı́ndices de refracción negativos [16, 17]. La propiedad más im-
portante de los cristales fotónicos es su banda prohibida fotónica, ya
que ésta impone fuertes condiciones sobre la propagación de la ra-
diación electromagnética dentro de la estructura. Este tipo de estruc-
turas presentan una alta reflectividad sobre un rango ancho de longi-
tudes de onda, si tanto los ı́ndices de refracción como los grosores de
las capas constituyentes se seleccionan adecuadamente.

Otras propiedades que presenta los cristales fotónicos son: el au-
mento local del campo, la dispersion anómala de la velocidad de
grupo, y la dispersion anómala en el ı́ndice de refracción. Se puede
construir una amplia variedad de CFs con diferentes materiales dieléctricos
[18]. De todos los materiales considerados en la fabricación de este
tipo de estructuras, el silicio es el que recientemente ha llamado la
atención de los investigadores debido a su potencialidad para utilizarlo
en diferentes aplicaciones [19]. Una variación periódica en los ı́ndices
de refracción se consigue mediante la variación periódica de capas de
silicio con diferente porosidad (silicio poroso) [20, 21, 22]. La porosi-
dad del silicio es una cantidad que puede controlarse con bastante
precisión durante el proceso de fabricación por ataque electroquı́mico
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Fig. 2 Esquema de CFs en una, dos y tres dimensiones. Los colores diferentes representan mate-
riales con diferente constante dieléctrica. Una de las propiedades de un CF es la periodicidad del
material a lo largo de uno o más ejes. Figuras tomadas de [18].

[?, 24] permitiendo obtener un amplio rango de ı́ndices de refracción
(aproximadamente de 1.2 a 2.8). Seleccionando apropiadamente los
parámetros, es posible fabricar estructuras fotónicas basadas en SP
para formar CFs con periodicidad dieléctrica en una dimensión (1D),
dos dimensiones (2D), y tres dimensiones (3D) (ver figuras (4)-(6)),
donde los grosores finales de las estructuras y la localización de las
bandas prohibidas fotónicas, pueden ser sintonizadas en diferentes re-
giones del espectro electromagnético.

2 Cristales fotónicos fabricados con SP

Cristales fotónicos 1D: Las superredes fotónicas 1D basadas en SP
han permitido la demostración de interesantes fenómenos ópticos
análogos al caso electrónico tales como, oscilaciones de Bloch, tunelamiento
Zener, localización de Anderson y switch ópticos, etc [25, 26, 27, 28,
29, 30]. Por otra parte, se han fabricado sistemas periódicos [31]-[52],
cuasiperiódicos, y aperiódicos [53, 54, 55]. Efectos interesantes tales
como refracción negativa han sido reportados cuando se considera luz
que se propaga cerca de los bordes de la banda prohibida en multica-
pas de SP [56, 57].

Cristales fotónicos 2D: Por otro lado, la fabricación de estructuras
basadas en SP con una banda prohibida fotónica en 2D requieren de
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Fig. 3 (a) Esquema del arreglo experimental para medir la DLDE: un haz de electrones excita
localmente el cristal fotónico 2D y la luz emitida es colectada por un espejo parabólico colocado
por arriba de la muestra la cual es enviada a un espectrómetro o a un cámara CCD (charge-coupled
device). El escaneo del haz de electrones permite un mapeo espacial por debajo de longitudes de
ondas más profundas de la DLDE. (b) Medición del espectro de resonancia de la cavidad medido
en el centro de la cavidad normalizado con el espectro de una membrana estructurada. Los modos
de la cavidad exhiben un incremento de la DLDE de un factor de 2 a la resonancia localizada.
(c)-(d) Mapas medidos de la de una cavidad de cristal fotónico L3 (periodo de la red a=330 nm,
diámetro de los agujeros d=230 nm) a la frecuencia de los dos modos de la cavidad, 649 y 681 nm,
respectivamente. Figuras adaptadas de [8].

Fig. 4 Estructuras 1D basadas en SP: Espejos reflejantes (recuadro azul). Espejos omnidirec-
cionales con perfil Gaussiano (recuadro en verde). Filtros rugate (recuadro en rojo). Estructura
determinista-aperiódica secuencia 1-s (recuadro en negro). Adaptado de la referencias [58, 45, 55].

una pre-estructuración de la superficie de silicio antes de realizar el
crecimiento por anodización electroquı́mica. Por ejemplo, se debe de
usar litografı́a por interferometrı́a para definir las redes periódicas
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(cuadradas o triangulares) donde ocurrirá la formación de los poros
sobre la superficie del silicio dopado moderadamente. Las estructuras
2D también pueden ser obtenidas usando una variación del potencial
sobre el lado opuesto de la muestra durante la formación del las mul-
ticapas. Esta técnica permite una fabricación de filtros distribuidos
espacialmente sobre escalas de tamaño milimétrico [59]-[72].

Fig. 5 Estructuras 2D basadas en SP: Guı́a de onda que opera en la region del IR (recuadro en azul),
adaptado de referencia [68]. Arreglo periódico de agujas (recuadro rojo), adaptado de referencia
[63]. guı́as de onda con defecto puntual (recuadro en negro). Adaptado de la referencia [72].

Cristales fotónicos 3D: Por último, para fabricar estructuras con
una banda prohibida completa en 3D son necesarios materiales con
constantes dieléctricas altas en la región visible. Los CFs en 3D son
más complicados de fabricar, aunque ya han sido fabricadas diferentes
estructuras usando una combinación de diferentes técnicas. También,
diferentes sistemas 3D con defectos han sido realizados para la incor-
poración de materiales con funcionalidades avanzadas [73]-[80].

En resumen, los CFs 1D, 2D y 3D presentan varias propiedades
ópticas no disponibles en el silicio cristalino y que ya han encontrado
muchas aplicaciones tales como espejos de Bragg, microcavidades
ópticas de Fabry-Perot, filtros rugate, multicapas corrugadas, y mu-
chos otros dispositivos que son usados particularmente en varios tipos
de procesamiento óptico y biosensado. Diferentes aplicaciones muy
prometedoras tales como espejos altamente reflejantes para sistemas
de concentración solar, reflectores dieléctricos para detectores de im-
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Fig. 6 Estructuras 3D basadas en SP: Guı́a de onda (recuadro azul), adaptado de referencia [78].
Estructura con banda prohibida en las tres direcciones (recuadro en rojo), adaptado de referencia
[79].

agen en IR, dispositivos de generación del segundo y tercer armónico,
birrefringencia alta, compositos basados en cristales fotónicos de sili-
cio, dispositivos fotónicos para producir frecuencias moduladas en los
terahertz, switches ópticos basados en la condensación capilar, y es-
tructuras con defectos en sistemas 1D, 2D y 3D para la incorporación
de materiales con funcionalidades avanzadas que ya han sido real-
izadas, ampliando el rango de aplicaciones para la tecnologı́a basada
en silicio.

2.1 Estructuras con banda prohibida fotónica a base de SP

En el sentido estricto, un CF-1D es un sistema periódico a lo largo
de una cierta dirección e infinitamente extenso en las dos direcciones
perpendiculares. Ası́ por ejemplo un CF-1D puede ser un arreglo
periódico de capas de cuarto de onda (λ /4), conocidos durante muchas
décadas como espejos dieléctricos o reflectores de Bragg. Su gen-
eralización, es decir, arreglos que no son completamente periódicos
“chirped mirrors” [?], son espejos comercialmente disponibles para
aplicaciones en cavidades laser [82]. Un defecto en el arreglo de
cuarto de onda conduce al filtro óptico de Fabry-Perot, el cual es
también un producto comercial fácilmente disponible. Los espejos de
Bragg (en los extremos de la capa activa), en la microcavidad actúan
como un confinador de fotones 1D de la luz emitida espontáneamente
de la capa activa central. Es en esta capa donde el acoplamiento de las
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transiciones excitónicas con los modos fotónicos deberı́an ser modifi-
cados (inhibidos o mejorados). El espectro de reflectancia de una mi-
crocavidad con un espesor óptico de la capa activa de media longitud
de onda es caracterizado por una caı́da resonante en el ancho de banda.
La longitud de onda de resonancia es determinada por λc = mncd,
donde m es el orden de la resonancia, nc el ı́ndice de refracción de la
capa activa y d el espesor. El factor de calidad Q en una microcavi-
dad, definido por Q = λ0/∆λ , donde λ0 es la longitud de onda del
pico resonante y ∆λ el ancho de la resonancia a la mitad del punto
máximo (FWHM por sus siglas en inglés), se usa para evaluar la efi-
ciencia de la luz confinada dentro de una estructura de este tipo. El
factor Q se incrementa cuando el número de periodos en los espejos
de Bragg se incrementa y también cuando el contraste de ı́ndices de
refracción entre las capas aumenta.

Como ya se ha mencionado anteriormente, un sistema con de-
fecto de capa es ampliamente usado para aplicaciones como biosen-
sor. Además de esto, se puede generar un sistema de microcavi-
ades acopladas, el cual consiste de multiples microcavidades que
son superpuestas periódicamente, dando como resultado la aparición
de múltiples minibandas permitidas dentro de una banda prohibida
extensa. Cuando en una estructura de microcavidades acopladas se
rompe la simetrı́a traslacional, fenómenos tales como oscilaciones de
Bloch y tunelamiento Zener pueden ser observados [25].

2.2 Monocapas y multicapas 1D basadas en SP

La posibilidad de formar estructuras con monocapas o multicapas
a base de silicio poroso mediante el método de anodización elec-
troquı́mica es relativamente simple. Para la formación de diferentes
capas la influencia de los parámetros de ataque son cruciales, ya que
si requerimos de una capa porosa con un determinado tamaño prome-
dio del poro debemos usar una determinada resistividad y un determi-
nado tipo de obleas, ası́ como también una concentración especı́fica de
ácido fluorhı́drico (HF). Existen básicamente dos tipos de multicapas
de SP [83]. En el primer tipo de multicapas, la densidad de corriente
se cambia durante la anodización; mientras que en el segundo tipo, el
cambio en la porosidad es determinado cambiando el nivel de dopaje
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de la oblea. El segundo tipo produce interfases afiladas [84]; por esta
razón, el primer tipo de multicapas es el más común. Al cambiar la
densidad de corriente en el proceso de anodización es posible variar
la porosidad y por consiguiente el ı́ndice de refracción. La figura (7)
muestra una representación de estructuras de monocapa y multicapas
de SP obtenidas al modificar las densidades de corriente y los tiempos
de ataque en el proceso electroquı́mico.

Fig. 7 Imágenes de microscopı́a electrónica de barrido (SEM) de la sección transversal de estruc-
turas de monocapa y multicapas de SP. Los tiempos de anodización (t1,t2) y las magnitudes de las
densidades de corriente (j1,j2) aplicadas en el proceso electroquı́mico corresponden directamente
a los espesores y porosidades de las capas de SP que se crecen [83].

En la figura (4) se muestra un ejemplo de los diferentes sistemas
que pueden ser fabricados con un número variado de capas en una di-
mensión. En particular se observa la imagen de HRSEM (recuadro en
verde) de un sistema que presenta un perfil gaussiano en los ı́ndices
de refracción y que presentan un rango de omnidireccionalidad en
el IR [58]. Además de esto, una secuencia que siguen los ı́ndices de
refracción de acuerdo a una regla matemática que denominamos se-
cuencia determinista-aperiódica ”secuencia 1-s” (recuadro en negro)
presenta una respuesta óptica autosimilar [55]. Ambas estructuras han
sido fabricadas en nuestro grupo.

2.3 Aplicaciones de estructuras 1D basadas en SP

Como ya se ha resaltado, debido a la versatilidad natural que pre-
senta el SP con propiedades únicas e interesantes, hacen de éste un
material con un gran potencial en diferentes áreas de aplicación. Por
ejemplo, las aplicaciones en optoelectrónica y óptica se basan en la
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adaptación y manipulación de las propiedades ópticas del SP tales
como el ı́ndice de refracción. En el caso de las microcavidades, como
ya se mencionó anteriormente, es posible infiltrar materiales tales
como cristales lı́quidos para aplicaciones en interconectores ópticos.
También se pueden aprovechar los fenómenos de fotoluminiscencia
y electroluminiscencia asociados al SP en la fabricación de LEDs,
celdas solares, entre otros. Además, como el SP presenta una gran
área superficial especı́fica de la capa porosa, se permiten aplicaciones
en el sensado quı́mico y biológico (debido a que el SP es compati-
ble biológicamente). También puede ser explotado en un futuro para
catálisis quı́mica. En la tabla 1.2 se muestran de forma simplificada al-
gunas de las diversas áreas de investigación y de aplicación del SP. En
la siguiente sección se muestran a manera de ejemplo dos estructuras
de multicapas que han sido usadas para aplicaciones en el sensado de
muléculas biológicas.

Fig. 8 Estructuras de multicapas de SP fabricadas en nuestro laboratorio.

2.4 Ejemplos de multicapas basadas en SP

Estructuras Doblemente-periódicas DP:
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Propiedad Aplicaciones principales
Luminiscencia Optoelectrónica (LEDs, marcadores)

Dependencia porosidad-ı́ndice de refracción Fotónica (guı́as de onda, filtros, espejos,
microcavidades, procesamiento óptico)

Cargado de compuestos y enlaces/adsorción de moléculas Interruptor óptico y sensado;
dentro de los poros; área y volumen extensos de los poros liberación de drogas; explosivos

Propiedades ópticas no lineales, anisotropı́a Interruptor óptico; birrefringencia;
generación de armónicos

Conductividad térmica extremadamente baja Sonido/emisión ultrasónica; actuadores;
sensado de presión; transmisión digital

Biocompatibilidad Liberación de drogas,
dispositivos implantables

Tabla 1.2: Aplicaciones potenciales del SP.

La idea de las estructuras doblemente periódicas se ha analizado
teóricamente y ha sido explorada experimentalmente en muchos sis-
temas diferentes [85, 86, 43]. Recientemente, las estructuras DP se
han fabricado usando multicapas de SP [43]. En resumen, una estruc-
tura DP (ver figura 9) está compuesta de dos subestructuras A y B,
repetidas alternadamente para obtener la secuencia AnBmAnBm...AnBm =
(AnBm)

N . Las subestructuras An y Bm están a su vez formadas por
dos unidades periódicas diferentes, a y b respectivamente, donde los
subı́ndices n y m son el número de periodos a y b en las subestructuras
A y B. Ambas subestructuras (a y b) consisten de un par de capas
con ı́ndices de refracción alto y bajo. El espesor de la capa a doble
es da = d1 + d2, donde d1 y d2 son los espesores para las capas con
ı́ndice de refracción alto (n1) y bajo (n2) respectivamente. De forma
similar, la capa b doble tiene el espesor db = d3 + d4, donde d3 y d4
son los espesores para las capas de alto y bajo ı́ndice. En particular,
en este trabajo se usó la secuencia A3B6A3B6A3B6A3B6A3B6=(A3B6)

5

diseñada para la región infrarroja. Si la estructura B(A) es consider-
ada como la capa de defecto los intervalos de frecuencia donde las
resonancias de transmisión aparecen se pueden reducir (incrementar)
al incrementar (reducir) el número de periodos a(b) en la subestruc-
tura A(B). Cuando estructuras AnBm idénticas se acoplan entonces se
producen modos de repulsión degenerados. Cada resonancia óptica
degenerada se desdobla en una minibanda fotónica [85, 43]. Debido
a la periodicidad de la estructura, las minibandas fotónicas están sep-
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aradas por bandas prohibidas fotónicas en las cuales la propagación
está prohibida. Además cuando N > 1, hay N− 1 capas de defecto,
por lo tanto hay N−1 modos resonantes y N−1 picos de transmisión
aparecerán en el espectro. Ajustando los parámetros estructurales es
posible sintonizar el número, la frecuencia y el ancho medio de los
picos de los modos resonantes abriendo la posibilidad de fabricar fil-
tros ópticos basados en multicapas de silicio poroso. Tales estructuras
fotónicas DP presentan aplicaciones prometedoras en los campos de la
optoelectrónica, comunicaciones ópticas y biosensores ópticos [40].

Fig. 9 Representación esquemática de una estructura doblemente periódica 1D, donde n y m rep-
resentan el número de periodos de a y b en las subestructuras A y B respectivamente; n1 y n2 son
los ı́ndices de refracción alto y bajo de las capas dieléctricas alternadas en a y b; el espesor de las
capas es d1 y d2 para a y d3 y d4 para b.

Propagación de la luz en estructuras DP
Como ejemplo, en la figura (10) se muestra la distribución de la

intensidad del campo eléctrico dentro de una estructura DP como
función de la energı́a. La gráfica muestra el mapa de estados dis-
persivos, para una secuencia DP (A3B6)

N , donde N=1,2,3,4. El mapa
de estados dispersivos se obtiene mediante un procedimiento basado
en las matrices de transferencia, el cual se explica con detalle en el
capı́tulo anterior. El mapa de estados dispersivos para una estruc-
tura (A3B6)

N muestra N−1 modos resonantes, los cuales se observan
claramente localizados sobre toda la estructura, desde la primera capa
hasta la última, y aparecen separados por bandas prohibidas (mini
band-gaps, ver figura (10)). Todas las propiedades ópticas simuladas
en este trabajo, tales como la reflectancia, distribución de la intensi-
dad del campo eléctrico y propagación de un pulso gaussiano a través



Cristales fotónicos basados en silicio poroso: Panorama actual 161

de la estructura periódica, se han obtenido mediante el método de la
matriz de transferencia [].
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Fig. 10 Distribución de la intensidad del campo eléctrico dentro de las estructuras para el caso
cuando no hay gradiente aplicado, esto es, para △d = 0% (situación de minibandas planas). (a)
estructura (A3B6)

1. (b) (A3B6)
2, (c) (A3B6)

3 y (d) (A3B6)
4, respectivamente.

Por ejemplo, para el caso de la estructura (A3B6)
3, el desdoblamiento

de las frecuencias de resonancia de los dos ”defectos de capa” acopla-
dos son visibles en el mapa de estados dispersivos, donde también se
observan ambas polarizaciones (s,p) para un ángulo de incidencia de
la luz de 20o como se muestra en la figura (11)(a). También se puede
ver que los estados resonantes aparecen separados por minigaps. La
contraparte dinámica de la figura (11) es un tunelamiento resonante
del fotón, el cual oscila entre los dos defectos de capa (microcavi-
dades). Si un paquete de onda corto de luz incide por izquierda a la
interfase, entonces, este se tunelará dentro de la estructura de multica-
pas, la intensidad en el primer defecto crecerá y comenzará a oscilar
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entre los dos sitios de los defectos por tunelamiento resonante (ver
figura (11)(b)).
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Fig. 11 (a) Distribución de la intensidad del campo eléctrico dentro de la estructura (A3B6)
3

para △d = 0% (situación de minibandas planas) a 20 de incidencia de la luz. (b) Simulación de
la respuesta resuelta en el tiempo de un pulso gaussiano (de 30 nm de ancho de pulso) que incide
sobre la estructura. El paquete de ondas entra desde la izquierda en el tiempo igual a cero y entonces
oscila por tunelamiento resonante entre las dos cavidades.

Heteroestructuras hı́bridas:
Las multicapas de SP para aplicaciones como biosensores han lla-

mado mucho la atención principalmente a que el área superficial es-
pecı́fica de las capas de SP es muy alta dependiendo de las condi-
ciones de crecimiento y cuando se combina esto a las propiedades
ópticas que surgen cuando se diseña una determinada multicapa, re-
sulta en una alta sensibilidad para detectar moléculas. Recientemente,
nuestro grupo, desarrolló una heteroestructura hı́brida (HH), la cual
se forma al acoplar una estructura cuasiperiódica (en este caso un ar-
reglo de multicapas que sigue una secuencia tipo Fibonacci [88]) en-
tre dos estructuras periódicas (espejos de Bragg) (ver figura (12))[89].
La secuencia es (DBR)N − (FN)M− (DBR)N . Los espejos de Bragg
se forman al alternar dos capas (A y B) de diferente ı́ndice de re-
fracción y repetirlas periódicamente. La secuencia de Fibonacci se
genera a partir de la regla de recursión FM = FM−1 + FM−2, donde
M representa el orden de la secuencia (M = 2,3,4, ...). Las estruc-
turas dieléctricas multicapas que siguen una secuencia matemática de
Fibonacci de cualquier orden se pueden generar definiendo F0 = C
y F1 = CD, donde C y D son dos capas diferentes. Por ejemplo
F2 = CDC, F3 = CDCCD, F4 = CDCCDCDC, etc. Las HHs pre-
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sentan modos de transmisión fuertemente localizados en función de
los parámetros de disen̄o y pueden ser localizados sobre un amplio
rango de frecuencias. El fuerte confinamiento de los campos electro-
magnéticos dentro de la HHs es una ventaja que presentan este tipo de
cristales fotónicos debido a que son altamente dependientes del ı́ndice
de refracción y el espesor de cada capa que los constituye. Cualquier
cambio en estos parámetros se refleja como un cambio en la respuesta
óptica. De esta forma es posible lograr un desplazamiento de los mo-
dos localizados cuando se induce un ligero cambio en el ı́ndice de
refracción de alguna capa o de la estructura completa el cual puede
ser provocado por la oxidación de la estructura o al introducir alguna
sustancia dentro de los poros. Esta caracterı́stica puede ser explotada
especialmente para aplicaciones en el área de biosensado.

λ/2λ/2

(DBR)
4

(DBR)
4

(FN)
4

Fig. 12 Esquema de la Heteroestructura. Los colores de las capas representan ı́ndices de refracción
diferentes.

Para llevar a cabo este trabajo se disen̄ó una HH en la región in-
frarroja del espectro electromagnético. Las HHs se fabricaron usando
una solución electrolı́tica de HF (40%) y etanol (99.98%) en razón
volumétrica 1:1. Los parámetros que se consideraron para los espejos
de Bragg los cuales están conformados por 4 periodos de capas A y
B fueron: dA = 178.5 nm, y dB = 100 nm, con ı́ndices de refracción
de 1.4 y 2.5 respectivamente. Cabe mencionar que tanto para la es-
tructura periódica como para la cuasiperiódica, el espesor óptico (nd),
es igual a λ/4. Para las capas C y D que forman la subestructura de
Fibonacci los espesores fueron dC = 156.25 nm y dD = 113.64 nm
con ı́ndices de refracción de 1.6 y 2.2 respectivamente. Considerando
la condición de λ/4, los parámetros anteriormente citados correspon-
den a estructuras disen̄adas en una longitud de onda de 1µm. Para
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determinar la sensibilidad de las HHS como biosensores se usó la
molécula 5-6 Carboxyfluorescein N-hydroxysuccinimide ester (FSE),
la cual es una molécula fluorescente comunmente utilizada como mar-
cador biológico. Para inmovilizar esta molécula es necesaria la pre-
via infiltración de un silano, en este caso 3-aminopropyltrietoxysilane
(APT ES), la cual es una molécula ligante que permite formar en-
laces covalentes con moléculas que contengan grupos funcionales
tipo amino. Previo a la infiltración de APT ES se llevó a cabo un
tratamiento térmico a 800◦C durante 3 min bajo un flujo de oxı́geno,
el cual permite estabilizar la muestra para evitar cambios de la re-
spuesta óptica debido al contacto con el ambiente, a demás de que las
terminaciones Si−Ox proveen el carácter necesario para la adhesión
del APT ES a la superficie porosa. La silanización con APTES se llevó
a cabo incubando las HHS durante 1.5 horas en una solución al 5%
de APT ES en tolueno, posteriormente se lavaron con el solvente y se
secaron bajo un flujo de N2. Finalmente las muestras se sometieron a
un tratamiento térmico a 110◦C durante 15 min. La inmovilización de
FSE se realizó incubando las HHs en una solución 10mM de FSE
en solución buffer (PO4bu f f er) durante 2 horas; transcurrido este
tiempo las muestras se lavaron con solución buffer y finalmente se
secaron bajo un flujo de N2.

La figura (13) muestra los espectros de reflectancia después de cada
paso de la inmovilización de las moléculas. Como se puede obser-
var, la HH fabricada con los parámetros anteriormente mencionados
presenta dos resonancias localizadas en 1021.1 y 1132.6 nm respec-
tivamente. El proceso de oxidación induce un desplazamiento de las
resonancias a longitudes de onda menores debido a que el ı́ndice de
refracción efectivo disminuye al oxidarse la muestra localizándose
ahora las resonancias en 893.2 y 987.2 nm respectivamente. La infil-
tración de moléculas como el APT ES y la FSE provocan desplaza-
mientos hacia longitudes de onda mayores ya que el ı́ndice de re-
fracción de estas moléculas es mayor al del aire, y por tanto desplazan
parte de éste al ser inmovilizadas dentro de la HH. Las posiciones es-
pectrales de ambas resonancias fueron 950.1 y 1051.9 nm y 965.8 y
1073.4 nm respectivamente.

La sensibilidad de las muestras se evaluó a partir del parámetro
∆λ/∆n; considerando la resonancia de mayor energı́a. El cambio de
ı́ndice de refracción se estimó por una simulación teórica usando el
formalismo de la matriz de transferencia del cual se obtuvo el cam-
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bio de ı́ndice para cada capa porosa y se evaluó en su conjunto siendo
éste igual a 0.036. Por lo tanto la sensibilidad de la HH ante la inmov-
ilización de FSE se estimó en 597 nm.
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Fig. 13 Espectros de reflectancia medidos de la estructura HH para las diferentes etapas.

3 Conclusiones

En conclusión, diferentes cristales fotónicos basados en SP, con una
gran calidad óptica, se han fabricado en los últimas dos décadas y se
ha encontrado que exhiben diversas propiedades ópticas, las cuales
se ven reflejadas en muchas aplicaciones, tales como espejos de
Bragg, espejos omnidireccionales, microcavidades tipo Fabry-Pérot,
microcavidades acopladas, filtros rugate, multicapas corrugadas, en-
tre muchos otros dispositivos que han sido usados en varios tipos
de procesamiento óptico y biosensado. Diversas aplicaciones tales
como espejos secundarios para sistemas de concentración solar, espe-
jos dieléctricos para detectores de imagen en infrarrojo, dispositivos
generadores del segundo y tercer harmónico, birrefringencia amplia,
dispositivos ópticos para la modulación de la radiación terahertz, in-
terruptores ópticos activados por la condensación capilar de un gas, y
estructuras con defectos para la incorporación de materiales con fun-
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cionalidades avanzadas se han realizado, abriendo el rango de aplica-
ciones basadas en la tecnologı́a del silicio.
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Propiedades ópticas lineales y no lineales en
pozos δ -dopados dobles tipo n en GaAs

K. A. Rodrı́guez-Magdaleno1, J. G. Rojas-Briseño1, J. C.
Martı́nez-Orozco1, I. Rodrı́guez-Vargas1, C. A. Duque2.

Resumen

En este trabajo se realiza el estudio de las propiedades electrónicas
de sistemas δ -dopados dobles tipo n en una matriz de GaAs, ası́ como
también el estudio de algunas propiedades ópticas del sistema, en par-
ticular, se calcula el coeficiente de absorción óptica y el cambio rela-
tivo del ı́ndice de refracción asociados con la transición fundamental
E10. En este trabajo, proponemos el potencial del sistema de estu-
dio como la suma analı́tica del potencial de dos pozos cuánticos δ -
dopados simples. La validez de este modelo se verificó al comparar
nuestros resultados con un cálculo autoconsistente reportado en la lit-
eratura, encontrando excelente acuerdo en el valor de la transición
fundamental cuando la distancia de separación entre pozos es del or-
den o mayor al radio de Bohr (10 nm en este caso) de las impurezas en
el material. Al variar los parámetros del sistema se pueden proponer
valores para los cuales se maximizan tanto el valor del coeficiente
de absorción, ası́ como el cambio relativo del ı́ndice de refracción,
además de determinar la importancia de las correcciones de tercer or-
den en ambas propiedades. Nosotros reportamos que es posible el sin-
tonizar la energı́a de resonancia para el coeficiente de absorción y del
nodo del cambio relativo del ı́ndice de refracción, los cuales están en
el rango del infrarrojo lejano.

1Unidad Académica de Fı́sica, Universidad Autónoma de Zacatecas, Calzada Solidaridad esquina
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rales, Universidad de Antioquia UdeA; Calle 70 No. 52-21, Medellı́n, Colombia
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Linear and nonlinear optical properties for a double n-
type δ -doped GaAs systems

Abstract

In this work we perform the electronic properties study of double n-
type δ -doped systems in a matrix GaAs as well as the study of certain
optical properties of the system, in particular we calculated, the op-
tical absorption coefficient and the relative refractive index change,
associated with the fundamental transition. In this paper, we propose
the potential of the system as the analytical sum of the potential of
two single δ -doped quantum wells, the validity of this simple model
was verified by comparing our results with a self-consistent calcula-
tion already reported in the literature, finding excellent agreement in
the main energy transition when the distance between wells is of the
order or greater than the Bohr radius (10 nm in this case) of the impu-
rities in the material. By varying the parameters of the system we can
propose some values for which the absorption coefficient and the rela-
tive refractive index change are maximized, in addition to determining
the importance of third-order corrections in both properties. We report
that it is possible to tune the resonant energy for the absorption coef-
ficient and the node of the relative refractive index change, which are
in the far-infrared range.

1 Introducción

El perfil de impurezas δ -dopado fue propuesto hace ya más de treinta
años por Wood et al. [1] y consiste en la incorporación de una alta
concentración de impurezas en una sola capa atómica de un ma-
terial semiconductor, tı́picamente del orden de 1012 - 1013 cm−2.
Este tipo de perfil de impurezas es posible gracias a técnicas exper-
imentales como la Epitaxia de Haces Moleculares (MBE, por sus si-
glas en inglés) o la Deposición Quı́mica de Vapores Metalorgánicos
(MOCVD, también por sus siglas en inglés). En este trabajo en par-
ticular estamos interesados en las impurezas tipo n en una matriz de
Arseniuro de Galio.



Coeficiente de absorción en pozos δ -dopados. 175

El dopamiento tipo δ surge por la necesidad de tener perfiles dopa-
dos bien definidos y angostos en materiales semiconductores. El poder
controlar y crear este tipo de estructuras, se debe al desarrollo de las
técnicas experimentales antes mencionadas, la habilidad que tienen
estas técnicas, es el controlar la distribución de las impurezas dopantes
en la estructura con precisión atómica. El comportamiento de las im-
purezas dopantes ha motivado mucho a la investigación de las capas
δ -dopadas con interés principal en sus propiedades tanto electrónicas
como ópticas. De hecho, en el presente trabajo reportamos no sólo
la estructura electrónica de sistemas δ -dopados de impurezas sino
también algunas propiedades ópticas, tales como el coeficiente de ab-
sorción óptica y el cambio relativo del ı́ndice de refracción. Calcu-
lamos estas propiedades para pozos δ -dopados dobles de impurezas
tipo n , en general, los pozos dobles son asimétricos y obtenemos tanto
su estructura electrónica como sus propiedades ópticas, estudiamos
también cual es el efecto de un campo eléctrico externo aplicado so-
bre los sistemas de estudio. Todos estos cálculos se hacen trabajando
en la aproximación de masa efectiva.

La primer referencia, hasta el conocimiento de estos autores, de
este tipo de sistemas es en 1979 cuando Bass [2] construyó el primer
pozo δ -dopado por medio de la Deposición Quı́mica de Vapores Met-
alorgánicos (MOCVD) al crecer una capa dopada extremadamente an-
gosta de impurezas tipo n, tanto con Silicio (Si) como con Germanio
(Ge) en la interface de la capa epitaxial del sustrato de Arseniuro de
Galio (GaAs), posteriormente en 1980 Wood et al. lograron producir
un perfil de dopado hiperabrupto y algunas heteroestructuras en GaAs
dopado con Ge a través de la MBE [1]. El dopado hiperabrupto o
dopamiento deltaico, consiste en la interrupción del crecimiento epi-
taxial para la deposición de los átomos dopantes, bajando la temper-
atura y evitando la difusión de impurezas para continuar con el crec-
imiento epitaxial de la muestra.

Si sustituimos un átomo del material semiconductor base por otro
que tenga un electrón de valencia de más, entonces estamos colo-
cando una impureza donadora o tipo n, por ejemplo Fósforo (P) en
Silicio (Si). Si se sustituye un átomo del material semicondutor base
por uno que tenga un electrón de valencia menos, entonces estamos in-
troduciendo una impureza tipo p o aceptora, por ejemplo Boro (B) en
Si. En este trabajo, estamos interesados en el dopado tipo n del GaAs,
tı́picamente si sustituimos un átomo de Ga por uno de Si en una ma-
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triz de GaAs tendremos una impureza donadora1, como se muestra en
la figura 1 a). Con fines ilustrativos, aprovechando la naturaleza an-
fotérica del Si en GaAs2, si sustituimos un átomo de As por uno de Si
en el Arseniuro de Galio tendremos una impureza aceptora como se
muestra en la figura 1 b).

Fig. 1 Representación esquemática bidimensional de una matriz de Arseniuro de Galio. a) Dopaje
tipo n (SiGa) y b) Dopaje tipo p (SiAs).

El objetivo de introducir impurezas en un material semiconductor
es el de modular el potencial debido al campo electrostático que pro-
ducen e introducir portadores a la estructura. El ejemplo más cono-
cido de este hecho es un pozo cuántico rectangular basado en la het-
eroestructura AlxGa1−xAs/GaAs/AlxGa1−xAs donde x representa el
porcentaje de impurezas sustitucionales (AlGa). En esta lı́nea de per-
files de dopaje existen una cantidad importante de trabajos donde se
estudian y analizan sus propiedades electrónicas y ópticas.

El lı́mite bidimensional de la localización de las impurezas está
dado por los pozos δ -dopados. Supongamos, por ejemplo que nues-
tro material semiconductor base es el Arseniuro de Galio y que colo-
camos una densidad de impurezas por unidad de area N2d de átomos
de Silicio en la direccion de crecimiento [001], como se muestra en la

1 Sustituimos un átomo de valencia III, por uno tetravalente (grupo IV) como es el Silicio –una
notación estandarizada para estas impurezas sustitucionales es; SiGa.
2 Esto significa que el Silicio puede sustituir tanto átomos de Galio (SiGa) como átomos de Arse-
niuro (SiAs) en el GaAs de manera que puede actuar tanto como impureza tipo n como p lo cual
depende además de las condiciones de crecimiento de la direccion cristalografica, en el caso par-
ticular de la direccion [001] se sabe que el Silicio sustituye preferentemente a los átomos de Galio
(SiGa) sirviendo entonces como impureza donora.



Coeficiente de absorción en pozos δ -dopados. 177

Fig. 2 Representación esquemática bidimensional de la distribución de impurezas sustitucionales
(SiGa) tipo n en una matriz de GaAs.

figura 2. El ancho de la lámina del material con el que se dopa debe
ser cero, tal que la expresión que describe dicho perfil de distribución
de impurezas es N2d(z) = N2dδ (z), donde z es la dirección de crec-
imiento y δ (z) es la función δ (z) de Dirac, surgiendo de aquı́ el nom-
bre de estas estructuras. Cabe mencionar que los pozos δ -dopados de
impurezas son homoestructuras3. La densidad de impurezas que se
coloca debe ser tan alta de manera que las órbitas medias de los por-
tadores se solapen y formen ası́ un gas bidimensional de electrones
(2DEG). Esto forma un potencial electrostático en forma de V para
los portadores de carga, que estarán localizados alrededor del plano
por la atracción Coulombiana. La densidad de impurezas bidimen-
sional de los sistemas δ -dopados tı́picamente son del orden de 1013

cm−2.

3 Una heteroestructura generalmente se define cuando se tiene la union de dos materiales distintos
por el ejemplo el AlxGa1−xAs/GaAs/AlxGa1−xAs, mientras que una homoestructura es cuando se
tiene un mismo material dopado por regiones, como lo es el caso de la disposición δ -dopada de las
impurezas.
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1.1 Crecimiento de pozos δ -dopados.

La construcción de pozos δ -dopados se da a través de técnicas experi-
mentales por un crecimiento epitaxial, ya que el dopar al semiconduc-
tor implica que la distribución de impurezas dopantes esté confinada
en una sola capa, obteniendo tal caracterı́stica al interrumpir el crec-
imiento epitaxial. Técnicas como la Epitaxia por Haces Moleculares
MBE y la Deposición Quı́mica de Vapores Metalorgánicos MOVCD
permiten realizar este tipo de procedimiento. La Epitaxia de Haces
Moleculares fue utilizada por primera vez por Cho y Arthur [3] para
crecer sistemas cuánticos semiconductores a nivel de capas atómicas.
La MBE consiste en el crecimiento de capas epitaxiales mediante la
reacción de uno o más haces moleculares térmicos con un substrato
cristalino, el crecimiento se da en condiciones de ultra-alto vacı́o
(10−11 Torr) a fin de evitar la dispersión de las impurezas. Los haces
moleculares se crean por el calentamiento de los materiales a deposi-
tar hasta que se vaporizan, el vapor se escapa y se deposita sobre el
substrato. Es posible interrumpir el flujo de cualquiera de los haces
en el momento deseado, justo esta habilidad del método permite de-
tener el flujo del Galio durante el crecimiento y sustituirlo por un haz
de átomos de Silicio, para luego cerrar el flujo de ese último y con-
tinuar con el crecimiento del material original (GaAs). Por otro lado,
la MOVCD es un método con el que se produce un crecimiento epi-
taxial de ciertos materiales, en particular de semiconductores origi-
nados a raı́z de una reacción quı́mica en la superficie de compuestos
orgánicos y metalorgánicos, en donde el crecimiento se debe a una
reacción quı́mica.

2 Metodologı́a

Nosotros resolvemos el problema de un electrón confinado en un pozo
de potencial tipo V , que como sabemos es el producido por la dis-
posición de las impurezas de Silicio en una sola capa atómica en una
matriz de Arseniuro de Galio (pozo δ -dopado tipo n en GaAs). En la
figura 3 mostramos el perfil de potencial tipo V con las correspondien-
tes densidades de probabilidad que corresponden a cada subbanda de
energı́a.
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Fig. 3 Perfil de potencial para un pozo δ -dopado de impurezas simple en una matriz de GaAs. La
densidad bidimensional de impurezas donoras es de N2d = 7.5× 1012 cm−2. La profundidad del
pozo es de 270 meV y muestran el estado base, ası́ como los tres primeros estados excitados en las
energı́as correspondientes.

Este perfil de potencial es el que se obtiene de resolver el problema
de un solo plano dopado de impurezas en la aproximación de Thomas-
Fermi, suponiendo válida la aproximación de masa efectiva al consi-
derar dicha capa δ -dopada de impurezas como una capa de cargas
positivas de ancho despreciable, modeladado por

N2d(z) = N2dδ (z), (1)

donde N2d representa la densidad bidimensional de impurezas que se
suponen están completamente localizadas en un plano como lo refleja
la ecuación (1). Posteriormente se resuelve la ecuación de Thomas-
Fermi en el lı́mite de altas densidades (∼ 1012 cm−2). En 1990 Ioriatti
[4] demostró que la solución a la ecuación de Thomas-Fermi para el
problema del pozo δ -dopado de impurezas está dado por
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VIor(z)−µ =− γ2

(γ |z|+ z0n)4 , (2)

donde µ representa la energı́a de Fermi, γ = 2/15π , finalmente

z0n =

(
γ3

πN2d

)1/5

, (3)

representa una escala de longitud fundamental para el sistema, que im-
plica que el ancho medio del pozo se encoge o disminuye al aumentar
la densidad bidimensional de impurezas N2d como N−1/5

2d . A partir de
este momento, nosotros debemos fijar el valor del nivel de Fermi en el
borde de la banda de conducción, que es nuestro origen de energı́a, es
por esto que µ=0. Este modelo de potencial ha sido ampliamente us-
ado para resolver el problema de eigenvalores de Schrödinger en este
tipo de sistemas con diferentes métodos numéricos.

Con este potencial resolvemos entonces la ecuación de Schrödinger
unidimensional, considerando el efecto de un campo eléctrico externo
aplicado de intensidad F[

− h̄2

2m∗e

d2

dz2 +V (z)− eFz
]

ψ(z) = Eψ(z), (4)

donde ψ(z) es la función envolvente. Teniendo en cuenta que estamos
trabajando en la aproximación de masa efectiva y tratamos las im-
purezas en el modelo hidrogenoide, donde el radio de Bohr efectivo
(a∗0) y del Rydberg efectivo (R∗y) están dados por [5];

a∗0 =
4π h̄2ε
e2m∗e

=
ε/ε0

m∗e/m0
∗a0 (5)

R∗y =−
m∗ee4

2(4πε)2h̄2 =
m∗e/m0

(ε/ε0)2 ∗Ry, (6)

siendo a0 el radio de Bohr, que representa el valor más probable para
la órbita en el estado base del electrón del átomo de hidrógeno, y Ry
el Rydberg que es la energı́a de ionización de este mismo electrón
que corresponden a valores númericos de a0 = 0.529177 Å y 13605.8
meV, respectivamente.

En el caso particular de una impureza tipo n en el Arseniuro de
Galio, considerando el valor de masa efectiva de m∗e = 0.069m0 y la
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constante dieléctrica estática relativa de εr = 12.65, encontramos que
el radio de Bohr efectivo (ecuación 5) para esta impureza hidrogenoide
poco profunda es a0 ∼ 95.9 Å y el Rydberg efectivo (ecuación 6) está
dado por R∗y ∼ 5.93 meV.

Es preciso destacar aquı́ que la aproximación de Thomas-Fermi
para la descripción de estados de electrones y huecos en pozos cuánticos
δ -dopados ha sido empleada con éxito en una amplia variedad de
situaciones e, incluso, en el estudio de la respuesta óptica no lineal
asociada a transiciones intersubbanda en esta clase de sistemas [6-13].

2.1 Método de cálculo

Una vez que tenemos el potencial en unidades efectivas usamos el
método desarrollado por Xia y Fan [14], donde se expresan las fun-
ciones de onda en términos de las soluciones de un pozo de potencial
cuadrado infinito

ψ(z) =
(

2
L∞

)1/2 ∞

∑
m=1

Cm sin
(

mπ z
L∞

+
mπ
2

)
, (7)

donde L∞ es la longitud del pozo cuadrado infinito que contiene a
nuestro sistema.

Una vez que tenemos la estructura electrónica del sistema de estu-
dio, en este caso particular usando la expansión de la función de onda
dada por la ecuación 7 en la ecuación de Schrödinger (ecuación 4),
procedemos al cálculo de las propiedades ópticas del sistema cuántico.

2.2 Expresiones para el cálculo de propiedades ópticas no lineales

Las propiedades ópticas se relacionan con la interacción entre un
material y las radiaciones electromágneticas en forma de ondas o
partı́culas de energı́a, conocidas como fotones. Esta interacción pro-
duce una diversidad de efectos tales como: absorción, transmisión, re-
flexión, refracción, entre otros. Si los fotones incidentes interactúan
con los electrones de valencia pueden ocurrir varias cosas: los fo-
tones ceden energı́a al material, en cuyo caso hay absorción; o puede
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ser que cuando los fotones aportan energı́a, de inmediato el mate-
rial emite electrones de idéntica energı́a, de forma que se produce
reflexión. También puede que los fotones no interactúen con la es-
tructura electrónica del material, en ese caso ocurre la transmisión.
En cualquiera de estos tres casos, la velocidad de los fotones cambia,
este cambio propicia la refracción.

En condiciones tı́picas de temperatura y de interacción con luz, los
materiales presentan valores fijos en sus constante de absorción, cons-
tante dieléctrica y en la polarización que se induce. Sin embargo, al
trabajar con haces de luminosos de alta intensidad, estos valores dejan
de ser constantes y dan pie a lo que se llaman propiedades ópticas no
lineales. Las caracterı́sticas de las propiedades ópticas lineales y no
lineales de los materiales son de gran importancia en el desarrollo de
la tecnologı́a en fotónica y electrónica.

El interés del estudio de la óptica no lineal comienza en 1960,
cuando Maiman descubre el láser [15], seguido por la observación
que realizó Franken et al. de la generación de los segundos armónicos
en un cristal de cuarzo en 1961 [16]. A partir de entonces, diversos
grupos se han dedicado en el aspecto teórico, ası́ como en la parte ex-
perimental de sistemas ópticamente no lineales para su aplicación en
dispositivos.

El origen de estas propiedades radica en la magnitud de la inter-
acción de la luz con la materia. En el caso concreto de un material para
que su respuesta óptica no lineal sea importante, se requiere que la
intensidad del campo electromagnético sea elevada. Esta interacción
dará lugar a que una de las componentes del campo electromagnético
resultante quede alterada en fase, frecuencia, amplitud u otras carac-
terı́sticas de propagación del campo.

Para entender la óptica no lineal, se considera un momento dipolar
por unidad de volumen o polarización P̃(t) de un material que de-
pende de la magnitud de un campo eléctrico Ẽ(t) aplicado. En el caso
convencional (lineal), la polarización eléctrica inducida depende lin-
ealmente de la magnitud del campo eléctrico de manera tal, que se
puede expresar como:

P̃(t) = ε0χ(1)Ẽ(t), (8)

donde la costante de proporcionalidad χ(1) es conocida como la sus-
ceptibilidad dieléctrica lineal y ε0 es la constante de permitividad
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dieléctrica en el vacı́o. En la óptica no lineal, por la presencia de cam-
pos eléctricos de alta intensidad, la polarización P̃(t) pierde la pro-
porcionalidad lineal entre la polarización y el campo eléctrico. Por lo
tanto, la polarización ahora ya no es lineal y se expresa en series de
potencias del campo eléctrico,

P̃(t) = ε0

[
χ(1)Ẽ(t)+χ(2)Ẽ2(t)+χ(3)Ẽ3(t)+ · · ·

]
. (9)

Las cantidades χ(2) y χ(3) son conocidas como las susceptibilidades
no lineales de segundo y tercer orden, respectivamente. Entonces de
la misma forma las polarizaciones de segundo y tercer orden están
definidas como

P̃(2)(t) = ε0χ(2)Ẽ2(t), (10)

P̃(3)(t) = ε0χ(3)Ẽ3(t). (11)

Las expresiones para las contribuciones lineales y no lineales para
los coeficientes de absorción óptica se encuentran tipicamente a través
del formalismo de la matriz densidad para la susceptibilidad dieléctrica
del sistema, su deducción involucra una expansión en órdenes de la
intensidad de la luz incidente I. La solución para la ecuación de Von
Neumann a diferentes órdenes lleva a las fórmulas para las cantidades
en consideración [17-24]. Por ejemplo, el coeficiente de absorción lin-
eal intersubbanda de primer orden está dado por

α(1)(ω) = ω e2
√

ε
µ

[
ρ h̄Γ10|M10|2

(E10− h̄ω)2 +(h̄Γ10)2

]
, (12)

el coeficiente de absorción no lineal (corrección de tercer orden) es

α(3)(ω, I)=−ω e4
√

ε
µ

(
I

2nε0c

)
ρ h̄Γ10|M10|2

[(E10− h̄ω)2 +(h̄Γ10)2]2{
4|M10|2−

|M11−M00|2[3E2
10−4E10h̄ω+h̄2(ω2−Γ 2

10)]

E2
10 +(h̄Γ10)2

}
, (13)

por lo tanto el coeficiente de absorción total estará dado por la suma
de los dos términos anteriores
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α(ω, I) = α(1)(ω)+α(3)(ω, I). (14)

Se sabe que todos los materiales tienen un ı́ndice de refracción, es
decir, cómo es que la velocidad de la luz que está interactuando con
él se ve afectada por la interacción con el material. El cambio relativo
expresa como es que el ı́ndice de refracción del sistema cambia con
respecto al ı́ndice de refracción del material.

El cambio relativo del ı́ndice de refracción de primer orden está
dado por

∆n(1)(ω)

n
=

ρ e2 |M10|2

2n2ε0

[
E10− h̄ω

(E10− h̄ω)2 +(h̄Γ10)2

]
, (15)

y la correspondiente corrección a tercer orden es

∆n(3)(ω)

n
=− ρ e4 |M10|2

4n3ε0

µcI
[(E10− h̄ω)2 +(h̄Γ10)2]2[

4(E10− h̄ω)|M10|2−
(M11−M00)

2

(E10)2 +(h̄Γ10)2

{
(E10− h̄ω)

[E10(E10− h̄ω)− (h̄Γ10)
2] − (h̄Γ10)

2(2E10− h̄ω)
}]

, (16)

la contribución total es la suma de la parte lineal (15) más la parte no
lineal (16)

∆n(ω , I)
n

=
∆n(1)(ω)

n
+

∆n(3)(ω, I)
n

. (17)

En estas expresiones, Mi j =
⟨
ϕi|z|ϕ j

⟩
; ε0 es la permitividad en el

vacı́o, c es la velocidad de la luz en el vacı́o, µ representra la per-
meabilidad magnética(= 4π × 10−7 H m−1), n =

√
ε es el ı́ndice re

refracción del material base y e es la carga eléctrica fundamental.
Además, E10 = E1−E0 es la diferencia de energı́a de la transición
energética fundamental, mientras que h̄Γ10 = h̄/T10 es el término
de amortiguamiento asociado con el tiempo de vida media de los
electrones debida a la dispersión intersubbanda. I (en unidades de
MW/cm2) es la intensidad de la radiación óptica en el sistema que
esta relacionada con el campo eléctrico de la luz incidente a través de
la expresión
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I =
2n
µc
|E(ω)|2. (18)

La concentración ρ , que aparece en estas expresiones se refiere a
la densidad tri-dimensional de electrones en la estructura que corres-
ponde a la diferencia entre la densidad volumétrica entre el estado
base y E0 y el primer estado excitado E1 en el gas electrónico bidi-
mensional (2DEG), ρ0 − ρ1. En este estudio suponemos fija dicha
densidad.

3 Estructura electrónica

En esta sección se presenta la estructura electrónica para un pozo δ -
dopado doble asimétrico, en donde se varı́a la distancia de separación
entre las capas δ -dopadas, la densidad de impurezas del segundo pozo
NR

2d manteniendo fija la densidad del primer pozo NL
2d , ası́ como la

aplicación de un campo eléctrico externo. El obtener la estructura
electrónica a través de los parámetros del sistema antes mencionados,
permitirá entender el comportamiento fı́sico del sistema, proponiendo
valores para los cuales existan las propiedades ópticas que se están es-
tudiando. El cálculo de la estructura electrónica se realizó resolviendo
a través de la aproximación de la masa efectiva, el hamiltoniano dado
por la ecuación (4), obteniendo las funciones de onda a través de una
expansión sobre una base ortogonal de funciones sinusoidales (ec. 7)
asociadas con el pozo rectangular de paredes infinitas con un ancho
de L∞=100 nm, tomando en cuenta la masa efectiva correspondiente
al GaAs, siendo m∗=0.067, ası́ como la constante dieléctrica relativa
εr=12.5.

La forma de verificar la validez del modelo utilizado para el poten-
cial, es analizando por un lado el caso lı́mite cuando ℓp es muy grande,
de manera tal que se pueden considerar a los pozos δ -dopados como
independientes, lo cual quiere decir que los niveles correspondientes
a ellos, coinciden con los de un pozo δ -dopado simple, concordando
bastante bien con cálculos previos [25]. Por otro lado, comparando
nuestros resultados con un cálculo autoconsistente [26], en donde la
transición principal E1−E0 reportada en él es de 9.5 meV, mientras
que la obtenida para nuestro modelo es de 10.5 meV utilizando ℓp=15
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nm y NL
2d=NR

2d=2.0 ×1012 cm−2, resultando ser una buena aproxi-
mación.

En las siguientes subsecciones presentamos primero el modelo
de potencial del sistema δ -dopado doble tipo n, luego su estruc-
tura electrónica como función de de la separación entre los pozos δ -
dopados –casos simétricos y asimétricos–, la densidad de impurezas
del segundo pozo NR

2d y el campo eléctrico aplicado. En todos los ca-
sos se muestra el perfil de potencial con sus respectivas densidades
de probabilidad, ası́ como también la diferencia de energı́a entre cada
estado.

3.1 Perfil de potencial de pozos δ -dopados dobles tipo n

El perfil de potencial del pozo δ -dopado doble, está dado por:

V (z) =− γ2

(γ |z+ ℓp/2|+ zL
0)

4 −
γ2

(γ |z− ℓp/2|+ zR
0 )

4 . (19)

En esta expresión ℓp es la separación entre capas δ -dopadas de im-
purezas, γ = 2/15π es un parámetro del modelo y finalmente,

zR,L
0 =

(
γ3

πNR,L
2d

)1/5

, (20)

toma en cuenta la concentración de impurezas de cada capa.
Veamos ahora la dependencia de la estructura electrónica de cada

parámetro involucrado.

3.2 Como función de la separación entre pozos ℓp

En la figura 4 se presenta el perfil de potencial de un sistema formado
por dos pozos δ -dopados simétricos con densidades de impurezas
NL

2d = NR
2d = 5.0× 1012 cm−2 para tres distancias de separación ℓp

de 12, 18 y 24 nm.
En los tres casos se observa cómo es que la simetrı́a del sistema

induce a una simetrı́a en las densidades de probabilidad de los cuatro
primeros estados, es decir, el electrón se puede encontrar con igual
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Fig. 4 Perfil de potencial y densidades de probabilidad de los primeros cuatro estados para un pozo
δ -dopado doble simétrico, con densidad de impurezas NL

2d = NR
2d = 5.0×1012 cm−2 y diferentes

distancias de separación entre los pozos ℓp. a) ℓp=12 nm, b) ℓp=18 nm, c) ℓp=24 nm.

probabilidad en cada uno de los pozos respecto del origen. Cuando
la distancia de separación de los pozos es pequeña, los niveles de en-
ergı́a se encuentran separados. Sin embargo, cuando la distancia de
separación entre los pozos comienza a aumentar, el estado base y el
primer estado excitado se tienden a juntar, de igual forma ocurre con
el segundo y tercer estado excitado. Entonces pues, cuando la distan-
cia entre los pozos es muy grande, ya no hay interacción entre ellos,
lo cual significa que hay una degeneración en los niveles de energı́a.

En la figura 5 se presentan cuatro niveles de energı́a como función
de la distancia de separación de los pozos δ -dopados en el rango de
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Fig. 5 Niveles de energı́a como función de la distancia de separación ℓp de los pozos δ -dopados
simétricos con NL

2d = NR
2d = 5.0× 1012 cm−2. E0 estado base, E1 primer estado excitado, E2 se-

gundo estado excitado y E3 tercer estado excitado. Se muestran las diferencias de energı́a que
corresponden a ℓp=12, 18 y 24 nm.

10-40 nm. Se puede observar, cómo efectivamente hay una degen-
eración entre los niveles de energı́a. Entre el estado base y primer es-
tado excitado la degeneración se da cuando la distancia entre los pozos
es mayor a 24 nm, cuando la distancia es de 24 nm se ve como ya hay
un desdoblamiento de niveles, ya que el estado base y el primer estado
excitado se encuentran con una energı́a de E0=-118 meV y E1=-117
meV, respectivamente. Para el segundo y tercer estado excitado la de-
generación se da para una distancia mayor a 35 nm. Cualitativamente
a través de los valores de energı́a que corresponden a las distancias (12
nm, 18 nm y 24 nm) utilizadas en la figura 4, se observa que la dife-
rencia de energı́a entre el estado base y primer estado excitado (E10),
ası́ como entre el segundo y tercer estado excitado (E32), aumenta con-
forme los pozos se van acercando. Lo cual es un comportamiento bien
conocido para cualquier pozo doble simétrico.

Las figuras 6 y 7 muestran la estructura electrónica cuando al
sistema está formado por dos pozos δ -dopados asimetrı́cos. Ésta
asimétria se da a través de la densidad de impurezas del pozo de la
derecha NR

2d que se está tomando en cuenta, en este caso esta den-
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Fig. 6 Perfil de potencial y densidades de probabilidad de los primeros cuatro estados de energı́a
para un pozo δ -dopado doble asimétrico, con densidad de impurezas NL

2d = 5.0× 1012 cm−2 y
NR

2d = 4.0× 1012 cm−2 y diferentes distancias de separación entre los pozos ℓp. a) ℓp=12 nm, b)
ℓp=18 nm y c) ℓp=24 nm.

sidad es de NR
2d = 4.0× 1012 cm−2 y la del pozo de la izquierda

NL
2d = 5.0× 1012 cm−2, al igual que en el caso simétrico se tomaron

los mismos valores de la distancia entre los pozos. La figura 6 repre-
senta el perfil de potencial y la densidad de probabilidad para cuatro
estados de energı́a del sistema antes mencionados.

Se observa cómo es que la densidad de probabilidad de los estados
ya no es simétrica. Cuando la distancia entre los pozos es de 12 nm
tal y como lo muestra la figura 6 a), la densidad de probabilidad del
estado base se encuentra distribuida en los dos pozos, pero es mayor
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Fig. 7 Niveles de energı́a como función de la distancia de separación entre los pozos δ -dopados
asimétricos con NL

2d = 5.0×1012 cm−2 y NR
2d = 4.0×1012 cm−2. E0 estado base, E1 primer estado

excitado, E2 segundo estado excitado y E3 tercer estado excitado.

en el pozo de la izquierda, en el primer estado excitado la densidad
de probabilidad está casi contenida en el pozo de la derecha, sin em-
bargo hay una pequeña probabilidad en el pozo de la izquierda, es
decir, ocurre lo contrario que en el estado base por cuestiones de or-
togonalidad de las funciones de onda del sistema. En las figuras 6 b) y
6 c) la densidad de probabilidad del estado base se localiza en el pozo
de la izquierda, mientras que en el primer estado excitado se encuentra
totalmente contenida en el pozo de la derecha. Los niveles de energı́a
están más juntos comparados con los de la figura 6 a) y además están
casi en la misma energı́a, por lo tanto, conforme la distancia entre los
pozos aumenta, la diferencia de energı́a entre estos dos estados per-
manece casi constante.

En la figura 7 se muestran los niveles de energı́a como función de
la distancia entre los pozos δ -dopados para las mismas concentra-
ciones de impurezas utilizadas en la figura 6. Se ve como es que ya no
existe degeneración alguna en los niveles de energı́a comparado con
el caso simétrico de la figura 5, pero sı́ como es que el estado base
y primer estado excitado se comienzan a juntar, cuando la distancia
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entre los pozos es muy pequeña, la diferencia de energı́a es mucho
mayor, sin embargo, conforme la distancia aumenta, la diferencia de
energı́a disminuye. La diferencia de energı́a E10 que se analiza es para
las distancias utilizadas en la figura anterior 12 nm, 18 nm y 24 nm,
obteniendo un valor de 22 meV, 18 meV y 20 meV, respectivamente.
Es importante mencionar que se están mostrando cuatro estados, sin
embargo, el cálculo de estas propiedades ópticas lineales y no lineales,
está basado en la transición del estado base y primer estado excitado,
por ello, sólo se muestra la diferencia de energı́a entre éstos.

3.3 Como función de la concentración de los pozos

En la figura 8 se presenta el perfil del potencial para un pozo δ -dopado
doble asimétrico con sus correspondientes densidades de probabilidad
para los cuatro estados (E0, E1, E2 y E3), en donde la densidad de
impurezas del pozo de la izquierda permanece constante NL

2d = 5.0×
1012 cm−2 y la densidad del pozo de la derecha se toma para cuatro
valores diferentes de NR

2d = 3.5, 4.5, 5.5, 6.5 ×1012 cm−2, la distancia
entre los pozos δ -dopados es ℓp=12 nm.

En la figura 8 a) el valor de la densidad de impurezas del pozo de
la derecha es NR

2d = 3.5× 1012 cm−2, se puede observar que la den-
sidad de probabilidad del estado base está totalmente en la región del
pozo δ -dopado de impurezas izquierdo y la del primer estado excitado
está contenida casi completamente en el pozo δ -dopado de impurezas
derecho, sin embargo, se observa que existe también una pequeña
probabilidad en el primer pozo. En la figura 8 b), NR

2d es 4.5×1012

cm−2 y para esta configuración la densidad de probabilidad del es-
tado base se distribuye en los dos pozos, pero es mayor en el primero,
en el primer estado excitado está compartida entre las regiones de los
dos pozos δ -dopados. En la figura 8 c) la densidad de impurezas del
pozo de la derecha NR

2d supera la densidad de impurezas del pozo de
la izquierda NL

2d , se observa entonces que la densidad de probabilidad
del estado base se desplaza a la región del pozo δ -dopado derecho, la
causa que lo origina es que esta región del pozo es ahora más atractiva
(profunda). La densidad de probabilidad del primer estado excitado se
encuentra claramente en la región del pozo δ -dopado izquierdo. Final-
mente en la figura 8 d) que corresponde a NR

2d = 6.5×1012 cm−2, en
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Fig. 8 Perfil del potencial y densidades de probabilidad de los primeros cuatro estados para un
pozo δ -dopado doble asimétrico con una distancia de separación entre los pozos de ℓp=12 nm. La
densidad de impurezas del pozo δ -dopado de la izquierda (primer pozo) NL

2d se encuentra fija en
5.0×1012 cm−2 y la densidad del pozo de la derecha NR

2d con valores de a) 3.5, b) 4.5, c) 5.5 y d)
6.5 todos en unidades de ×1012 cm−2.

contraste con la figura 8 a), las densidades de probabilidad del estado
base y primer estado excitado se localizan en la región del pozo del
lado derecho e izquierdo, respectivamente. Este análisis es importante
para investigar en cuales regiones y con que parámetros del sistema
los elementos de la matriz de dipolo Mi j no son nulos.

En la figura 9 se reportan los primeros cuatro niveles de energı́a
del sistema como función de la densidad de impurezas del pozo de la
derecha NR

2d en el rango de 0 a 7 ×1012 cm−2. Se observa que la dife-
rencia de energı́a de transición entre el estado base y el primer estado
excitado (E1−E0) decrece hasta el valor de NR

2d = 5.0× 1012 cm−2

siendo de 16 meV (que corresponde al caso simétrico) y, a partir de
este punto, esta diferencia de energı́a comienza a incrementar nueva-
mente. El valor de esta diferencia para las densidades utilizadas en la
figura 8 a) 3.5×1012 cm−2, b) 4.5×1012 cm−2, c) 5.5×1012 cm−2 y
d) 6.5×1012 cm−2 es 27 meV, 18 meV, 18 meV y 28 meV, respecti-
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Fig. 9 Niveles de energı́a como función de la densidad de impurezas del pozo de la derecha NR
2d .

E0 estado base, E1 primer estado excitado, E2 segundo estado excitado, E3 tercer estado excitado.
NL

2d = 5.0×1012 cm−2 ℓp=12 nm.

vamente. Esta diferencia de energı́a determina la localización de los
picos resonantes para el caso del coeficiente de absorción que se dis-
cutirá en la siguiente sección.

3.4 Como función del campo eléctrico F aplicado

Finalmente toca investigar el efecto que tiene la aplicación de un fac-
tor externos, como lo es un campo electrico aplicado a lo largo de la
dirección de crecimiento en un rango de −20 < F < 20 kV/cm.

En la figura 10 se presenta el perfil de potencial y la densidad de
probabilidad de los primeros dos estados de energı́a (E0, E1) para un
pozo δ -dopado doble asimétrico, fijando la densidad de impurezas
en ambos pozos que conforman el sistema (NL

2d = 5.0×1012 cm−2 y
NR

2d = 4.0×1012 cm−2), en la cual se investigan los efectos produci-
dos por un campo eléctrico estacionario en la estructura electrónica
del sistema. En la figura 10 a) se observa que el campo eléctrico apli-
cado, cuyo valor es de F es 5.0 kV/cm, no tiene influencia significativa
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Fig. 10 Perfil del potencial y densidades de probabilidad del estado base y primer estado excitado
para un pozo δ -dopado doble asimétrico aplicando un campo eléctrico de a) 5 kV/cm, b) 10 kV/cm,
c) 15 kV/cm y d) 20 kV/cm. La distancia entre los pozos es ℓp=12 nm, la densidad de impurezas
del pozo de la izquierda y de la derecha son 5.0×1012 cm−2 y 4.0×1012 cm−2, respectivamente.

en la estructura electrónica, comparándola con la figura 4 b). Cuando
se comienza a incrementar el campo hasta F = 10 kV/cm tal y como se
muestra en la figura 10 b) se observa que tampoco existe modificación
alguna en la estructura electrónica del sistema, sin embargo, cuando el
campo alcanza el valor de F = 15 kV/cm que corresponde a la figura
10 c), la densidad de probabilidad para el estado base y primer es-
tado excitado se vuelve casi simétrica, sólo por el efecto del campo
eléctrico. Finalmente para F = 20 kV/cm, la densidad de probabili-
dad del estado base está totalmente contenida en el pozo δ -dopado de
la derecha y la del primer estado excitado se encuentra contenida en
los dos pozos con mayor probabilidad en el pozo de la izquierda tal y
como queda claro de la figura 10 d).

La figura 11 muestra el estado base y primer estado excitado de
energı́a como función de un campo eléctrico externo aplicado en el
rango de −20 < F < 20 kV/cm, para densidades NL

2d = 5.0× 1012
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Fig. 11 Niveles de energı́a como función de un campo eléctrico externo aplicado. E0 estado base,
E1 primer estado excitado, E2 segundo estado excitado, E3 tercer estado excitado. NL

2d = 5.0×1012

cm−2, NR
2d = 4.0×1012 cm−2 y ℓp = 12 nm. Se presentan las diferencias de energı́a entre el estado

base y el primer estado excitado para cada valor del campo eléctrico aplicado.

cm−2 y NR
2d = 4.0× 1012 cm−2 y una distancia de separación entre

los pozos de ℓp = 12 nm. La diferencia de energı́a E1−E0, cuando el
campo eléctrico tiene un valor de F = 5 kV/cm, es 18 meV. Por otro
lado el campo eléctrico aplicado, cuando la diferencia de energı́a es
mı́nima (16 meV), tiene un valor de F = 15.0 kV/cm. Finalmente para
F = 20.0 kV/cm, E1−E0=17 meV. Entonces, la diferencia de energı́a
entre los dos primeros estados decrece de -20 a 15 kV/cm.

4 Coeficiente de absorción e ı́ndice de refracción

En esta ultima sección, antes de dar conclusiones generales, se presen-
tan los resultados de las propiedades ópticas lineales y la correción
no lineal de tercer orden que se obtienen con base en la estructura
electrónica de los pozos δ -dopados dobles asimétricos. Era necesario,
antes de realizar el cálculo del coeficiente de absorción y del cambio
relativo del ı́ndice de refracción del sistema cuántico, hacer un estudio
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completo de la estructura electrónica como se presenta en la sección
anterior. Se hace mención de esto, puesto que el estudiar de manera
adecuada y profunda la estructura electrónica del sistema permite no
sólo entender el comportamiento fı́sico de éste, sino también investi-
gar regiones de los parámetros del sistema para los cuales se obtienen
las propiedades ópticas de interés.

La importancia de calcular la estructura electrónica completa, se
fundamenta en lo siguiente; es necesario conocer para que rango de
los parámetros del sistema se tienen elementos de matriz dipolar (Mi j)
con valores no nulos, los cuales se definen como

Mi j =
∫

ψi(z)zψ j(z)dz =< ψi|z |ψ j >, (21)

que fundamentalmente representa el momento dipolar asociado con
la transición entre dos estados cuánticos i-ésimo y j-ésimo. Como se
puede ver claramente de las expresiones para el coeficiente de ab-
sorción tanto en su parte lineal (ec. 12), como su corrección de tercer
orden (ec. 13) ası́ como las correspondientes al cambio relativo del
ı́ndice de refracción, dados por las ecuaciones (15) y (16), dichas pro-
piedades dependen de este elemento de matriz.

Entonces, es primordial el investigar cuando es que este elemento
de matriz dipolar, dado por la ecuación (21), es diferente de cero.
Queda claro que debe existir cierto traslape espacial en las funciones
de onda del estado i-ésimo y j-ésimo para que el valor de la integral
(21) sea diferente de cero. Por otro lado, si se introduce un cierto grado
de asimetrı́a al sistema, cambiando por ejemplo la densidad de im-
purezas del pozo de la derecha (NR

2d), dicho traslape se hace menor y
a su vez, justamente por la asimetrı́a que se induce en las funciones de
onda, la diferencia de elementos de matriz al cuadrado (|M11−M00|2),
que toma cuenta de dicha asimetrı́a, empieza a ser distinto de cero y
contribuye a las correcciones de tercer orden tanto en el coeficiente de
absorción como en el cambio relativo del ı́ndice de refracción. En las
siguientes subsecciones se muestra la dependencia de estas propieda-
des fı́sicas como función de la separación entre los pozos (ℓp), de la
densidad de impurezas del pozo de la derecha (NR

2d), manteniendo fijos
los demás parámetros, y finalmente como función del campo eléctrico
externo aplicado (F). Se presentan y discuten los resultados del coe-
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ficiente de absorción y cambio relativo del ı́ndice de refracción para
cada caso.

4.1 En función de la separación entre pozos ℓp

Para investigar en que regiones de los parámetros de interés se tienen
valores no-nulos del factor |M10|2, que es el elemento de la matriz
dipolar al cuadrado y del factor |M11−M00|2 que toma en cuenta la
asimetrı́a del sistema, se grafica la magnitud de estos dos parámetros
como función de la sepación entre los pozos, manteniendo fijas las
concentraciones de impurezas de las capas δ -dopadas en NL

2d = 5.0×
1012 cm−2 para la capa de la izquierda y NR

2d = 4.0×1012 cm−2 para
la de la derecha. En la figura 12 se presentan dichos comportamien-
tos para un rango de separación entre pozos de 10 a 20 nm, que es
el rango de separación para el que se encontraron valores significa-
tivos para |M10|2. Por otro lado, se observa que el factor de asimetrı́a
|M11−M00|2, que participa en las correcciones de tercer orden, tanto
del coeficiente de absorción (ec. 13) como del ı́ndice de refracción (ec.
16) aumentan de manera importante en este rango de separación entre
pozos. Sin embargo, se debe enfatizar que es aún más importante el
rol de |M10|2 ya que, como se observa de las expresiones anteriores,
las propiedades ópticas dependen linealmente de éste y aunque el fac-
tor de asimetrı́a crece de manera importante esto no impacta consid-
erablemente en las propiedades fı́sicas de interés, porqué el valor de
|M10|2 tiende a cero para separaciones mayores a 20 nm. Entonces,
aunque |M11 −M00|2 crece de manera importante, las propiedades
ópticas siguen moduladas por |M10|2 que tiende a cero cuando ℓp au-
menta. Finalmente, se puede observar que el máximo valor de |M10|2
está cerca de los 11 nm, lo cual es muy importante porque nos dice que
para una separación entre pozos de alrededor de este valor se tendrá
un máximo del coeficiente de absorción y un mayor cambio relativo
del ı́ndice de refracción. A continuación se muestran estas dos propie-
dades ópticas como función de la separación de los pozos ℓp.

En la figura 13 a) se muestra el comportamiento del coeficiente de
absorción lineal α(1)(ω) para dos valores particulares de la distancia
de separación entre pozos, la lı́nea sólida representa dicho coeficiente
de absorción para una separación entre pozos de 12 nm y la lı́nea
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Fig. 12 Dependencia con la distancia de separación entre los pozos (ℓp) del elemento de matriz
dipolar al cuadrado (|M10|2) y del factor |M11−M00|2 para un pozo δ -dopado doble asimétrico con
NL

2d = 5.0×1012 cm−2 y NR
2d = 4.0×1012 cm−2.

punteada para el caso de 18 nm. Los picos de resonancia (que cor-
responden a la energı́a de transición E1−E0) de este coeficiente, se
encuentran en 22 y 18 meV, respectivamente para cada valor de la
distancia. Se observa que para una distancia de separación de 18 nm
el pico resonante se encuentra a la izquierda respecto del que corres-
ponde a ℓp = 12 nm, es decir, experimenta un corrimiento hacia el
rojo como queda claro de la figura 7 donde se grafican los niveles de
energı́a como función de ℓp. Además de que la intensidad de este pico
es mucho menor que el pico resonante que corresponde a ℓp = 12 nm
como lo evidencı́a la figura 12 que dice que el parámetro |M10|2 es
máximo alrededor de esta separación (12 nm) y disminuye conforme
se separan cada vez más los pozos δ -dopados de impurezas (18 nm).
En la figura 13 b) se presenta la corrección no lineal de tercer orden
al coeficiente de absorción, la cual se sabe que es consecuencia de la
intensidad del láser incidente, que en este caso es I=0.1 MW/cm−2, y
de la asimetrı́a del potencial. Se encuentra que la corrección de tercer
orden es más importante para el caso de una separación entre pozos
más pequeña, de hecho ésta es del 30% respecto de la contribución
lineal para ℓp=12 nm y del 20% de su respectiva parte lineal cuando
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nm. Con concentraciones bidimensionales de impurezas NL

2d = 5.0×1012 cm−2 y NR
2d = 4.0×1012

cm−2.

la separación entre pozos aumenta hasta los 18 nm. Finalmente se pre-
senta el coeficiente de absorción total en la figura 13 c) que es la suma
de las contribuciones lineales y las correspondientes correcciones de
tercer orden. Lo importante de esta figura es el hecho de que cuando
la separación entre pozos es cercana a los 20 nm, el coeficiente de ab-
sorción total prácticamente es cero, debido fundamentalmente a que
el valor de |M10|2 va a cero en esta región, como queda claro de la
figura 12 y que cuando ℓp es 12 nm este coeficiente de absorción to-
tal, incluida su corrección por efecto de láser intenso y asimetrı́a del
potencial es máxima.

Por otro lado, el cambio relativo del ı́ndice de refracción de primer
orden ∆n(1)/n como función de la energı́a del fotón incidente, se
muestra en la figura 13 d). Se puede ver como es que existen regiones
en donde ∆n es mayor que n y otra en donde se vuelve negativo. La



200 K. A. Rodrı́guez-Magdaleno et al.

distancia entre los pozos repercute de manera significativa en el valor
de la energı́a para la cual ∆n=0. Cuando los pozos se encuentran a una
distancia de 12 nm la energı́a del fotón incidente para la cual el cam-
bio relativo del ı́ndice de refracción de primer orden tiene el nodo,
es 22 meV y para 18 nm se encuentra en 18 meV. Como se puede
concluir del valor de las energı́as, el cambio relativo del ı́ndice de re-
fracción experimenta también un corrimiento hacia el rojo, ya que la
diferencia de energı́a del estado base y primer estado excitado dis-
minuye. En la figura 13 e) se muestra la corrección del tercer orden
del cambio relativo del ı́ndice de refracción, esta corrección es apro-
ximadamente de un 20% en proporción del cambio relativo de primer
orden en 12 nm y para 18 nm la corrección es de 14%, este compor-
tamiento está de acuerdo a la dependencia que tiene esta corrección
con |M10|2. La figura 13 f) representa el cambio relativo del ı́ndice
de refracción total, en el cual se refleja la contribución de tercer or-
den para cada parámetro de distancia, por lo tanto, al igual que en el
caso del coeficiente de absorción, el cambio relativo del ı́ndice de re-
fracción (tanto en su parte lineal ası́ como en su corrección de tercer
orden) disminuye de forma significativa conforme la distancia entre
los pozos δ -dopados aumenta.

4.2 Como función de la la concentración de los pozos

En la sección anterior se realizó el cálculo del coeficiente de ab-
sorción y el cambio relativo del ı́ndice de refracción lineal y no lin-
eal de un sistema conformado por dos pozos δ -dopados asimétricos
como función de la distancia ℓp entre los pozos, sin embargo, como
se ha propuesto anteriormente, se quiere conocer también el compor-
tamiento de estas propiedades en función de la asimetrı́a generada al
variar la densidad de impurezas del segundo pozo (NR

2d), dejando fija
la densidad de impurezas del primero (NL

2d) ası́ como la distancia entre
ellos. Para esto, primeramente se analizan los elementos de la matriz
dipolar |M10|2 y |M11−M00|2 que como se sabe son los factores que
más influyen en estas propiedades. En la figura 14 se muestra la de-
pendencia de los elementos de la matriz dipolar |M10|2 y |M11−M00|2
con la densidad de impurezas del pozo de la derecha (NR

2d) en el rango
de 0 a 7.0× 1012 cm−2, el pozo de la izquierda tiene una densidad
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a trozos) para un pozo δ -dopado doble asimétrico con una distancia de separación entre pozos de
12 nm.

de 5.0× 1012 cm−2, siendo la distancia entre ellos de 12 nm. Se ob-
serva que el valor máximo de |M10|2 corresponde al caso simétrico
(NR

2d = 5.0×1012 cm−2), por ello, para valores cercanos a esta densi-
dad se tendrán coeficientes de absorción lineales máximos debido a su
dependencia con |M10|2. Mientras tanto, el factor que se ve afectado
por la asimetrı́a del sistema |M11−M00|2 tiene valor mı́nimo (cero)
también en dicha densidad NR

2d = 5.0× 1012 cm−2. Por esta razón la
contribución de tercer orden en regiones cercanas con este valor de
densidad, se verán afectadas simplemente por |M10|2 y por efectos de
láser intenso.

A continuación se muestra el efecto que tienen los valores de |M10|2
y |M11−M00|2 sobre las propiedades ópticas que se estudian en este
trabajo, reportando el coeficiente de absorción y el cambio relativo
en el ı́ndice de refracción en el rango de 3.5 a 6.5 ×1012 cm−2, que
es en el cual |M10|2 tiene valores importantes, fuera de este rango
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Fig. 15 a) Coeficiente de absorción lineal α(1)(ω), b) Corrección no lineal de tercer orden α(3)(ω ,
I) y c) Coeficiente de absorción total α(ω , I), d) Cambio relativo del ı́ndice de refracción de primer
orden ∆n(1)/n, e) Corrección de tercer orden ∆n(3)(ω, I)/n y f) Cambio relativo total del ı́ndice
de refracción ∆n(ω, I)/n para un pozo δ -dopado doble asimétrico como función de la energı́a del
fotón incidente con NL

2d=5.0×1012 cm−2 y varios valores de la densidad de impurezas del pozo de
la derecha NR

2d . La distancia entre los pozos es ℓp=12 nm.

el valor de éste es muy pequeño. Por otro lado, se puede observar
que |M11−M00|2 tiene un valor máximo cuando NR

2d = 3.0× 1012

cm−2, lo cual puede resultar interesante en las correcciones de tercer
orden de ambas propiedades fı́sicas, pero que sin embargo, no son
tan importantes en este trabajo, puesto que se pretende investigar las
regiones en las cuales se maximizan las propiedades ópticas de interés,
las cuales se discuten enseguida.

En la figura 15 a) se reporta el comportamiento del coeficiente de
absorción lineal α(1)(ω) para cuatro valores diferentes de NR

2d . Los
picos de resonancia para la energı́a de transición (E1−E0) correspon-
dientes a las densidades 3.5, 4.5, 5.5 y 6.5 en unidades de×1012 cm−2

se encuentran en 28, 18, 18 y 27 meV, respectivamente. Claramente se
ve que para los tres primeros valores de NR

2d se tiene un corrimiento al
rojo tomando como base la densidad de 3.5×1012 cm−2, sin embargo,
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para el valor de 6.5×1012 cm−2 el pico resonante experimenta un co-
rrimiento al azul respecto a los otros. La situación anterior ocurre ya
que la diferencia de energı́a entre el estado base y el primer estado
excitado a partir de NR

2d=5.0×1012 cm−2 incrementa, tal y como lo
muestra el análisis de la figura 7. La figura 15 b) corresponde a la cor-
rección a tercer orden del coeficiente de absorción α(3)(ω , I) debido
a efectos de láser intenso, ası́ como a la asimetrı́a del sistema a través
del factor |M11−M00|2 que se presentó en la figura 14. Los picos res-
onantes están localizados en el mismo valor de energı́a que los del
coeficiente lineal, sin embargo, la magnitud de la corrección de tercer
orden es de aproximadamente de un 45% respecto de la contribución
de primer orden para las densidades 4.5 y 5.5 ×1012 cm−2 y del 20%
para 3.5 y 6.5 ×1012 cm−2. Finalmente en la Figura 15 c) se mues-
tra el coeficiente de absorción total donde se observa que la amplitud
de α(ω , I) es escencialmente igual para todas las concentraciones. La
explicación de esto es que la magnitud de la corrección de tercer or-
den aumenta de manera considerable para los valores 4.5 y 5.5×1012

cm−2, sin embargo, disminuye para 3.5 y 6.5×1012 cm−2. Esto fun-
damentalmente es debido al hecho de que al variar la concentración
de 4.5 a 5.5 ×1012 cm−2, el pozo se hace casi simétrico y hace que
aumente significativamente el valor del elemento de matriz |M10|2 tal
y como se muestra la figura 14. Esto implica por un lado, el aumento
tan importante del máximo del coeficiente de absorción del sistema
dada la dependencia lineal de α(1)(ω) con |M10|2, por otro lado, ex-
plica también la corrección de tercer orden, que como ya se discutió,
es del orden de 45% y 20%. Cabe mencionar que la corrección de
tercer orden depende también de la asimetrı́a del sistema a través del
factor |M11−M00|2, el cual se vuelve más importante conforme el sis-
tema es más asimétrico. Por ello, para los valores de 3.5 ×1012 cm−2

y 6.5 ×1012 cm−2 la corrección de tercer orden es menor porcentual-
mente que cuando la densidad de impurezas del pozo de la derecha
vale 4.5 ×1012 cm−2 y 5.5 ×1012 cm−2. Lo anterior se observa clara-
mente en la figura 15 c), donde inclusive el máximo del coeficiente de
absorción total es mayor para el caso más asimétrico que simétrico,
en contraste con el caso del coeficiente de absorción lineal, debido a
la correcciones de tercer orden.

Por otro lado, en la figura 15 d) se reporta el cambio relativo del
ı́ndice de refracción de primer orden ∆n(1)/n como función de la en-
ergı́a del fotón incidente, de la figura se observa que existen regiones
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de energı́a del fotón, para cada valor de NR
2d , donde ∆n es “mucho”

más grande que n, eventualmente el cambio relativo del ı́ndice de re-
fracción es cero, posteriormente se vuelve negativo. La energı́a del
fotón para la cual ∆n=0 depende del valor de NR

2d (h̄ω del nodo),
para ello cuando NR

2d tiene valores de 3.5 (28 meV), 4.5 (18 meV),
y 5.5×1012 cm−2 (18 meV). Esta energı́a del fotón incidente (para
la cual ∆n=0) experimenta un corrimiento hacia el rojo, pero cuando
NR

2d=6.5×1012 cm−2 (27 meV) sufre un cambio hacia el azul respecto
a las otras densidades. Además para NR

2d de 4.5 y 5.5×1012 cm−2, la
diferencia del ı́ndice de refracción ∆n es más significativa aun que la
correspondiente al conjunto de los otros valores, por los mismos ar-
gumentos ya mencionados de la dependencia con |M10|2. En la figura
15 e) se reporta la corrección de tercer orden ∆n(3)(ω, I)/n del cam-
bio relativo del ı́ndice de refracción, el cual es un 20% de la magnitud
del cambio relativo del ı́ndice de refracción de primer orden para las
densidades de 4.5 y 5.5 ×1012 cm−2. Finalmente en la figura 15 f) se
reporta el cambio relativo total del ı́ndice de refracción del sistema, el
cual considera una vez más la dependencia de este parámetro tanto en
|M10|2 como la asimetrı́a del sistema a través de |M11−M00|2.

4.3 Como función del campo eléctrico F aplicado

Finalmente otro parámetro a considerar y que además induce más
asimetrı́a al pozo δ -dopado doble, es un campo eléctrico externo. Tal
y como se vió en el cálculo de la estructura eléctronica, el aplicarlo
sobre el sistema cambia la interacción y traslape entre las funciones
de onda, por lo cual, los elementos de la matriz dipolar también se
ven afectados. La figura 16 muestra la dependencia con el campo
eléctrico, en el rango de -20< F <20 kV/cm, de los elementos |M10|2
y |M11−M00|2 para un sistema donde la densidad de impurezas del
primer pozo es NL

2d=5.0×1012 cm−2 y la densidad del segundo es
NR

2d=4.0×1012 cm−2, siendo la distancia entre ellos de 12 nm.
Se observa como el elemento |M10|2 incrementa hasta el valor de

F=15 kV/cm en donde alcanza su valor máximo, y de la figura 10 c)
que corresponde a este valor del campo, se puede observar que a pesar
de que el perfil de potencial no es simétrico, si lo son ası́ las funciones
de onda, lo cual por un lado maximiza el valor de |M10|2 y por otro an-
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Fig. 16 Dependencia con el campo eléctrico externo F del valor del elemento |M10|2 (lı́nea con-
tinua) y |M11−M00|2 (lı́nea a trozos) para el sistema de estudio cuando la separación entre pozos es
de 12 nm y las concentraciones de impurezas son de NL

2d=5.0×1012 cm−2 y NR
2d=4.0×1012 cm−2

para los pozos de la izquierda y derecha, respectivamente.

ula el factor de |M11−M00|2. Pasando este valor de campo eléctrico,
|M10|2 comienza a disminuir una vez más, esto traerá un efecto de
atenuamiento en el coeficiente de absorción lineal para valores mayo-
res de 15 kV/cm. Por otra parte, el valor |M11−M00|2 disminuye de 0
a 15 kV/cm, siendo en 15 kV/cm donde tiene su valor mı́nimo, com-
probando una vez más que este factor se ve involucrado por la simetrı́a
o asimetrı́a del sistema (siendo nulo cuando existe simetrı́a en las fun-
ciones de onda). Una vez ya con un panorama general del comporta-
miento de los elementos de la matriz dipolar, de los cuales dependen
y son los factores más importantes en el cálculo de la propiedades
ópticas lineales y no lineales, se puede explicar como repercuten en el
cálculo de las mismas.

La figura 17 a) muestra el comportamiento del coeficiente de ab-
sorción lineal α(1)(ω) para cuatro valores diferentes de campo eléctrico
aplicado sobre un pozo δ -dopado con los mismos parámetros usados
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Fig. 17 a) Coeficiente de absorción lineal α(1)(ω), b) Coeficiente de absorción no lineal α(3)(ω ,
I) y c) Coeficiente de absorción total α(ω , I), d) Cambio relativo del ı́ndice de refracción de
primer orden ∆n(1)/n, e) Corrección de tercer orden ∆n(3)(ω, I)/n y f) Coeficiente de absorción
total ∆n(ω, I)/n para un pozo δ -dopado doble asimétrico como función del la energı́a del fotón
incidente para diferentes valores de campo eléctrico F aplicado.

en la figura 16. La diferencia de energı́a (E1−E0) que da la ubicación
de los picos resonantes del coeficiente de absorción lineal es 18, 17,
16 y 17 meV, respectivamente para los valores de campo eléctrico 5,
10, 15 y 20 kV/cm. Se puede observar que el comportamiento del
coeficiente es muy parecido al mostrado en la figura 15, los picos
resonantes muestran un corrimiento al rojo y tal como lo predice la
diferencia de energı́a entre el estado base y el primer estado exci-
tado (ver figura 11), el valor de F=15 kV/cm es el que más experi-
menta este corrimiento, ya que la diferencia de energı́a de transición
es más pequeña. Sin embargo, cuando el valor del campo eléctrico es
de 20 kV/cm, el comportamiento del coeficiente de absorción toma
el mismo comportamiento que el de F=10 kV/cm y tiene un corri-
miento hacia el azul respecto a los valores previos del campo. En la
corrección a tercer orden del coeficiente de absorción α(3)(ω, I) que se
muestra en la figura figura 17 b) los picos resonantes están localizados
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en el mismo valor de energı́a que los del coeficiente lineal, el orden
de magnitud de la corrección de tercer orden es diferente para cada
valor del campo eléctrico, por ejemplo, para F=5 kV/cm es del 40%
en proporción al coeficiente de absorción lineal, para F=15 kV/cm es
del 55% y para F=10 y 20 kV/cm del 50%, esto se obtiene, ya que
para 5 kV/cm el valor de |M10|2 es menor que el correspondiente a
los demás valores del campo eléctrico, por lo tanto esta contribución
es menor. Para 15 kV/cm la contribución es mayor, ya que |M10|2 es
máximo, además que el factor |M11−M00|2 que se ve afectado por la
simetrı́a que adquiere el sistema, es cero. En 10 y 20 kV/cm el valor
de |M10|2 y |M11−M00|2 es el mismo, por lo cual, la contribución de
tercer orden también lo es. Estas contribuciones se pueden ver clara-
mente reflejadas en el coeficiente de absorción total que se muestra en
la figura 17 c), disminuyendo en mayor proporción el coeficiente que
corresponde a 15 kV/cm.

Finalmente en la figura 17 d) se presenta el cambio relativo del
ı́ndice de refracción de primer orden ∆n(1)/n como función de la en-
ergı́a del fotón incidente, la energı́a para la cual ∆n=0 es 18, 17, 16
y 17 meV y corresponde para cada valor 5, 10, 15 y 20 kV/cm del
campo eléctrico, respectivamente. Tal como lo muestra la figura 17
d) y los valores de energı́a, se observa que conforme se aumenta el
campo eléctrico el nodo (∆n = 0 ) experimenta un corrimiento hacia
el rojo. Sin embargo, cuando el campo es 20 kV/cm se tiene un corri-
miento hacia el azul respecto a los demás valores y el comportamiento
es esencialmente el mismo que el de F=10 kV/cm . La corrección de
tercer orden del cambio relativo del ı́ndice de refracción tiene un valor
del 30% de la magnitud de la del primer orden para todos los valores
de F aplicados sobre el sistema, como se muestra en la figura 17 e),
en esta ocasión esta corrección depende de los demás factores involu-
crados en la ec. 16 y no sólo de los elementos de la matriz dipolar. El
cambio relativo total del ı́ndice de refracción se muestra en la figura
17 f), en donde se considera la contribución de la corrección de tercer
orden.
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5 Conclusiones

En este trabajo se presenta el cálculo de la estructura electrónica y de
las propiedades ópticas lineales y no lineales para un pozo δ -dopado
doble asimétrico tipo n en una matriz de GaAs. En el presente estu-
dio, se ha usado el esquema de la masa efectiva, utilizando un modelo
analı́tico sencillo del potencial que ha sido propuesto para modelar
el sistema de un pozo δ -dopado doble asimétrico. El objetivo es pro-
poner valores de diseño de este tipo de sistemas donde se tengan re-
spuestas ópticas como las que se calculan aquı́.

Primeramente, se calculó la estructura electrónica de los pozos δ -
dopados dobles como función de diferentes parámetros, por ejemplo,
como función de la separación de los pozos (ℓp) en un rango de 10 a
20 nm para el caso completamente simétrico, comparando los resulta-
dos con cálculos previos [25, 26] para mostrar que nuestros resultados
son correctos. Se calculó entonces la estructura electrónica de un pozo
δ -dopado doble asimétrico, suponiendo que la densidad de impurezas
de las capas δ -dopadas son distintas. En general, se consideraron den-
sidades de impurezas en el rango de 1012 cm−2, en particular las den-
sidades de 5.0×1012 cm−2 y 4.0×1012 cm−2.

Una vez fijadas las concentraciones de impurezas, se calculó la es-
tructura electrónica del sistema como función del la separación entre
los pozos en un rango de 10 a 20 nm y se encontró que el elemento
de matriz dipolar |M10|2 es máximo alrededor de los 11 nm para la
separación entre capas δ -dopadas de impurezas y tiende a cero rapi-
damente alrededor de los 20 nm, esto determina en que región de sep-
aración entre capas de impurezas, el coeficiente de absorción y el cam-
bio relativo del ı́ndice de refracción son máximos, lo cual, se puede
observar claramente en las figuras 13. Finalmente, se debe aclarar que
a pesar de que el factor de asimetrı́a |M11−M00|2 aumenta de manera
importante como función de la separación entre las capas, no influye
significativamente en las correcciones de tercer orden tanto del coefi-
ciente de absorción como del cambio relativo del ı́ndice de refracción,
dada la dependencia lineal de dichas correcciones con |M10|2, como
queda claro de las ecuaciones (13) y (16). De esta parte de los resulta-
dos, se puede concluir que para una separación entre capas de alrede-
dor de 12 nm se tendrán respuestas ópticas importantes del sistema
de estudio y que no es recomendable crecer el sistema con separación



Coeficiente de absorción en pozos δ -dopados. 209

entre pozos más allá de los 20 nm, porque dichas propiedades no son
tan buenas con respecto de esta separación que maximiza a |M10|2.

Ya determinada una separación adecuada entre capas, se investigó
la estructura electrónica completa del sistema, manteniendo fija dicha
separación entre pozos en 12 nm y la concentración de la capa δ -
dopada de la izquierda en NL

2d = 5.0× 1012 cm−2, graficando la es-
tructura electrónica, con algunas funciones de onda como función
de la densidad de impurezas de la capa de la derecha desde 0 hasta
NR

2d = 7.0×1012 cm−2, encontrando por un lado, que la mı́nima sep-
aración energética corresponde al caso simétrico, es decir, cuando
NL

2d = NR
2d . Se calculó también la dependencia de los elementos de

matriz, en este caso como función de NR
2d y se encontró que |M10|2

es máximo también cuando el sistema es simétrico y que el factor de
asimetrı́a efectivamente vale cero justo en este punto. Este análisis
permite entonces, el calcular tanto el coeficiente de absorción total ası́
como el cambio relativo del ı́ndice de refracción total para el rango de
concentraciones de impurezas para las cuales el valor |M10|2 es signi-
ficativo, el cual es: 3.5 < NR

2d < 6.5 en unidades de ×1012 cm−2. En
esta parte, se puede concluir que a pesar de que el factor de asimetrı́a,
para el rango de impurezas que se trabaja, pareciera no ser tan im-
portante, se ve que las correcciones de tercer orden sı́ lo son y como
consecuencia se tienen propiedades ópticas totales con amplitudes in-
dependientes de la concentración, cambiando únicamente la ubicación
del pico resonante en cada caso.

Finalmente se investigó el efecto de un campo eléctrico externo
aplicado en la dirección de crecimiento del sistema en el rango de
-20 a 20 kV/cm. En este caso, se reporta también toda la estruc-
tura electrónica en este rango, y se identifican las regiones de campo
eléctrico para los cuales se maximizan los elementos de matriz, cabe
mencionar que en este caso usamos la configuración de concentración
y separación entre pozos δ -dopados de impurezas que dan las mejores
respuestas ópticas, es decir, ℓp = 12 nm, NL

2d = 5.0× 1012 cm−2 y
NR

2d = 4.0× 1012 cm−2. Para esta configuración en particular se en-
cuentra que el máximo valor de |M10|2 corresponde al valor de 15
kV/cm, como se observa de la figura 16, que es cuando la función
de onda adquiere simetrı́a (ver figura 10 c). En contraste, el valor de
|M11−M00|2 vale cero en este valor del campo eléctrico, lo cual hace
que su corrección de tercer orden sea mucho mayor a la de los otros



210 K. A. Rodrı́guez-Magdaleno et al.

valores del campo eléctrico aplicado (5, 10, 20 kV/cm) donde el factor
|M11−M00|2 es distinto de cero y disminuye la corrección de tercer
orden. Este último análisis es de particular importancia puesto que
permite, por medio de un factor fı́sico externo, como lo es en este
caso un campo eléctrico estático, el sintonizar la localización del pico
resonante del coeficiente de absorción y modificar el valor del cambio
relativo del ı́ndice de refracción con relativa facilidad.

Finalmente debemos mencionar que este tipo sistemas permiten
transiciones ópticas que tienen potencial aplicación como fotodetec-
tores en el régimen del infrarrojo lejano, como lo propone original-
mente Ahn [19].
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Generalized Snell’s Law and the Optical
Absorption

M. J. Luévano Robledo, A. Enciso-Muñoz, and D. A.
Contreras-Solorio

Resumen

The Generalized Snell’s Law, which contains complex angles, is
used to treat the problem of propagation of electromagnetic waves
in media with absorption. A new refractive index, a new extinction
coefficient and a refractive index of the inhomogeneous plane waves
with constant phase are defined. These three properties depend on a
complicated way with the incident angle. The three properties are cal-
culated for a layer for the cases of silicon and aluminum. Also the
absorbance, transmittance and reflectance are calculated. The calcu-
lations are made using the transfer matrix method and can be used
for any multilayer system which contains dielectrics with absorption
and/or metals.

1 Introduction

We deal in this work with the question of absorption of electromag-
netic waves by matter. If we suppose that the absorption of a material
is negligible, the approach is simple using the usual Snell’s Law [1].
When there is absorption, the treatment is relatively simple for nor-
mal incidence of the electromagnetic waves on the material. In this
case a complex refractive index is used, where the imaginary part,
called the extinction coefficient, represents the absorption of the ma-
terial [2]. However, in the case of oblique incidence of the radiation
the approach is complicated because the so called Generalized Snell’s
Law must be used. Now due to the fact that the refractive index is com-
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plex, the angle of refraction is also complex. Consequently the theory
is much more difficult [3-8]. Supposing homogeneous plane waves in-
cident on the absorptive material, the refracted waves in the material
with absorption, with wave front having constant phase, are inhomo-
geneous plane waves because the amplitude is not constant. The wave
front farther from the interface has more attenuation. In this work we
explain how are redefined a new refractive index, a new extinction co-
efficient and a new angle of refraction for the inhomogeneous plane
waves. These three properties depend in a complicated way from the
angle of incidence. We calculate properties like the transmittance, re-
flectance and absorption for a layer made of several materials. We
also calculate the variation with the angle of incidence of the new re-
defined refractive index and extinction coefficient, as well as the angle
of refraction for the inhomogeneous plane waves. We made the cal-
culations by means of the transfer matrix, using scattering matrices D
and propagation matrices P.

2 Method

2.1 Generalized Snell’s Law

The theoretical treatment for the transmittance T and reflection R of
electromagnetic waves (EMW) in a multilayer system without absorp-
tion A is by using the usual Snell’s Law [1]

n0 sinθ0 = nsinθ (1)

where n0 is the refractive index of the medium where the EMW
comes from, θ0 the angle of incidence, n the refractive index of the
medium where the waves are transmitted or refracted and θ the angle
of refraction. On the other end, if there is absorption and the EMW are
incident perpendicularly on the interface, the treatment of absorption
is through a complex refractive index [2]

n̄ = n− ik (2)

being n the real ordinary refractive index, k the so called extinc-
tion coefficient, and i the imaginary unit. This coefficient takes into



Generalized Snell’s Law and the Optical Absorption 215

account the losses due to absorption. A bigger value indicates more
absorption. The bar over the letter indicates a complex quantity. When
there is oblique incidence on a material with absorption, the formal-
ism uses the Generalized Snell’s Law.

n0 sinθ0 = n̄sin θ̄ (3)

Now the angle of refraction is also complex

θ̄ = θ ′+ iθ ′′ (4)

The refracted plane waves are now inhomogeneous, the amplitude
of a front wave with constant phase is variable depending on the dis-
tance from the interface between the medium of incidence and the
refractive medium. The waves with constant amplitude are parallel to
the interface but its phase is not constant. The preceding is shown in
Fig. 1. A new generalized refractive index N is defined, as well as a
new generalized extinction coefficient K. These properties depend on
the angle of incidence θ0. Their values are given by the expressions

N2 =
K2

2

{(
n2− k2)+n2

0 sin2 θ0 +
[
4n2K2+

(
n2−k2−n2

0 sin2 θ0
)2
]1/2
}

=
1
2

{(
k2−n2)+n2

0 sin2 θ0 +
[
4n2K2+

(
n2− k2−n2

0 sin2 θ0
)2
]1/2
}
(5)

Likewise, a new angle of refraction α for the inhomogeneous plane
waves of constant phase is defined

sinα =
n0 sinθ0

N
(6)

This is a kind of a new Snell’s Law with the peculiarity that M
and K depend on the angle of incidence θ0. The properties N y K are
vectors whose meaning is illustrated also in Fig. 1, and also for the
angle α .
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2.2 Transfer matrix method

In general we consider a multilayer structure of N dielectric plane
layers perpendicular to the x axis. Each layer has width d j, electric
permittivity ε̄ j , and magnetic permeability µ̄ j . If we consider that
the layers have absorption, then the permittivity and permeability are
complex quantities. Each medium j is homogeneous and isotropic.
For each layer the complex refractive index n̄ j is given by

n̄ j =

√
ε̄ jµ̄ j

ε0µ0
(7)

Where ε0 y µ0 are, respectively, the permittivity and permeability
of vacuum. In equation (7) normal materials correspond to the posi-
tive sign of the real part of the refractive index, while the materials
with negative refraction known as metamaterials have negative real
refractive index. The negative index is consistent with the boundary
conditions for the electromagnetic fields when both the real parts of
ε̄ j and µ̄ j are simultaneously negative. We consider an EMW propa-
gating in plane xz from left to right in a medium with refractive index
n0.

The wave is incident making an angle θ0 with the normal to the
structure. At the right side of the structure, the wave propagates in a
lossless medium S called the substrate with refractive index ns. The
Generalized Snell’s Law is

n0 sinθ0 = n̄1 sin θ̄1 = . . . n̄ j sin θ̄ j . . .= nS sinθS (8)

Being θ̄ j the complex refractive angle in medium j. The electric
field in the medium of incidence, in the layers, and in the substrate,
can be written as

E(x) = E1 jeik jxx +E2 je−ik jxx (9)
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Fig. 1 Inhomogeneous plane waves of same phase refracted at an angle α . Illustration of the
vectors N and K. θ ′ is the usual angle of refraction with no absorption.

Where the first and the second term at the right side represent waves
traveling to the right and to the left, respectively. k jx is the x compo-
nent of the complex wave vector for medium j = 0,1, . . . ,N S. Con-
sidering that in the substrate the wave propagates only to the left, then
E2S = 0. The corresponding magnetic field can be found using the
Faraday’s Law.

The wave propagation from medium 0 to medium S through the
multilayer structure is described by[

E10
E20

]
=

[
M11 M12
M21 M22

]
·
[

E1S
0

]
(10)

Where the (2X2) transfer matrix is given by[
M11 M12
M21 M22

]
= D−1

0

[
M

∏
j=1

D j Pj D−1
j

]
DS (11)

D j is called the dynamical or transmission matrix, and arises from
the continuity conditions on the electric and magnetic fields in the
interface between j− 1 and j . Pj is the kinematical o propagation
matrix inside the layer j . Their forms are
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DT E
j =

[
1 1

cos θ̄ j
Z̄ j
−cos θ̄ j

Z̄ j

]
,

DT M
j =

[
cos θ̄ j cos θ̄ j

1
Z̄ j

− 1
Z̄ j

]
(12)

Pj =

[
eik̄ jd j cos θ̄ 0

0 e−ik̄ jd j cos θ̄

]
(13)

The two different polarizations are indicated: electric transverse T E
and magnetic transverse T M. Z̄ j is the wave impedance, given by

Z̄ j =

√
µ̄ j

ε̄ j
(14)

The transmittance T is given by the ratio of the Poynting power
flow of the transmitted wave to that of the incident wave, and is given
in terms of the transfer matrix by

T =
Z0 cosθs

Zs cosθ0

∣∣∣∣ 1
M11

∣∣∣∣2 (15)

The reflectance R is defined as the ratio of the Poynting power flow
of the reflected wave by the structure to that of the incident wave. It is
given by

R =

∣∣∣∣M21

M11

∣∣∣∣2 (16)

By energy conservation, the sum of the transmittance, the reflectance
and the absorption has to be the unity. The n the expression for the ab-
sorbance A is given by the expression

A = 1−R−T (17)
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3 Results and discussion

We present results for a typical semiconductor as silicon and for an
ordinary metal as aluminum. The absorbance for a material depends
of the frequency or wave lenght of the radiation.

We show in Fig. 2 the dependence on θ0 for the difference between
the generalized refractive index N and the usual constant refractive
index n for three wave lenghts λ =280, 320 and 550 nm.

Fig. 2 Plots of the difference N−n for silicon as a function of the incident angle for wavelengths
λ= 280, 320 and 550 nm .

The first two wave lengths belong to the ultraviolet and the third
one is at the middle of the visible spectrum where the absorption for
silicon is lesser. This last wave length corresponds to a yellow-green
color. For the different wave lengths, the respective values of n are
3.052, 5.102 y 4.077. While the respective values for k are 5.258,
3.269 and 0.028. We see clearly in the figure the variation of N with
the angle of incidence. The variation with the angle of incidence is
stronger when there is more absorption, that is, when the extinction
coefficient k is larger.
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Fig. 3 Plots of the difference K− k for silicon as a function of the incident angle θ0 for the wave-
lenghts λ=280, 320 and 550 nm.

Fig. 4 Angle of refraction α of inhomogeneous plane waves as a function of the angle of incidence
for silicon at λ = 280 nm for absorption with k = 5.258. It is also plotted the ordinary angle of
refraction θ ′ assuming no absorption, that is, k = 0.

Fig. 3 presents also for silicon the dependence with θ0 for the differ-
ence between the generalized extinction coefficient K and the ordinary
constant extinction coefficient for the same three wave lengths. Simi-
larly to Fig. 2, the coefficient K has a more intense dependence on θ0
when there is more absorption.
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Fig. 5 Angle of refraction α of inhomogeneous plane waves as a function of the angle of incidence
for aluminum at λ = 550 nm for absorption with k = 6.627, n= 1.015. It is also plotted the ordinary
angle of refraction θ0 assuming no absorption, that is, k = 0.

Fig. 6 Absorbance A as a function of the angle of incidence θ0 for silicon at λ = 550 nm. The
curves for both polarizations T E an T M are shown.
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Fig. 7 Reflectance R as a function of the angle of incidence θ0 for silicon at λ = 550 nm. The
curves for both polarizations T E an T M are shown.

Fig. 4 shows for silicon the variation with θ0 for the angle of re-
fraction α of the inhomogeneous waves for λ = 280 nm. We compare
this curve with that obtained with k = 0, that is, supposing that there
is no absorption, which it corresponds to the usual Snell’s Law. Fig. 5
shows similarly the variation of α with θ0 for aluminum with λ = 550
nm. In this case we have n = 1.015 and k = 6.627. The value of k is
large, there is much absorption and consequently α differs apprecia-
bly from the usual angle of refraction without absorption, with k = 0.
Fig. 6 exhibits the variation with θ0 of the absorbance A for a layer of
silicon of one micron using radiation of λ = 550 nm.

Curves for both polarizations T E y T M are shown. Fig. 7 presents
the reflectance for the same preceding data and Fig. 8 for the transmit-
tance. The minimum for the reflectance at approximately 77o indicates
the Brewsters angle. Also, Figs. 9 and 10 show the absorbance and re-
flectance for a one micron layer of aluminum at the same λ = 550
nm. For this value there is a large value of k, much absorption for alu-
minum for that wave length, and this causes the radiation can hardly
penetrate the layer, so, there is large reflectance. This causes a practi-
cally zero transmittance and it does not deserve to present that figure.
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Fig. 8 Transmission T as a function of the angle of incidence θ0 for silicon at λ = 550 nm. The
curves for both polarizations T E and T M are shown.

Fig. 9 Absorbance A as a function of the angle of incidence θ0 for aluminum at λ = 550 nm. The
curves for both polarizations T E an T M are shown.
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Fig. 10 Reflectance R as a function of the angle of incidence θ0 for aluminum at λ = 550 nm. The
curves for both polarizations T E an T M are shown.

Fig. 11 Dependence with the layer width of the transmittance for normal incidence at λ = 550 nm
for Si.

Fig. 11 presents the dependence on the layer width for the trans-
mission at λ = 550 nm at normal incidence for Si. At this wavelength
the extinction coefficient has a low value. The curve presents peaks
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of maxima and minima which are due to events of constructive and
destructive interference, respectively. The separation d between max-
ima or minima are given by d = λ/2n which is approximately 67 nm.
Fig. 12 also presents the transmission using the preceding data but at
oblique incidence at 450 for both polarizations.

Fig. 12 Dependence with the layer width of the transmittance for Si at λ = 550 nm. Oblique
incidence at 45o. The two polarizations T E and T M are shown.

Fig. 13 shows the transmission as a function of the layer width
for aluminum at λ = 550 nm. The curves for normal incidence and
oblique incidence at 450 for both polarizations T E and T M are shown.
In this case, for Fig. 13, the peaks of maxima or minima should be
separated approximately by 225 nm but the extinction coefficient has
a very large value and the wave is strongly attenuated at much shorter
distance. This causes that peaks of interference are not present. Figs.
11 to 13 are related to the skin depth in materials.
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Fig. 13 Dependence with the layer width of the transmittance for Si at λ = 550 nm. The curves
for both polarizations T E an T M are shown.

4 Conclusions

It was calculated and presented in a unprecedented way the depen-
dence of the refraction angle α of the electromagnetic inhomogeneous
plane waves in materials with absorption. It was shown how the devi-
ation of this angle with respect to the ordinary angle θ of refraction
with no absorption is noticeable only in materials with much absorp-
tion. It would be interesting to design experiments in order to measure
α , altough this would be very difficult due to the very limited penetra-
tion of the radiation in very absorbent materials. Also, the absorbance,
reflectance and absorbance was calculated for a typical semiconduc-
tor and for a metal, with normal and oblique incidence of the radiation
for both polarizations T E and T M. On the other hand, the calculations
were made for a layer, but the method can be easily generalized for
any number and any kind of layers, be dielectrics or metals, with pos-
itive or negative refractive index
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Propagación de Electrones de Dirac en
Estructuras Multicapas Fibonacci

H. Garcı́a-Cervantes, J. Madrigal-Melchor, J. C. Martı́nez-Orozco e
I. Rodrı́guez-Vargas.1

Resumen

Se estudian las propiedades de transmisión y transporte para sis-
temas cuasirregulares multicapas en grafeno. En particular, se analiza
la probabilidad de transmisión (transmitancia) y la conductancia en el
régimen lineal para estructuras cuasirregulares construidas siguiendo
las reglas de sustitución de la secuencia de Fibonacci, g(A) = AB y
g(B) = A. En nuestro caso A y B representan regiones con y sin bar-
rera de potencial. Especı́ficamente, se consideran dos sistemas: 1) la
barrera de potencial es generada por medio de potencial electrostático
aplicado perpendicularmente a la sábana de grafeno, y 2) la barrera de
potencial es obtenida a través de sustratos que interaccionan fuerte-
mente, sustratos que rompen la simetrı́a del grafeno, con la monocapa
de grafeno. Dentro de las peculiaridades que acarrean los sistemas
mencionados se encuentran la no masividad de los electrones de Dirac
y la presencia del tunelamiento de Klein para el primero de ellos (Bar-
reras Electrostáticas), y la apertura de brecha de energı́a prohibida o
gap, la masividad de los electrones de Dirac y la supresión del efecto
Klein en el segundo de ellos (Barreras con Sustratos). Estos sistemas,
se han considerado con la finalidad de desentrañar el rol que juega el
efecto o tunelamiento de Klein sobre las propiedades arriba citadas.
Igualmente, se incluye la probabilidad de transmisión y conductancia
para el caso periódico con el objetivo de resaltar de forma compara-
tiva el efecto de la cuasirregularidad. Cabe mencionar que este estudio

1Unidad Académica de Fı́sica, Universidad Autónoma de Zacatecas, Calzada Solidaridad esquina
con Paseo la Bufa, S/N. C.P. 98060. Zacatecas, Zac. México.
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teórico esta enmarcado dentro del contexto del método de matriz de
transferencia, el cual permite con relativa facilidad estudiar la trans-
misión y el transporte, ası́ como analizar los parámetros más impor-
tantes en estos sistemas: anchos de las regiones de pozo (B) y barrera
(A), y el número de generación de la secuencia de Fibonacci.

En general, se obtiene que: la transmisión y conductancia para bar-
reras electrostáticas presentan una asimetrı́a respecto a la energı́a de
los electrones de Dirac la cual no esta presente en el caso de barreras
con sustratos; el efecto principal de la cuasirregularidad, aumento en
la generación de la secuencia de Fibonacci, es la fragmentación de
las bandas de transmisión y la reducción de los picos presentes en
la conductancia con respecto al caso periódico; la transmitancia y la
conductancia se ven fuertemente reducidas al aumentar el tamaño de
la estructura para el caso de electrones de Dirac masivos (barreras
generadas por sustratos) contrario a los electrones sin masa, donde
ambas propiedades se mantiene independientemente del tamaño de
la estructura. En lo particular, se obtiene que la distribución angu-
lar de la probabilidad de transmisión, esto es, la transmitancia como
función del ángulo de incidencia para energı́a fija, presenta un com-
portamiento muy distinto para electrones sin masa con respecto al
caso masivo, ya que el ancho del pozo, el ancho de la barrera ası́ como
el número de generación no tienen un efecto importante sobre esta,
siendo el tunelamiento de Klein (transmisión perfecta a incidencia
normal) y el efecto de colimación (preferencia por ángulos pequeños)
los dominantes en este caso. Igualmente, la asimetrı́a presentada en
las propiedades de transmisión y transporte para el sistema con bar-
reras electrostáticas se puede entender dado que el potencial aplicado
únicamente genera barrera para electrones o huecos según sea la po-
laridad, mientras que para el caso de sustratos la brecha prohibida
generada da como resultado barreras tanto para electrones como para
huecos.

En el caso de la conductancia ésta muestra fragmentación asoci-
ada a las estructuras Fibonacci. Sin embargo, para saber con toda
precisión cómo se distribuye y fragmentan los picos asociados a la
misma es necesario el cálculo de estados acotados, o en otras palabras
la dinámica de formación y fragmentanción de minibandas, ya que la
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apertura y apertura-oclusión de canales de conducción determinan los
picos de conductancia [1].

Propagation of Dirac electrons in Fibonacci multilayer
structures

Abstract

We study the transmission and transport properties of quasiregu-
lar graphene-based structures. In particular, we analyze the probabil-
ity of transmission (transmittance) and conductance in structures con-
structed following the substitution rules of the Fibonacci sequence,
g(A) = AB and g(B) = A. In our case A and B represent regions with
and without potential barrier. Specifically, two systems are consid-
ered: 1) the potential barrier is generated through electrostatic poten-
tial applied perpendicular to the graphene sheet, and 2) the potential
barrier is obtained through substrates that break the symmetry of the
graphene sheet. Among the peculiarities that are carried by mentioned
systems are the not massive Dirac electrons and the presence of Klein
tunneling for the first one (Electrostatic Barriers), and the opening of
forbidden energy gap or bandgap, the massiveness of the Dirac elec-
trons, the suppression of the Klein effect in the second of them (Barri-
ers with Substrates). These systems have been considered in order to
unravel the role played by the Klein tunneling effect of the properties
mentioned above. Likewise, we includes the transmission probability
and conductance of the periodic case in order to highlight compar-
atively the quasiperiodicity. Note that this theoretical study is carrier
out within the context of the transfer matrix method, which allows eas-
ily to study the transmission and conductance, and analyze the most
important parameters in these systems: widths of the well and barrier
regions, and the generation number of the Fibonacci sequence.

In general, we obtain: the trasmission and conductance for electro-
static barriers have an asymmetry relative to the energy of the elec-
trons, which is not present in the case of substrate barriers, the main
effect quasiperiodicity, is the fragmentation of the transmission bands
and a reduction of the peaks present in the conductance with respect
to the periodic case, the transmittance and conductivity are greatly
reduced by increasing the size of the structure for the case massive
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Dirac electrons (substrate barriers), in contrast massless electrons for
both properties are maintained independently of the size of the struc-
ture.

In particular, we find that the angular distribution of the transmit-
tance as a function of angle of incidence for fixed energy behaves very
different for massless electrons with respect the massive case, because
the width of the well, the width of the barrier and the number of gen-
eration do not have a significant effect on this, being the Klein tun-
neling (perfect transmission at normal incidence) and the collimation
effect (preference for small angles) dominant in this case. Also, the
asymmetry introduced in the transmission and transport properties for
electrostatic barriers can be understood as the applied potential only
generates barriers for electrons or holes depending on the polarity,
while for the case of substrates there are barriers for both electrons
and holes.

In the case of the conductance, it shown fragmentation associated
to the Fibonacci structure. However, in order to know precisely how
the peaks of the conductance are fragmented ans distributed it is nec-
essary to calculate the bound state, or in other words the dynamic
of formation and fragmentation of minibands, since the opening and
opening-closure of minibands determine the location of the conduc-
tance peaks [1].

1 Introducción

El grafeno es un material bidimensional compuesto por átomos de
carbono empaquetados en una red hexagonal en forma de panal de
un átomo de espesor [1-3]. El interés por este material a base de
carbono proviene de las propiedades inusuales que se presenta, tales
como la movilidad intrı́nseca, conductividad térmica, flexibilidad, re-
sistencia y rigidez, que dan lugar a aplicaciones de dispositivos [4].
Todas estas nuevas propiedades y posibles avances tecnológicos se
basan en la ausencia de brecha prohibida con la relación de dispersión
lineal de grafeno [5, 6], E = ±h̄vFk. En particular, los resultados
de tunelamiento Klein de supresión de retrodispersión debido a la
conservación del pseudo-espı́n [7, 8]. Por otra parte, es bien sabido
que el orden periódica y aperiódica aparece en múltiples aspectos
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de la naturaleza, ası́ como ambos órdenes pueden ser explotados tec-
nológicamente [9].

La modulación periódica era el instrumento para dar a conocer los
efectos cuánticos en estructuras artificiales semiconductoras [10, 11],
dando lugar a lo que más tarde fue conocido como superred de semi-
conductores. Entre las propiedades más importantes de superredes en
semiconductores podemos encontrar efectos excitónicos, minibanda
de transporte, localización de Wannier-Stark, oscilaciones de Bloch,
tunelamiento resonante y dominios de campo eléctrico. La mayorı́a de
estas propiedades se basan en la estructura de minibandas o dispersión
de minibandas presentado en superredes semiconductoras [10, 11]. En
el caso de orden aperiódica resulta que era la respuesta a los cristales
inesperados o cuasicristales.

Las estructuras aperiódicas o cuasiregulares pueden ser obtenidas
sin un patrón conteniendo dos elementos que se repiten con diferentes
perı́odos, y la relación de esos perı́odos es irracional. De esta man-
era, estos patrones pueden evadir las prohibiciones de ciertas simetrı́as
rotacionales. También se mostró que estas estructuras podrı́an ser pro-
ducidas usando las mismas técnicas utilizadas para los cristales re-
gulares. Entre las caracterı́sticas peculiares de las estructuras cuasi-
periódicas podemos mencionar los espectros electrónicos altamente
fragmentados, que dan lugar a la autosimilaridad, la criticalidad y la
fractalidad [12]. Es importante mencionar que estas caracterı́sticas son
más que peculiares, ya que pueden afectar a las propiedades ópticas,
electrónicas y de transporte de los dispositivos basados en semicon-
ductores [9].

En resumen, aperiodicidad o cuasi-periodicidad se pueden utilizar
como un mecanismo adicional para modular las propiedades funda-
mentales de estructuras basadas en semiconductores, y en consecuen-
cia la ampliación de sus posibilidades de aplicaciones tecnológicas.
Por lo tanto, teniendo en cuenta la importancia de las modulaciones
periódicas y aperiódica, tanto desde el punto de vista fundamentales
y tecnológicos, parece natural que sean una extensión para cualquier
nuevo material. Al respecto, el grafeno no es la excepción, poco de-
spués de su descubrimiento se ha sometido a una intensa investi-
gación, en particular con respecto a la forma en que sus propieda-
des fundamentales se modifican bajo la influencia de una modulación
periódica [13-19].
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Existen diferentes mecanismos o efectos propuestos para modular
el grafeno en forma periódica, entre ellos podemos mencionar a: cam-
pos eléctricos y magnéticos, ruptura de simetrı́a con sustratos, tensión,
hidrogenación y desorden. Superred de grafeno (GSL, por sus siglas
en inglés) es el término utilizado para referirse a grafeno bajo una
modulación periódica, independientemente del mecanismo usado para
generar el patrón periódico. Los efectos producidos por una modu-
lación periódica en el grafeno son muy diferentes a lo que estamos
acostumbrados a ver en los semiconductores tradicionales. En primer
lugar, el patrón periódico crea conos de Dirac adicionales en la dis-
persión de energı́a de grafeno. En segundo lugar, la propagación de
los portadores de carga a través de GSL es altamente anisotrópica, y
en algunos casos los resultados en las velocidades de transporte están
disminuidas a cero en una dirección y no se ha modificado en otro. La
densidad y el tipo de especies portadoras también es bastante sensible
a la configuración periódica considerado. En tercer lugar, mediante el
cambio de los parámetros de la estructura de GSL (barreras y pozos
de potencial, periodo del potencial y número de onda transversal) la
conductividad promediada puede ser controlada fácilmente. Por otro
lado, en los últimos años el interés en la modulación aperiódica en
el grafeno está aumentando [20-24]. Todos estos estudios se centran
principalmente en la monocapa de grafeno, y el mecanismo preferido
para crear el patrón de cuasiperiódico ha sido el campo electrostático
[21-24].

Hasta ahora, los modelos cuasiperiódicas estudiados en el grafeno
han sido: Cantor [20-23], Fibonacci [21-23], Thue-Morse [25, 26] y
Periodo-Doble (Period Doubling) [24]. Una de las caracterı́sticas más
notables de los patrones cuasiperiodicos en el grafeno, independien-
temente de la secuencia de cuasiperiodicidad usada, es una brecha
prohibida cero asociado a un inusual punto de Dirac. Además, esta
brecha especial es robusta frente a los ángulos de incidencia y las con-
stantes reticulares, y también tiene un gran efecto en la transmisión
y la conductancia. Por lo tanto, los patrones cuasiperiódicos en el
grafeno pueden enriquecer y facilitar el desarrollo de la electrónica
basada en el grafeno. Como podemos corroborar los patrones an-
teriores (periódico y aperiódico) en el grafeno han sido objeto de
una intensa investigación, sin embargo, hay algunas cuestiones que
por lo que podemos ver no se explican del todo. En concreto, no
hemos encontrado una explicación clara y concisa sobre cómo mod-
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ular periódica y cuasiperiódicamente en grafeno los efectos de os-
cilación natural de la conductancia.

Dentro de este contexto, el objetivo del presente trabajo es abordar
las principales diferencias entre los sistemas, periódicas y aperiódicas
en el grafeno. En concreto, se comparan las propiedades de trans-
misión, el transporte y la estructura electrónica de los sistemas men-
cionados en las barreras que las constituyen son de carácter elec-
trostático y ruptura de simetrı́a con sustratos. Consideramos este
tipo de barreras, ya que son opuestas, una en la que se presenta
tunelamiento de Klein (caso electrostático) y la otra en la que se
descartó (caso sustrato). Siguiendo las lı́neas de nuestro trabajo pre-
vio [27], la principal preocupación de este estudio es averiguar cómo
modular periódica y aperiódicamente los efectos intrinsecos en la nat-
uraleza oscilatoria de la conductancia en el régimen lineal en grafeno
y cómo estas oscilaciones están relacionadas con la estructura de nive-
les de energı́a, y cuál es el papel desempeñado por tunelamiento de
Klein.

1.1 Barreras electrostáticas en grafeno

En los dispositivos basados en semiconductores es bien conocido
que el efecto del campo eléctrico juega un papel fundamental debido
a su capacidad para modular, de una manera muy simple, la opto-
electrónica y las propiedades de transporte. Esto es posible debido al
avance y la sofisticación del crecimiento de técnicas de deposición,
especı́ficamente a la deposición de los contactos metálicos en estruc-
turas de semiconductores o en otras palabras, que se conoce como
contacto de metal-semiconductor. El grafeno no es la excepción a este
respecto, a pesar de su configuración intrı́nseca de dos dimensiones.
Un dispositivo basado en grafeno consiste en una hoja de grafeno situ-
ada sobre un sustrato que no rompe la simetrı́a como el SiO2, una
puerta trasera (junto con el dopaje del substrato) se utiliza para con-
trolar la energı́a de Fermi de los electrones de Dirac, una puerta en la
parte superior suspendida una cierta distancia de la hoja de grafeno se
utiliza para controlar la anchura y la altura de la barrera electrostática
y finalmente, dos cables conectados a la izquierda y derecha de la
hoja de grafeno. Esta es una configuración tı́pica para dispositivos
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electrónicos de transporte o el transporte magnetoelectrónico si se
aplica un campo magnético perpendicular a la hoja de grafeno. Es im-
portante mencionar que este dispositivo ha sido el elemento esencial
para dar a conocer las propiedades fundamentales de la monocapa,
bicapa y tricapa en grafeno [28].

Desde una perspectiva teórica un campo perpendicular electrostático
puede tenerse en cuenta directamente debido a que el efecto princi-
pal de la misma es un desplazamiento de los conos de Dirac propor-
cionales a la intensidad de campo. Este cambio se puede obtener a
través de la ecuación de Dirac sin masa.

[vF(σ · p)+V (x)]ψ(x,y) = Eψ(x,y), (1)

donde σ es el vector dado por las matrices de Pauli σ = (σx,σy), p =
(px, py) es el operador momento en el plano, V (x) =V0 es el potencial
unidimensional a lo largo de la dirección x y ψ(x,y) representa la
función bi-espinor. Esta ecuación puede ser fácilmente resuelta dando
la siguiente relación de dispersión:

E−V0 =±h̄vFq, (2)

donde vF es la velocidad de Fermi de los electrones de Dirac en
grafeno (vF = c

300 ), q es el vector de onda en dos dimensiones, y ±
estados electrones y huecos, respectivamente. Las funciones de onda
correspondientes, normalizando a el área de la hoja de grafeno, puede
ser escrita como:

ψ± =
1√
2

(
1

v±

)
e±iqxx+iqyy, (3)

con qx y qy las componentes del vector de onda q en dos dimensiones
dado por la ecuación (2). Los coeficientes v± son dados por:

v± =
h̄vF(±qx + iqy)

E−Vo
. (4)

Tenemos que mencionar que las barreras electrostáticas en grafeno
remarcan el tunelamiento de Klein y colimación como resultado de
la preservación de la estructura de los cono Dirac bajo los efectos del
campo electrostático [7, 8].
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1.2 Rompimiento de simetrı́a en grafeno usando sustratos

Al igual que el efecto del campo eléctrico, los sustratos se han con-
vertido en la piedra angular de la era de la microelectrónica y la na-
noelectrónica. Una oblea de silicio era la respuesta a labrarse e inter-
conectar a millones y millones de transistores [29]. Los sustratos son
también un elemento básico en las técnicas actuales de crecimiento,
siendo fundamentales para obtener las estructuras de semiconductores
cuánticos en los que se basan las aplicaciones electrónicas y opto-
electrónicas de vanguardia.

A este respecto los sustratos en el grafeno no son la excepción, ya
que pueden abrir una brecha prohibida de energı́a, ası́ como cambiar la
forma de la relación de dispersión [30]. En particular, se informa ex-
perimentalmente que el grafeno crecido en carburo de silicio, también
conocido como grafeno epitaxial, muestra una brecha prohibida de-
bido a la no despreciable interacción entre grafeno y el sustrato SiC,
lo que resulta en una ruptura de la simetrı́a de la red hexagonal en
forma de panal de grafeno. Desde un punto de vista teórico esto puede
ser tratado a través de la siguiente ecuación de Dirac,

[vF(σ · p)+ t
′
σz]ψ(x,y) = Eψ(x,y), (5)

donde t
′
= mv2

F es el término de masa y σz es la componente z de vec-
tor de la matriz de Pauli. Como en el caso de campo electrostático, esta
ecuación puede resolverse dando la relación de dispersión parábolica;

E =±
√

h̄2v2
Fq2 + t ′2, (6)

donde t
′
es proporcional a la brecha prohibida, Eg = 2t

′
.

Es importante mencionar que en este caso el número de capas de
grafeno puede controlar el intervalo de banda. En particular, se in-
forma de una banda prohibida de 0.26 eV, 0.14 eV y 0.066 eV para
monocapa, bicapa y tricapa en grafeno, respectivamente. A partir de
ahora, t

′
será 0,13 eV ya que este trabajo trata de grafeno mono-

capa. Las funciones de onda asociados mantienen la misma forma
matemática como en el caso de grafeno sometido a campo elec-
trostático, pero ahora los coeficientes del biespinor vienen como,
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v± =
E− t

′

h̄vF(±qx− iqy)
. (7)

Como comentario final de esta sección, es importante mencionar que,
debido a la apertura de banda prohibida inducido por el sustrato, can-
tidades tales como pseudo-giro no se conservan y, por consiguiente el
tunelamiento de Klein se descarta [27].

2 Metodologı́a

Como ya hemos mencionado en las secciones de estructuras multi-
barrera precedentes en el grafeno puede ser obtenido a través de dife-
rentes mecanismos o efectos externos. Desde un punto de vista teórico
(con independencia del efecto externo que se utiliza para crear las bar-
reras) las propiedades de transmisión, transporte y estructura de nivel
se puede conseguir fácilmente a travás del bien conocido método de
matriz de transferencia [31]. Considerando una estructura multibar-
rera arbitraria como la de la figura 1, en la cual se muestra cada inter-
faz de propagación. Teniendo en cuenta la conservación del momento

Fig. 1 Sistema multibarreras.

transversal, qy = ky, la condición de continuidad de la función de onda
en las diferentes interfaces a lo largo de la dirección de propagación
(coordenada x), podemos obtener una relación entre los coeficientes
de las funciones de onda de avance y retroceso de la región semi-
infinita izquierda A0 y B0 y la función de onda hacia adelante de la
región semi-infinita derecha AN+1 y BN+1 (fig. 1), a través de la ma-
triz de transferencia como:(

A0
B0

)
= M

(
AN+1

0

)
, (8)



Transmisión y Transporte en grafeno. 239

donde la matriz de transferencia esta dada por,

M = D−1
0

(
N

∏
j=1

D jPjD−1
j

)
, (9)

y definida a través de las matrices dinámicas D j y de propagación Pj,

D j =

(
1 1

v+ j v− j

)
, (10)

y

Pj =

(
e−iqx, jd j 0

0 eiqx, jd j

)
, (11)

aquı́ j = 1,2, · · ·N,qx, j y d j es la componente x del vector de onda y
el ancho de la región j el cual puede ser barrera o pozo dependiendo
de la estructura multibarrera especifica, y D0 es la matriz dinámica de
la región semi-infinita de izquierda a derecha, en nuestro modelo son
las mismas. Conociendo la matriz de tranferencia podemos calcular
fácilmente la probabilidad de transmisión,

T = |AN+1

A0
|= 1
|M11|2

, (12)

con M11 es el elemento (1,1) de la matriz de tranferencia. La prob-
abilidad de transmisión nos permite calcular la conductancia en el
régimen lineal de forma directa a través del formalismo de Landauer-
Büttiker [32],

G(EF) =
2e2

h

∫ EF
h̄vF

− EF
h̄vF

T (EF ,ky)
dky

2π/Ly
, (13)

donde Ly es el tamaño del sistema en la dirección transversal y se
supone grande en comparación con el tamaño del sistema en la di-
rección de propagación Lx y EF la energı́a de Fermi de los electrones
de Dirac. La conductancia se puede escribir como el promedio angu-
lar de la probabilidad de transmisión cambiando ky por θ a través de
la relación ky =

EF
h̄vF

sinθ ,

G(EF) =
2e2LyEy

h2vF

∫ π
2

− π
2

T (EF ,θ)cosθdθ , (14)
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y normalizando EF para la energı́a del alto de la barrera E∗F = EF
E0

,

G(E∗F)
G0

= E∗F

∫ π
2

− π
2

T (E∗F ,θ)cosθdθ , (15)

con G0 =
2e2LyE0

h2vF
la conductancia en el régimen lineal inicial.

Por último, el espectro de los estados acotados se calcula cambiando
las condiciones a la frontera abiertas fig. 2 a), a condiciones a la fron-
tera de pared-dura fig. 2 b), esto es, los anchos de la primer y la
última barrera de las estructuras multiples son extendidas a infinito.
Del mismo modo, tenemos que se requiere un vector de onda imag-

Fig. 2 a) Condiciones a la frontera abiertas. b) Condiciones a la frontera duras.

inario puro para las regiones de barrera semi-infinita, lo que resulta
en una ecuación trascendental entre la energı́a y el vector de onda
transversal de electrones de Dirac como,

MBS
11 (E,ky;qx→ iαx) = 0, (16)

donde qx es el vector de onda a lo largo de la coordenada x y cambiará
de acuerdo con el mecanismo especı́fico para generar las barreras, las
ecuaciones. (6) y (7). MBS está dada por,

MBS = D−1
1

(
N−1

∏
l=2

DlPlD−1
l

)
D1, (17)

aquı́ el superı́ndice BS se ha utilizado para diferenciar esta matriz de
transferencia (17) con respecto a la matriz de transferencia de condi-
ciones a la frontera abiertas, ecuación ( 9).
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3 Resultados

El interés principal de este trabajo es averiguar los efectos de cuasir-
regularidad en grafeno. Ası́ como, la diferencia entre estructuras ma-
sivas (sin tunelamiento de Klein) y sin masa (con efecto Klein).
También haremos un análisis comparativo de las propiedades de trans-
misión, transporte y estructura electrónica para SBGS (estructura de
grafeno en barreras de sustratos) y EBGS (estructura de grafeno en
barreras electrostáticas), en sistemas que siguen una secuencia de bar-
reras periódicas y aperiódicas.

3.1 Probabilidad de Transmisión

Presentaremos la transmitancia al variar la generación 3, 5 y 7 de la
secuencia de Fibonacci. Aquı́ tenemos un ángulo de incidencia fijo,
variamos la energı́a de incidencia del electrón.

En la figura 3 se muestra la transmitancia respecto de la energı́a,
con los dos ángulos de incidencia fijos 0◦ y 30◦, manteniendo el an-
cho de los pozos y barreras fijos dA = 50a = dB, donde a representa
la distancia carbono-carbono en grafeno. Para las generaciones 3, 5 y
7 según la secuencia de Fibonacci.
Como se puede observar en esta gráfica se tiene una gran simetrı́a
para electrones y huecos, las ventanas de transmisión no dependen
del ángulo de incidencia, para SBGS tanto para sistemas periódicos
como para aperiódicos, al aumentar la generación las bandas son más
definidas para el sistema periódico, el sistema cuasirregular fragmenta
las bandas, disminuyendo las ventanas de transmisión y suavizando la
curva.
Contrario lo que pasa en EBGS, ya que existe una asimetrı́a muy clara
para electrones y huecos, este caso es muy sensible al ángulo de in-
cidencia, siempre para 0◦ la transmitancia es perfecta igual a 1 esta
transmisión se conserva independiente de la generación, entonces la
tomamos como referencia, a incidencia de 30◦ se presentan ventanas
de transmisión diferente de 1 tanto para sistemas periódicos como
aperiódicos y nuevamente el sistema cuasirregular fragmenta las ban-
das. Esta asimetrı́a se debe a la asimetrı́a natural entre electrones y
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Fig. 3 Transmitancia vs Energı́a, usando sistemas periódicos y aperiódicos, con SBGS y EBGS,
manteniendo ángulos de incidencia fijos de 0◦ y 30◦, para ancho de los pozos y las barreras dA =
50a = dB y generaciones 3, 5 y 7 según la secuencia de Fibonacci.

huecos dado el potencial considerado. Sin embargo al variar la gen-
eración la perturbación se manifiesta también para huecos a pesar de
no tener barrera para ellos. Cabe mencionar que para los dos sistemas
al aumentar la generación los anchos de las bandas se conservan tanto
para periódico como cuasirregular.

3.2 Distribución angular de la probabilidad de transmisión

En este apartado mostraremos la probabilidad de transmisión variando
nuevamente la generación, pero ahora variamos el ángulo de inciden-
cia de −π

2 a π
2 , manteniendo fija la energı́a de incidencia del electrón
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Ei = 0,1 eV.

Fig. 4 Transmitancia vs ángulo, usando sistemas periódicos y aperiódicos con SBGS y EBGS,
manteniendo los anchos de los pozos y las barreras fijos dB = 50a = dA, para generaciones de 3,
5 y 7 según la secuencia de Fibonacci, variando los ángulos de incidencia de − π

2 a π
2 .

Se ha tomado una gráfica en coordenadas polares para ilustrarnos
como se comporta la transmitancia respecto del ángulo de inciden-
cia, 4 . Como podemos observar al variar la generación se obtienen
ventanas de transmisión para los dos casos, en SBGS al aumentar
la generación se forman bandas en el sistema periódico, el sistema
cuasirregular fragmenta las bandas obteniendo sólo algunas ventanas
de transmisión. Para EBGS el sistema cuasirregular también frag-
menta las bandas al aumentar la generación. Aquı́ aparece el efecto
de colimación [28], preferencia por ángulos pequeños.

3.3 Contornos de transmisión

En esta sección mostramos los contornos de transmisión con la fi-
nalidad de tener una imagen más completa de la transmitancia como
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función de la energı́a y el ángulo de incidencia, los cuales son nor-
malizados a E0 = 0.13 eV y θ0 = π

2 respectivamente. En las sigu-
ientes gráficas el primer renglón corresponde a un sistema periódico
y el segundo a uno cuasirregular que cumple con la secuencia de Fi-
bonacci, tanto para SBGS como para EBGS. El color negro corres-
ponde a transmitancia cero y el rojo a transmitancia uno. Tendremos
la variación de la generación, manteniendo el ancho de los pozos y las
barreras fijos.

Fig. 5 Transmitancia vs energı́a y ángulo, para la generación 3, con sistemas periódicos y
aperiódicos que siguen la secuencia de Fibonacci, con SBGS y EBGS, manteniendo fijos el ancho
de los pozos y las barreras dB = 50a = dA.

Cabe señalar que en la figura 5 sólo mostramos dos contornos
puesto que el sistema cuasirregular coincide con el periódico con dos
barreras cada uno, aquı́ tenemos la transmitancia respecto de la en-
ergı́a y ángulo de incidencia, manteniendo fijos los anchos de los po-
zos y las barreras dA=50a=dB, para una generación 3 según la secuen-
cia de Fibonacci.

Podemos ver grandes diferencias en las propiedades de tranmisión
de SBGS y EBGS. Por un lado SBGS muestra un contorno de trans-
mitancia simétrico entre electrones y huecos, ası́ mismo, regiones
de transmisión en forma semicircular. Para la estructura simétrica
se pueden observar ventanas de transmisión en rangos de energı́a
pequeña rodeados de transmitancia muy baja. Por otro lado EBGS
presenta un contorno muy diferente, en el cual se puede ver clara-
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mente que se tiene transmisión perfecta en todo el rango de energı́a
para incidencia normal y ángulos de incidencia pequeños, esto se debe
al tunelamiento de Klein y efecto de colimación [8, 28]. Igualmente se
presenta una redistribución de las caracterı́sticas de transmisión para
huecos, aun y cuando no existan barreras para ellos.

Fig. 6 Transmitancia vs energı́a y ángulo, para la generación 5, con sistemas periódicos (primer
renglón) y aperiódicos (segundo renglón) que siguen la secuencia de Fibonacci, con SBGS y
EBGS, manteniendo fijos el ancho de los pozos y las barreras dB = 50a = dA.

Ahora tenemos la generación 5, con los mismo datos que la figura 5.
Nuevamente tenemos grandes diferencias en las propiedades de tran-
misión de SBGS y EBGS, puesto que tenemos un número mayor
de pozos y barreras lo cual hace que la transmitancia se reduzca en
los dos sistemas. En SBGS se muestra un contorno de transmitan-
cia simétrico entre electrones y huecos, ası́ como regiones de trans-
misión en forma semicircular. El sistema periódico tiene bandas mu-
cho mejor estructuradas con más regiones de transmitancia perfecta, el
sistema cuasirregular fragmenta las bandas teniendo regiones reduci-
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das de transmisión perfecta. La estructura simétrica tiene ventanas de
transmisión en rangos de energı́a pequeña rodeada de transmitancia
muy baja en los dos sistemas.

Para EBGS se presenta un contorno muy diferente de transmisión,
en el cual se puede ver claramente que se tiene transmisión per-
fecta en todo el rango de energı́a para incidencia normal y ángulos
pequeños, se observa como cambia la estructura de transmitancia per-
fecta al pasar de un sistema a otro. El sistema cuasirregular tiene frag-
mentación de picos y hace que la transmitancia sea menor, sobre todo
para electrones. Ası́ mismo, se presenta una redistribución de las car-
acterı́sticas de transmisión para huecos, cuando no hay barrera pre-
sente en ellos. Todo esto se muestra en la figura 6.

Fig. 7 Transmitancia vs energı́a y ángulo, para la generación 7, con sistemas periódicos (primer
renglón) y aperiódicos (segundo renglón) que siguen la secuencia de Fibonacci, con SBGS y
EBGS, manteniendo fijos el ancho de los pozos y las barreras dB = 50a = dA.
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Finalmente mostraremos la generación 7, con los mismo datos de
la figura 5, para terminar con la variación del primer parámetro que es
la generación. Como ya hemos mencionado anteriomente al aumen-
tar la generación el número de pozos y barreras es mayor y por con-
secuencia la disminución de la transmitancia. Entonces para SBGS
se muestra un contorno de transmitancia simétrico entre electrones
y huecos, ası́ como, regiones de transmisión en forma semicircular.
El caso periódico es mucho mejor estructura ya que presenta bandas
grandes de transmitancia nula, la transmitancia perfecta sólo esta pre-
sente en ángulos pequeños, el sistema cuasiregular reduce mucho las
regiones de transmitancia perfecta y algunas bandas casi desapare-
cen por completo, ésto debido a que fragmenta las bandas dismin-
uyendo las ventanas de transmisión. En tanto, para EBGS se puede
ver que la transmisión perfecta disminuye bastante, aunque ésta per-
manecerá para ángulo de incidencia normal debido al efecto Klein,
también aparecen regiones de transmitancia nula. Ahora, para el sis-
tema cuasiregular aparte de que la transmitancia se reduce la estruc-
tura se modifica mucho, puesto que al fragmentar las bandas aparece
una banda más que en el caso periódico. Además, la estructura de
los huecos cambia de manera considerable y se empiezan a formar
pequeñas bandas de forma semicircular a pesar de que no hay barrera
presente en ellos, figura 7.

3.4 Propiedades de transporte: Conductancia en el régimen lineal

La conductancia que se mostrará a continuación está dentro del régimen
lineal lo que indica que la variación del potencial es baja. Enseguida,
mostraremos la conductancia respecto de la energı́a, sus cambios
al variar la generación. Sabemos que de acuerdo a las propieda-
des de transporte en grafeno se tienen oscilaciones en los dos sis-
temas, periódicos y cuasirregulares. Las lı́neas en color azul (sistema
periódico) y rojo (sistema aperiódico) corresponden a SBGS y las
lı́neas negra (sistema periódico) y verde (sistema aperiódico) corre-
sponden a EBGS.

En la figura 8 se muestra la conductancia respecto de la energı́a,
manteniendo fijos el ancho de los pozos y las barreras dB= 50a= dA,
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Fig. 8 Conductancia vs Energı́a, con sistemas periódicos (linea azul y negra) y aperiódicos (linea
roja y verde) en SBGS y EBGS, manteniendo fijos el ancho de los pozos y las barreras dB= 50a=
dA, variando la generación de 3, 5 y 7 según la secuencia de Fibonacci.

variando la generación de 3, 5, y 7, según la secuencia de Fibonacci.
Para SBGS podemos observar en el primer renglón que, (generación
3) coinciden los dos sistemas usados, periódico y cuasirregular, de-
bido a que es exactamente el mismo en cuanto a barreras. Se tiene
simetrı́a de conducción para las partes que corresponde a electrones y
huecos, como es de esperar. Las oscilaciones son pequeñas formando
bandas alrededor de una energı́a de 0.7, que es la más notoria. En el
segundo renglón correspondiente a una generación 5, otra vez se tiene
simetrı́a para electrones y huecos, ahora se presentan dos bandas, la de
0.7 se conserva pero se fragmenta en pequeños picos y la otra banda
aparece alrededor de una energı́a de 1.6 en la cual también hay frag-
mentación en el caso periódico. En el caso cuasirregular fragmenta
éstos pequeños picos disminuyéndolos en número y la curva en gen-
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eral está por debajo de la del caso periódico. Para el tercer renglón que
corresponde a una generación 7, se sigue considerando la simetrı́a y
las bandas se siguen presentando más o menos a las mismas energı́as,
sólo que ya se tiene más picos en las dos bandas presentes, el sistema
cuasirregular fragmenta fuertemente estos picos suavizando la curva
y se sigue manteniendo por debajo del caso periódico.

Ahora para EBGS en el primero renglón se tiene la formación de
dos bandas diminutas alrederos de las energı́as 0.2 y 1.2, no se tiene
presente simetrı́a ya que sólo hay barrera para electrones, las gráficas
correspondientes a EBGS están por encima de las correspondientes
a SBGS debido al efecto Klein, ver contorno (E,θ). Enseguida las
oscilaciones aumenta en las dos bandas que se presentan en las mis-
mas energı́as, las bandas se desdoblan dando lugar a pequeños picos,
el sistema cuasirregular fragmenta estos picos suavizando la curva y
además aparece estructura en la parte correspondiente a huecos a pe-
sar que no se tiene barrera en ellos. También, con la formación de
dos bandas menos intensas que la parte de electrones, todo esto en el
renglón dos.

Finalmente, en la última fila las bandas se conservan en las mismas
energı́as, las oscilaciones son mucho mayores dando lugar a más pi-
cos entre cada banda. Nuevamente, el sistema cuasirregular fragmenta
los picos reduciendolos, ya cambia fuertemente la estructura presente
en huecos a pesar que no hay barrera presente en ellos, otra vez con la
formación de dos bandas pero con un número mayor de oscilaciones.
Podemos concluir de esta figura que al variar la generación se pre-
senta un número mayor de oscilaciones, las bandas se conservan en
las mismas energı́as, la conductancia para energı́as bajas en SBGS es
prácticamente nula y se tiene estructura para huecos en EBGS a pesar
de que no hay barrera presente en ellos.

La conductancia en SBGS y EBGS muestran un comportamiento
oscilatorio a medida que aumenta la generación según la secuencia de
Fibonacci.

Aparte de varios informes destacando los efectos importantes que
pueden afectar a las propiedades de transporte de estructuras basa-
dos en el grafeno, hasta donde nosotros sabemos, no hay informes
dirigidos a explicar la oscilación de la conductancia en estructuras de
grafeno. La mayorı́a de ellos, mencionan que el comportamiento os-
cilatorio de la conductancia se relaciona con resonancias, estados casi
ligados y estados ligados consolidados, con independencia del mecan-
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ismo para crear la estructura basada en grafeno [22-35]. Sin embargo,
ninguno de ellos aclara cuál de las múltiples resonancias que subyacen
en estas estructuras son los responsables de los picos de conductancia.

3.5 Estados Acotados

¿Qué determina las diferencias entre las caracterı́sticas de transporte
de SBGS y EBGS?. Para responder a estas cuestiones, se calcula el
espectro de estados ligados de SBGS y EBGS. Estos resultados se
muestran en las figuras (9) y (10), usando la ecuación MBS

11 (E,ky;qx→
iαx) = 0, donde se condiera el caso periódico y aperiódico. Aquı́ ten-
emos que imponer condiciones a la frontera de pared-dura, para los
diferentes caso siguiendo la secuencia de Fibonacci. En ambas figuras
la parte izquierda corresponde a un sistema periódico con 1, 4 y 12
pozos, la parte derecha es el sistema aperiódico de acuerdo a la se-
cuencia de Fibonacci, generaciones 3, 5 y 7. En la 9 los pozos son
creados por barreras rompiendo la simetrı́a usando sustratos (SBGS)
y en la 10 los pozos se generan con barreras electrostáticas (EBGS).
Las lineas rojas delimitan la región permitida por los estados acota-
dos. Como podemos ver en hay una serie de sub-bandas (o canales
de electrones) de acuerdo al número de pozos presentes, que van de
1 en la primer fila, 4 en la segunda y 12 en la tercera en la parte
izquierda correspondiente al sistema periódico. En la parte derecha
el número de sub-bandas se ve reducido debido a la fragmentación
que sufre el sistema con la cuasiperiodicidad. Estas sub-bandas son
caracterizadas por un número cuántico, ası́ como el vector de onda
transversal, y para valores grandes de ky son dados aproximadamente
por En(ky)= h̄vF [(

nπ
dw
)2+k2

y ]
1
2 . Estas sub-bandas representan ramas de

dispersión, y es bien sabido que cuando se abre un canal de dispersión,
las propiedades de transporte se ven disminuidas, con un efecto in-
verso, cuando un canal de dispersión se cierra. Estos fundamentos de
las propiedades de transporte explican bastante bien, desde el punto
cualitativo, el número de picos de conductancia para EBGS en las di-
ferentes generaciones, desde un punto de vista cuantitativo, la corre-
spondencia entre la ubicación de los picos y la apertura de los canales
de dispersión, incluso cuando hay una diferencia natural entre condi-
ciones de contorno blandas y duras.



Transmisión y Transporte en grafeno. 251

Fig. 9 Estados acotados en SBGS para el caso periódico (primera columna) y aperiódico (segunda
columna). Las generaciones consideradas son 3, 5 y 7, primera, segunda y tercera filas, respectiva-
mente.

Argumentos similares se aplican para SBGS, sin embargo, en este
caso, la región permitida para estados ligados se reduce a medida
que aumenta ky, debido a la dependencia en particular entre las can-
tidades que delimitan esta región, E2 = h̄2v2

Fk2
y + t ′2. Como resultado

de esta reducción, se presenta un cierre sistemático de las ramas de
dispersión, contrario de la apertura sistemática de los canales de elec-
trones para EBGS. Esta apertura y cierre alternativo de los canales de
dispersión explica el aumento pronunciado y la reducción en las pro-
piedades de transporte, de lo cual resulta en picos agudos y estrechos
de conductancia en comparación con EBGS.
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Fig. 10 Estados acotados en EBGS para el caso periódico (primera columna) y aperiódico (se-
gunda columna). Las generaciones consideradas son 3, 5 y 7, primera, segunda y tercera filas,
respectivamente.

4 Conclusiones

En resumen, se ha hecho un estudio de las propiedades de transmisión
y transporte para sistemas multibarreras en grafeno. El sistema multi-
barrera considerado tiene carácter cuasirregular ya que se ha empleado
la secuencia de Fibonacci para generarlo. Especı́ficamente se consid-
eran dos sistemas: 1) aquellos donde la barrera de potencial es gen-
erada por medio de potencial electrostático aplicado perpendicular-
mente a la sábana de grafeno, y 2) aquellos donde la barrera de po-
tencial es obtenida a través de sustratos que interaccionan fuertemente
con el grafeno. Dentro de las peculiaridades que acarrean los sistemas
mencionados se encuentran la no masividad de los electrones de Dirac
y la presencia del tunelamiento de Klein para el primero (Barreras
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Electrostáticas), y la apertura de brecha de energı́a prohibida o gap, la
masividad de los electrones de Dirac y la supresión del efecto Klein
en el segundo de ellos (Barreras con Sustratos). Estos sistemas se han
considerado con la finalidad de desentrañar el rol que juega el efecto
o tunelamiento de Klein sobre las propiedades mencionadas. Igual-
mente, se incluye la probabilidad de transmisión y conductancia para
el caso periódico con el objetivo de resaltar de forma comparativa
el efecto de la cuasirregularidad. Cabe mencionar que este estudio
teórico está enmarcado dentro del contexto del método de matriz de
transferencia, el cual permite con relativa facilidad estudiar la trans-
misión y el transporte, ası́ como analizar el parámetro de generación
de la secuencia de Fibonacci. Los principales resultados son:

1. La transmisión y conductancia para barreras electrostáticas pre-
sentan una asimetrı́a respecto a la energı́a de los electrones de
Dirac la cual no esta presente en el caso de barreras con sustratos.

2. El efecto principal de la cuasirregularidad, aumento en la gen-
eración de la secuencia de Fibonacci, es la fragmentación de las
bandas de transmisión y la reducción de los picos presentes en la
conductancia con respecto al caso periódico;

3. La transmitancia y la conductancia se ven fuertemente reducidas
al aumentar el tamaño de la estructura para el caso electrones de
Dirac masivos (barreras generadas por sustratos) contrario a los
electrones sin masa, donde ambas propiedades se mantiene inde-
pendientemente del tamaño de la estructura.

4. La distribución angular de la probabilidad de transmisión, esto
es, la transmitancia como función del ángulo de incidencia para
energı́a fija, presenta un comportamiento muy distinto para elec-
trones sin masa con respecto al caso masivo, ya que el número
de generación no tienen un efecto importante sobre ésta, siendo el
tunelamiento de Klein (transmisión perfecta a incidencia normal)
y el efecto de colimación (preferencia por ángulos pequeños) los
dominantes en este caso.

5. La asimetrı́a presentada en las propiedades de transmisión y trans-
porte para el sistema con barreras electrostáticas se puede enten-
der dado que el potencial aplicado únicamente genera barrera para
electrones o huecos según sea la polaridad, mientras que para el
caso de sustratos la brecha prohibida generada da como resultado
barreras tanto para electrones como para huecos.
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6. Especial atención se ha prestado a la naturaleza oscilatoria de la
conductancia en el régimen lineal, que muestra que los picos de
conductancia resultan de la apertura y cierre de las sub-bandas de
energı́a de estados acotados. A este respecto, la agudeza de los
picos de conductancia en SBGS proviene de la apertura-cierre
de las sub-bandas de energı́a de estados acotados, por su parte
para EBGS, una apertura sistemática de sub-bandas, ası́ como el
tunelamiento de Klein resulta de reducir picos de conductancia y
una mejora global de la conductancia, respectivamente.
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Electrones de Dirac bajo Potenciales Cantor
Aperiódicos Basados en Grafeno

R. Rodrı́guez-González, J. Madrigal-Melchor, J. C. Martı́nez-Orozco
and I. Rodrı́guez-Vargas.1

Resumen

En este trabajo, se investigan las propiedades de transmisión,
transporte y estructura de niveles a través de sistemas cuasirregu-
lares basados en grafeno, en particular, el conjunto prefractal Can-
tor Triádico. La reciente investigación ha logrado encontrar diferentes
mecanismos que modifican las propiedades del grafeno, particular-
mente, su relación de dispersión y su brecha prohibida. Los mecan-
ismo que destacan son la aplicación de campo electrostático y los
sustratos de ruptura de simetrı́a, gracias a su simplicidad teórica y
experimental, ambos mecanismos son capaces de generar barreras de
potencial. Ası́ pues, hacemos uso de estos mecanismos de forma tal
que las barreras de potencial atiendan las reglas de la secuencia de
nuestro sistema cuasirregular. Por tanto, llevamos a cabo un análisis
comparativo entre estos dos sistemas: el caso electrostático y el caso
de sustratos. Todo ésto con la finalidad de averiguar como afecta la
cuasirregularidad a las propiedades fı́sicas mencionadas y descifrar el
papel que desempeña el efecto o tunelamiento Klein en las propieda-
des de transmisión.

Dentro de las propiedades de transmisión, se computó la transmi-
tancia en función de la energı́a para diferentes ángulos de incidencia
y distintos números de generación. Resultando la presencia del efecto
Klein para el caso electrostático y la ausencia del mismo para el caso
de sustratos, aunado a ésto se presenta una asimetrı́a (electrostático) y

1Unidad Académica de Fı́sica, Universidad Autónoma de Zacatecas, Calzada Solidaridad Esquina
con Paseo la Bufa, S/N. C.P. 98060. Zacatecas, Zac. México.
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simetrı́a (sustratos) en los patrones de transmitancia. De igual manera,
se calculó en ambos casos la distribución angular de la transmitan-
cia para energı́as fijas y diferentes generaciones, encontrando rasgos
de autosimilaridad con respecto a la generación, destacando el efecto
Klein y el efecto de colimación para el caso electrostático, producto
de la conservación del pseudo-espı́n, ası́ como, del carácter evanes-
cente y propagante propio de las funciones de onda dentro de esta
clase de estructuras. Asimismo, se obtuvo la evolución de las curvas
de contornos de transmisión en función de la generación, corrobo-
rando una vez más en el caso electrostático la presencia del efecto
Klein independientemente del ancho de partida y de la generación.
Además, cuando se incrementa la generación, las curvas cambian de
asimétricas a simétricas (electrostático) mientras que las ventanas de
transmisión disminuyen (sustratos).

Con respecto a las propiedades de transporte, se calcularon las cur-
vas de conductancia para diferentes anchos de partida y distintas gen-
eraciones obteniendo para el caso electrostático una asimetrı́a y una
tendencia lineal en las curvas a medida que aumenta la generación
para energı́as positivas. En el caso de sustratos, se presentan curvas
simétricas y más interesante, aparecen patrones autosimilares con la
generación. Para entender la naturaleza oscilante de la conductancia se
procedió a calcular el espectro de los estados acotados o mejor dicho,
la dinámica de formación y fragmentación de subbandas, debido a
que la apertura y apertura-oclusión de éstas determinan el carácter os-
cilante (picos). Finalmente, obtenemos un agrupamiento de tres sub-
bandas que se degeneran en el caso electrostático y ocluyen-degeneran
en el caso de sustratos.

Dirac Electrons under Graphene-Based Aperiodic Can-
tor Potentials

Abstract

In this work, we investigate the transmission, transport and level
structure properties through graphene-based quasiregular systems, in
particular, the triadic Cantor pre-fractal set. The recent research has
achieved to find different mechanisms that modify the graphene prop-
erties, particularly, its dispersion relation and forbidden gap. The
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mechanisms that stand out are the application of electrostatic field
and the breaking-symmetry substrates due to their theoretical and ex-
perimental simplicity, both mechanisms capable to generate potential
barriers. So, we use these mechanisms such that the potential barri-
ers attend the sequence rules of our quasiregular system. Therefore,
we carried out a comparative analysis between these two systems: the
electrostatic and substrate case. All this with the aim of find out how
these mechanisms affects the quasi-regularity to the physical proper-
ties mentioned above and to decipher the role played by the Klein
effect or tunneling in the transmission properties.

Within the transmission properties, we compute the transmittance
as a function of the energy for different incident angles and generation
numbers. Resulting the presence of Klein effect for the electrostatic
case and the absence of it for the substrate case, combined to this is
presented an asymmetry (electrostatic) and symmetry (substrate) in
the transmission patterns. Likewise, we calculate in both cases the
angular distribution of the transmittance for fixed energies and dif-
ferent generations, finding self-similarity features with respect to the
generation, highlighting the Klein and collimation effects for the elec-
trostatic case, as a result of the pseudo-spin conservation, as well as,
the evanescent and propagating character typical of the wave func-
tions in this kind of structures. We also obtain the evolution of the
transmission contours as a functions of the generation, corroborating
again in the electrostatic case the presence of Klein effect regardless
of the starting width and generation. Moreover, when the generation
increases the curves changes from asymmetrical to symmetrical (elec-
trostatic) while the transmission windows decreases (substrate).

With respect to the transport properties, we calculate the conduc-
tance curves for different starting widths and generations, obtaining
in the electrostatic case an asymmetry and a linear trend in the curves
as the generations increases for positives energies. In the substrate
case, symmetrical curves are presented and more interesting, we ob-
tain self-similar patterns with the generations. To understand the os-
cillating nature of conductance we calculate the spectrum of bound
states or rather, the dynamics of formation and fragmentation of sub-
bands, because the opening and opening-occlusion of these determine
the oscillating character (peaks). Finally, we obtain a grouping of three
subbands that are degenerated in the electrostatic case and occluded-
degenerated in the substrate case.
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1 Introducción

De la punta de un lápiz se puede obtener algo nunca antes visto
para la Fı́sica Teórica, un nuevo material de sólo dos dimensiones:
el grafeno [1, 2]. Desde su descubrimiento este material ha desper-
tado un gran interés en la comunidad cientı́fica tanto teórica como
experimental debido a sus propiedades inusuales [3-9], ya que sirve
como conexión entre la Fı́sica del Estado Sólido y la Electrodinámica
Cuántica [10-12]. Otro de los aspectos interesantes es la gran gama
de sus posibles futuras aplicaciones en diversos sectores, particular-
mente, en el ámbito tecnológico [13-16]. Altamente deseado por sus
cuantiosos atributos prometedores, el grafeno resulta ser un arreglo de
átomos de carbono densamente empaquetados en una red cristalina
bidimensional en forma de hexágonos, de tan sólo un átomo de espe-
sor.

Aparte del gran potencial tecnológico, la naturaleza relativista de
los portadores de carga en el grafeno ofrece la oportunidad de tratar
cuestiones relativistas exóticas y contra intuitivas dentro de la Fı́sica
del Estado Sólido que no son accesibles en otros materiales. En par-
ticular, el fenómeno conocido hoy en dı́a como efecto túnel Klein o
tunelamiento Klein [7, 9, 17].

Por otro lado, cuando se hace mención a sistemas ordenados se en-
tiende que ellos muestran cierto patrón de regularidad. Más aún, regu-
laridad ha sido, por lo general, asociado a periodicidad. Sin embargo,
existe otra forma de orden que se presenta en la naturaleza: el orden
aperiódico. Eso significa que existen sistemas que siguen reglas bien
definidas (orden) pero sin ser repetitivas (periodicidad). Es interesante
indicar que en la naturaleza existen sistemas que siguen reglas de con-
formación complejas pero bien definidas; es decir, son ordenadas pero
no son periódicas. A este tipo de sistemas se les conoce como sistemas
aperiódicos o cuasirregulares.

En este sentido, los sistemas cuasirregulares consisten en una su-
cesión de capas construidas de acuerdo a cierta regla de sustitución,
de manera que resulta un sistema no periódico pero con un algoritmo
preciso de secuenciación (arreglo) de las distintas capas. De manera
tal que estos sistemas juegan un papel fundamental en los distintos
ámbitos de la ciencia y la tecnologı́a, debido a la capacidad de in-
troducir y explotar el orden aperiódico en el diseño de dispositivos
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novedosos en heteroestructuras semiconductoras con potenciales apli-
caciones prácticas, ası́ como por las propiedades que ofrecen estos
sistemas: autosimilaridad, fractalidad y criticalidad[18, 19].

Dos aspectos fundamentales son los que caracterizan a los sistemas
cuasirregulares, por un lado, el espectro (que representa qué energı́as
están permitidas o no en estas estructuras) es altamente fragmentado.
Es decir, aparecen varias bandas permitidas que se dividen a su vez en
varias subbandas, y éstas a su vez en otras subbandas menores, pre-
sentado ası́ el espectro ciertos rasgos autosimilares. Por otro lado, el
comportamiento de las funciones de onda se encuentra entre el com-
portamiento extendido (en el sentido de Bloch), propio de los sistemas
periódicos y el localizado, propio de los sistemas desordenados, en
su lugar éstas son crı́ticas en la estructura cuasirregular. Es entonces
razonable esperar que algunos enfoques de gran alcance introduci-
dos recientemente en esta área contribuirán en definitiva a lograr una
comprensión más profunda y útil sobre sistemas cuasirregulares en la
naturaleza en los próximos años.

Por tanto, los sistemas multicapas periódicos y aperiódicos en
grafeno, creados mediante los diferentes mecanismos: campos elec-
trostático y magnéticos, ruptura de simetrı́a con sustratos, tensión,
parecen ser una elección crucial para modular las propiedades de
transmisión y transporte de los electrones de Dirac. En este contexto,
se reportan los primeros estudios teóricos en sistemas aperiódicos [20-
29], tal es el caso de la modulación aperiódica en sistemas basados en
grafeno aplicando la secuencia Cantor [20, 24], Fibonacci [21-23],
Thue-Morse [25-28] y Periodo-Doble [29].

La reciente aplicación de sistemas cuasirregulares para modular
propiedades de transmisión y transporte se han convertido en una lı́nea
de investigación importante para la elaboración de novedosos dispo-
sitivos electrónicos, esto gracias a sus propiedades ofertadas [18-19].
Adicionalmente, estas estructuras cuasirregulares se pueden conside-
rar como fractales, que son objetos geométricos homogéneos y au-
tosimilares, los cuales pueden ser utilizados para describir muchos
fenómenos fı́sicos, tales como procesos estadı́sticos y estructuras na-
turales. En este entorno, se han reportado durante los últimos años
varios resultados acerca del transporte electrónico y propiedades de
modulación en sistemas cuasirregulares [20-29], a pesar de esos es-
fuerzos, existen pocos estudios acerca de sistemas cuasirregulares, en
particular, sobre el conjunto Cantor Triádico [20, 24]. Razón por la
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cual este trabajo está enfocado en explorar la relación entre la natu-
raleza de los portadores de carga y su comportamiento en esta clase
de estructuras basadas en grafeno.

El interés de este trabajo radica en el estudio teórico de las pro-
piedades de los sistemas multicapas cuasirregulares reflejadas en el
comportamiento de las cuasipartı́culas en el grafeno, que a su vez se
manifiestan en las propiedades de transmisión y transporte medidas
a través de un arreglo de barreras de potencial generadas por medio
de sustratos de ruptura de simetrı́a o por la aplicación de campo elec-
trostático. En concreto, el objetivo principal en este trabajo es estu-
diar, analizar y entender las peculiaridades de los sistemas cuasirregu-
lares basados en grafeno, en particular, el sistema cuasirregular Cantor
Trı́adico. Uno de los objetivos es estudiar teóricamente las propieda-
des de transmisión y transporte de los electrones de Dirac a través de
sistemas multicapas de grafeno siguiendo el ordenamiento de la se-
cuencia de nuestro sistema cuasirregular en cuestión, utilizando como
método de cálculo el esquema de la Matriz de Transferencia.

2 Metodologı́a

En este apartado se presenta el método matemático de la Matriz de
Transferencia [30,31] implementado para el estudio de electrones de
Dirac en medios multicapas basados en grafeno. Para tener una idea
clara del problema a resolver considere un sistema a capas de grafeno
o en otras palabras, un conjunto finito de barreras de potencial, que
como se mencionó en el capı́tulo anterior se puede generar por dife-
rentes mecanismos, para nuestro objeto de estudio consideramos so-
lamente dos de ellos: el caso de sustratos y el caso electrostático.

2.1 Barreras generadas por medio de sustratos y por campo
electrostático

En el caso de sustratos, se ha encontrado que los sustratos tales como
el SiC no solamente genera una brecha prohibida en el espectro del
grafeno sino que también cambia la relación de dispersión lineal a
parabólica, caracterı́stica sobresaliente en esta clase de estructuras. La
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ecuación de Dirac correspondiente a este caso es:

[vF(σ · p)+ t ′σz]ψ(x,y) = Eψ(x,y), (1)

donde vF es la velocidad de Fermi de los electrones de Dirac en el
grafeno del orden de c/300, t ′ = mv2

F es el término de masa, σ =
(σx,σy) las matrices de Pauli, p = (px, py) el operador de momento
y σz la componente z de la matriz de Pauli. Esta ecuación se resuelve
dada la siguiente relación de dispersión parabólica,

E2 = h̄2v2
Fq2 + t ′2, (2)

donde t ′ es proporcional al ancho de la brecha prohibida de valor 2t ′

(para todos nuestros cálculos numéricos elegimos t ′=0.13 eV) y q es
el vector de onda correspondiente a la región del SiC. Las funciones
de onda se pueden escribir como:

ψ±(x,y) =
1√
2

(
1

v±

)
e±iqxx+iqyy, (3)

con

v± =
E− t ′

h̄vF(±qx− iqy)
. (4)

En el caso electrostático, el principal efecto que surge al aplicar
campo electrostático es el desplazamiento de los conos de Dirac con
respecto al eje de la energı́a, el cual es proporcional a la intensidad del
voltaje aplicado V0 y además, depende de la polaridad del potencial
generando ası́ barreras para electrones cuando es positivo y barreras
para huecos cuando es negativo. Este desplazamiento se puede obtener
mediante la ecuación de Dirac sin el término de masa, en su lugar
aparece un término propio del potencial aplicado tal que,

[vF(σ · p)+V (x)]ψ(x,y) = Eψ(x,y), (5)

donde V (x) = V0, es el potencial unidimensional a lo largo de la di-
rección x y ψ representa la función bi-espinor. Esta ecuación se puede
resolver en forma directa dando la siguiente relación de dispersión
lineal,

E−V0 =±h̄vFq, (6)
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donde “±” representa a los electrones y huecos, respectivamente. La
función de onda tiene la misma forma como en el caso de sustratos
(ec. 3), con la diferencia de que el coeficiente del bi-espinor está dado
como:

v± =
h̄vF(±qx− iqy)

E−V0
. (7)

2.2 Formalismo matricial aplicado a sistemas multicapas

Tomando en cuenta las funciones de onda y relaciones de dispersión
para ambos casos (sustrato y electrostático) es sencillo calcular las
propiedades de transmisión, transporte y estructura de niveles de nues-
tro sistema en cuestión. El método de la Matriz de Transferencia con-
siste en establecer una relación entre los coeficientes de la onda inci-
dente y reflejada del medio inicial (A0 y B0) con los coeficientes de la
onda transmitida y reflejada del medio final (AN+1 y BN+1 = 0) medi-
ante las condiciones de continuidad de las funciones de onda en cada
una de las interfaces, entonces, resulta la relación:(

A0
B0

)
= D−1

0

[
N

∏
j=1

D jPjD−1
j

]
D0

(
AN+1

0

)
, (8)

donde las matrices D′js y P′js son las matrices dinámicas y de propa-
gación, respectivamente, de cada una de las regiones que componen
el sistema multicapas definidas por,

D j =

(
1 1

v+ j v− j

)
, (9)

y

Pj =

(
e−iqx, jd j 0

0 eiqx, jd j

)
, (10)

aquı́ j = 1,2, · · ·N,qx, j y d j es la componente x del vector de onda y
el ancho de la región j el cual puede ser barrera o pozo dependiendo
de la estructura multibarrera especifica, y D0 es la matriz dinámica de
la región semi-infinita de izquierda a derecha, que en nuestro caso son
las mismas. Definiendo la Matriz de Transferencia M como:
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M = D−1
0

[
N

∏
j=1

D jPjD−1
j

]
D0, (11)

por tanto, la transmitancia está dada en términos del elemento matri-
cial M11,

T =
1

|M11|2
. (12)

Empleando y ajustando la fórmula de Landauer-Büttiker [32] para
el caso del grafeno, resulta que la conductancia en el régimen lineal
toma la forma,

G/G0 = E∗F

∫ π/2

−π/2
T (E∗F ,θ)cosθdθ , (13)

donde E∗F = EF/E0 es la energı́a de Fermi adimensional con E0 =
V0 = t ′, G0 = 2e2LyE0/h2vF es el factor de conductancia fundamental
con Ly el ancho del sistema en la coordenada transversal y y θ es el
ángulo de incidencia de los electrones con respecto a la coordenada x.
Por último, el espectro de los estados acotados se calcula al cambiar de
condiciones a la frontera blandas a duras, mediante la resolución de la
ecuación trascendente entre la energı́a y el vector de onda transversal
de electrones de Dirac como,

MBS
11 (E,ky;qx→ iαx) = 0, (14)

donde qx es el vector de onda a lo largo de la coordenada x definida a
través de la ec. (2) y ec. (6), y MBS

11 es el elemento matricial (1,1) de

MBS = D−1
1

[
N−1

∏
l=2

DlPlD−1
l

]
D1. (15)

Aquı́, el superı́ndice “BS” indica el caso de estados acotados.

3 Resultados

A continuación se presentan los resultados numéricos acerca de
las propiedades de transmisión, esto es, los patrones de transmitan-
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cia como función de la energı́a, luego se muestran los patrones de la
distribución angular con respecto a la transmitancia, asimismo, se dan
a conocer los patrones de transmitancia como función del ángulo de
incidencia y de la energı́a, denominados: contornos de transmisión.
Por último, se abordan los resultados sobresalientes a las propiedades
de transporte, es decir, los patrones de conductancia y finalmente, se
presentan los espectros de estados acotados.

3.1 Propiedades de Transmisión

En esta sección se presentan los resultados numéricos más repre-
sentativos acerca de las propiedades de transmisión a través de nues-
tro sistema cuasirregular en cuestión, tales como: transmitancia como
función de la energı́a, distribución angular de la transmitancia y con-
tornos de transmisión, todos los cálculos muestran patrones tanto para
el caso de sustratos como para el caso electrostático, exponiendo
además un análisis comparativo entre ambos casos.

3.1.1 Transmitancia como función de la energı́a

Una de las cantidades más ilustrativas sobre las propiedades de trans-
misión es la transmitancia como función de la energı́a, por consiguien-
te, este cálculo se efectúa al variar los siguientes parámetros funda-
mentales: el ángulo de incidencia θ , el número de generación de la
secuencia N y el ancho de partida w. Este último se refiere a la longi-
tud asignada a la primera generación, que después irá disminuyendo
por un factor a 3 dependiendo de la generación seleccionada.

La Fig. 1 manifiesta la evolución de la transmitancia a través del
número de generación, por consiguiente, cuando el número de gene-
ración toma el valor de 3 resultan los patrones ilustrados en el primer
renglón y cuando toma el valor de 4 resultan los patrones ilustrados en
el segundo renglón, además, la primera y segunda columna represen-
tan el sistema electrostático y el de sustratos, respectivamente. Otro
parámetro fundamental es el ancho de partida que en esta ocasión
toma el valor de 540a, de igual manera, es importante señalar que
ambos sistemas se basan en una sola capa de grafeno por lo que
E0 = V0 = t ′ = 0.13 eV. Más aún, en los cuatro paneles de la Fig.
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Fig. 1 Esquema comparativo de la transmitancia como función de la energı́a para el caso elec-
trostático (columna izquierda) y el caso de sustratos (columna derecha), los parámetros utilizados
son un ancho de partida w= 180a y una altura de barrera E0 = 0.13 eV para N = 3 (primer renglón)
y N = 4 (segundo renglón). En todos los paneles la lı́nea roja indica incidencia normal (θ = 0) y
la lı́nea negra incidencia oblicua (θ = π/4).

1 la lı́nea roja representa electrones de Dirac incidiendo a θ = 0 y
la lı́nea negra a electrones incidiendo a θ = π/4. Por un lado (elec-
trostático), se observa que al incrementar la generación (3 a 4) el es-
pectro de transmisión a incidencia normal se mantiene siempre igual
a la unidad (lı́nea roja), es decir, los electrones perciben como si el
arreglo de barreras y pozos fueran transparentes, por consecuente, se
puede afirmar que el efecto Klein está presente en esta clase de sis-
temas. Por otro lado (sustratos), es fácil notar que tanto para inci-
dencia normal (θ = 0) como para incidencia oblicua (θ = π/4) los
espectros de transmitancia tienen envolventes muy estructuradas, o en
otras palabras, los electrones efectivamente perciben la presencia de
barreras y pozos, por tanto, se puede decir que esta clase de sistemas
carecen del efecto Klein.



268 R. Rodrı́guez-González et al.

3.1.2 Distribución angular de la Transmitancia

Continuando con las propiedades de transmisión es turno de ilustrar
los patrones de transmitancia como función del ángulo de incidencia
θ del electrón o también denominados usualmente como distribución
angular de la transmitancia, aquı́ los parámetros primordiales son: el
número de generación de la secuencia N, el ancho de partida w y la
energı́a de incidencia del electrón Ei, ésta última representa la altura a
la cual incide el electrón sobre la barrera de potencial.

La distribución angular de la transmitancia en función de la evolu-
ción de la generación se bosqueja en la Fig. 2, las generaciones invo-
lucradas en los cálculos son: 3 (primer renglón), 4 (segundo renglón),
5 (tercer renglón) y 6 (cuarto renglón), respectivamente. Todo lo ante-
rior se llevó acabo para un ancho de partida w= 540a y una energı́a de
incidencia Ei = 0.10 eV y, de la misma manera que en las gráficas an-
teriores la columna izquierda representa el sistema electrostático y la
derecha el sistema de sustratos. Considerando solamente los espectros
de transmitancia ilustrados por la columna izquierda (electrostático),
es fácil corroborar que el efecto Klein sigue presente para inciden-
cia normal, sin importar el número de generación. En esta ocasión,
los cuatro patrones de transmitancia correspondientes al caso elec-
trostático conservan una envolvente muy similar a pesar de pasar de
una generación a otra, por consecuente, es posible hablar de rasgos de
autosimilaridad entre generaciones. Examinando ahora los espectros
de transmitancia pertenecientes a la columna derecha (sustratos), se
contempla la ausencia del efecto relativista interbandas (efecto Klein).
Incluso, para las dos primeras generaciones (3 y 4) ocurre lo con-
trario, es decir, a incidencia normal la transmitancia tiende a cero,
mientras que para las dos generaciones restantes (5 y 6) la transmi-
tancia tiene un aumento, sin embargo, éste está muy alejado de la
unidad. Asimismo, para cada uno de los cuatro paneles del lado dere-
cho surgen seis regiones resonantes separadas por regiones no res-
onantes, que permanecen visibles a pesar de variar la generación y
donde las regiones no resonantes se vuelven menos profundas a me-
dida que aumenta la generación. En esta situación, las envolventes de
los espectros de transmitancia están gobernadas por las seis regiones
resonantes, por lo que emergen de manera natural caracterı́sticas au-
tosimilares, es decir, espectros de transmitancia que conservan sus en-



Propiedades de Transmisión y Transporte en Grafeno. 269

-90

-60

-30
0

30

60

90
 1              0.5             0              0.5              1

Transmitancia

-90

-60

-30
0

30

60

90

-90

-60

-30
0

30

60

90

-90

-60

-30
0

30

60

90

-90

-60

-30
0

30

60

90

Transmitancia
 1              0.5             0              0.5              1

N=6
-90

-60

-30
0

30

60

90

N=5

-90

-60

-30
0

30

60

90

N=4

-90

-60

-30
0

30

60

90

N=3
      Electrostático                              Sustratos

Fig. 2 Distribución angular de la transmitancia en coordenadas polares para el caso electrostático
(columna izquierda) y el caso de sustratos (columna derecha), todas las curvas de transmitancia son
calculadas para un ancho de partida w = 540a y una energı́a de incidencia Ei = 0.10 eV. El primer,
segundo, tercero y cuarto renglón corresponden a la generación 3, 4, 5 y 6, respectivamente.

volventes al variar algún parámetro fundamental, que en este caso, es
el número de generación.

3.1.3 Contornos de Transmisión

Para tener una mejor visión acerca del comportamiento de la trans-
mitancia a través de nuestro sistema cuasirregular, el conjunto prefrac-
tal Cantor Triádico, se procedió a calcular dicha propiedad en función
tanto del ángulo de incidencia como de la energı́a, este tipo de gráficas
se denominan como contornos de transmisión. El cálculo se efectuó
para el caso electrostático y el caso de sustratos, además, para cumplir
tal fin se variaron el ancho de partida w y el número de generación N.

Las curvas de contornos de transmisión para el caso electrostático
(columna izquierda) y el caso de sustratos (columna derecha) se mues-
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Fig. 3 Contornos de transmisión para el caso electrostático (columna izquierda) y el caso de sus-
tratos (columna derecha), el primer, segundo y tercer renglón corresponden a la generación 3, 4 y
5, respectivamente. Todos los cálculos se efectúan para un ancho de partida w = 540a.

tran en la Fig. 3, estas curvas son calculadas con un ancho de par-
tida igual a 540a y para las generaciones 3, 4 y 5 representadas por
el primer, segundo y tercer renglón, respectivamente. A lo largo de
este trabajo todas las curvas de contornos de transmisión presentadas
están normalizadas a E0 = 0.13 eV y θ0 = π/2. Al analizar el caso
electrostático se puede apreciar que las curvas correspondientes a los
huecos y electrones pasan a ser casi simétricas, asimismo, es impor-
tante señalar que a pesar de cambiar de generación, las curvas de con-
tornos de transmisión conservan una estructura muy particular. Mien-
tras tanto para el caso de sustratos prevalece la estructura simétrica de
forma semi-circular con regiones alternadas de baja y alta transmitan-
cia, de igual manera, es importante mencionar que efectivamente en
esta clase de sistema se presenta una ausencia del efecto Klein, lo cual
se aprecia fácilmente por las curvas correspondientes a la columna
derecha de la Fig. 3.
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3.2 Propiedades de Transporte

Después de mostrar en las secciones anteriores las propiedades de
transmisión, es turno de analizar en la presente sección aquellas cur-
vas sobresalientes con respecto a las propiedades de transporte, tales
como: conductancia en el régimen lineal y el espectro de estados aco-
tados, este último con la finalidad de entender el comportamiento de
las curvas de conductancia, en especial atención, las oscilaciones que
ahı́ se manifiestan.

3.2.1 Conductancia en el Régimen Lineal

A continuación se exhiben las curvas referentes a la conductancia
dentro del régimen lineal como función de la energı́a, en esta ocasión
los parámetros fundamentales son una vez más el ancho de partida y
el número de generación de nuestro sistema cuasirregular, el conjunto
prefactal Cantor Triádico.

La Fig. 4 corresponde a la evolución de las curvas de conductan-
cia como función de la generación para el caso electrostático (primer
renglón) y el caso de sustratos (segundo renglón), además todas las
curvas son calculadas para un ancho de partida equivalente a 540a.
En los dos sistemas (electrostático y sustratos) las generaciones em-
pleadas son 3, 4, 5 y 6 indicadas por las lı́neas en color negro, rojo,
azul y verde, respectivamente. Para el sistema conformado por la apli-
cación de campo electrostático, es evidente la asimetrı́a entre las cur-
vas con respecto a la energı́a (Fig. 4 (izquierda-superior)), más aún,
con la finalidad de analizar con más detalle el comportamiento de es-
tas curvas se procedió a realizar una amplificación sobre una región
en especı́fico, ver Fig. 4 (derecha-superior). Con base a esta amplifi-
cación se puede ver como las oscilaciones o picos son menos inten-
sos a medida que incrementa la generación, siendo la última curva
(N = 6) casi lineal. Por otro lado, el sistema conformado por sustratos
de ruptura de simetrı́a muestra curvas de conductancia con un compor-
tamiento simétrico en todo el intervalo de energı́a (Fig. 4 (izquierda-
inferior)), asimismo, se presentan picos por debajo y encima de la al-
tura de la barrera de potencial, los cuales siguen el mismo efecto que
el caso electrostático al cambiar de generación. Otro caracterı́stica so-
bresaliente y que es importante mencionar, es la autosimilaridad ma-
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Fig. 4 Conductancia como función de la energı́a de Fermi para el caso electrostático (primer
renglón) y el caso de sustratos (segundo renglón). La lı́nea negra, roja, azul y verde correspon-
den a la generación 3, 4, 5 y 6 respectivamente. La segunda columna representa amplificaciones
de las curvas del caso electrostático (derecha-superior) y del caso de sustratos (derecha-inferior),
aquı́ el ancho de partida toma el valor de 540a.

nifestada entre las curvas oscilantes de las generaciones 4, 5 y 6, es
decir, las estructuras de las curvas correspondientes a estas tres gen-
eraciones son muy semejantes solamente que a diferentes escalas, ver
Fig. 4 (derecha-inferior). Igualmente, los picos caracterı́sticos de es-
tas tres curvas tienden a permanecer en el mismo rango de energı́a a
pesar de cambiar de generación, ésto como resultado de la presencia
de la autosimilaridad reflejada en las curvas de conductancia.

En términos generales, se puede afirmar que efectivamente las pro-
piedades geométricas, como lo es la autosimilaridad, de nuestro sis-
tema cuasirregular, el conjunto prefractal Cantor Triádico, se reflejan
de alguna manera en las propiedades de transporte en particular en las
curvas de conductancia.
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3.2.2 Espectro de Estados Acotados

Finalmente, es turno de calcular y analizar el espectro de los estados
acotados caracterı́sticos de nuestro sistema cuasirregular en cuestión,
el objetivo principal de dicho análisis es entender el comportamiento
oscilatorio de las curvas de conductancia expuestas en la sección
precedente o en otro contexto, entender el comportamiento de los
electrones de Dirac a través de nuestro sistema. Por tanto, para llevar a
cabo este cálculo es necesario que el ancho de la primera y última bar-
rera tienda a infinito, tal y como se mencionó en la sección anterior,
de modo que se asegure el confinamiento de la partı́cula.

En la Fig. 5 se muestra la evolución en función del número de la
generación del espectro de los estados acotados para el caso elec-
trostático y de sustratos representados por la columna izquierda y
derecha, respectivamente. Las generación empleadas son 3 (primer
renglón), 4 (segundo renglón), 5 (tercer renglón) y 6 (cuarto renglón),
el ancho de partida utilizado es w = 540a y una vez más las lı́neas
punteadas en color rojo indican las zonas permitidas para los esta-
dos acotados en ambos casos. Con respecto al sistema formado por
barreras de potencial generadas mediante campo electrostático, se ob-
serva claramente la apertura de tres subbandas por debajo del alto
de la barrera (0.13 eV) indicadas por las flechas en color azul y a
medida que aumenta el vector de onda éstas tiende a juntarse, en-
seguida, se genera otra subbanda por encima del alto de la barrera
indica por las dos flechas en color rojo, luego, ocurre algo similar a lo
descrito para energı́as por debajo de la barrera, es decir, nuevamente
resulta la apertura de tres subbandas agrupadas indicando la apertura
y la unión de éstas por medio de flechas verdes. Para una generación
más alta (N = 4) suceden cosas muy similares, esto es, se manifiesta
un agrupamiento de tres subbandas por debajo y encima del alto de
la barrera. Tomando en cuenta la generación N = 5, observamos la
apertura y agrupamiento de tres subbandas por debajo del alto de la
barrera representadas por las flechas azules, seguido de una subbanda
no agrupada indicada por flechas rojas, en esta ocasión, para energı́as
por encima del alto de la barrera no solamente surge una sino dos
regiones de agrupamiento conformadas cada una por tres subbandas,
la primera región de subbandas está señalada por flechas verdes y la
segunda por flechas moradas. Para la última generación (N = 6) se
manifiesta un comportamiento de los estados acotados análogo al de
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Fig. 5 Espectro de los estados acotados en función de ky para el caso electrostático (columna
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la generación anterior, solamente que la apertura de las curvas se en-
cuentra desplazada hacia bajas energı́as, esto como resultado de la alta
conductancia manifestada en la generación 6 en comparación con su
generación precedente (N=5), ver Fig. 4.

Ahora es turno de analizar el sistema formado por barreras genera-
das por medio de sustratos de ruptura de simetrı́a (columna derecha de
la Fig. 5), de esta manera al considerar la generación N = 3 observa-
mos claramente la apertura de tres subbandas por debajo de la energı́a
correspondiente a la altura de la barrera, indicadas por flechas azules.
Sin embargo, en este caso ocurre algo muy diferente al caso elec-
trostático, es decir, aquı́ las subbandas aparte de unirse o agruparse en
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tercias se ocluyen aproximadamente a la altura de la barrea, ésto como
resultado del carácter evanescente en esta clase de sistemas. Después
de estas tres subbandas aparece una subbanda que no se ocluye indi-
cada por flechas rojas, seguido de esto, se observa una segunda región
de agrupamiento de subbandas a tercias indicadas por flechas verdes,
las cuales no se ocluyen en ningún momento sino que más bien tien-
den a degenerarse a medida que aumenta ky. Para las generaciones 4,
5 y 6 sucede un comportamiento similar, con la única diferencia de
que surgen y se desdoblan subbandas en la región comprendida entre
la subbanda “central” (indicada por flechas rojas) y la segunda región
de agrupamiento (indicadas por flechas verdes). Otro caracterı́stica
interesante y que llama la atención es la forma en que el espectro de
estados acotados describe el comportamiento oscilatorio de la conduc-
tancia, en otras palabras, para las últimas tres generaciones (4, 5 y 6)
el espectro de estados acotados presenta tres subbandas agrupadas por
debajo de la altura de la barrea y otras tres subbandas por encima, y en
la conductancia ocurre los mismo tres picos por debajo y por encima,
ver Fig. 4.

Una observación importante y que vale la pena señalar se debe a la
subbanda “central” indica por las flechas en color rojo, la cual se man-
ifiesta tanto en el caso electrostático como en el de sustratos (Fig. 5),
la razón de este comportamiento es básicamente debido a la estruc-
tura central de cada generación, es decir, al pozo central de tamaño
w/3 que está presente en todas las generaciones de nuestro sistema
cuasirregular el conjunto prefractal Cantor Triádico.

En general, el espectro de los estados acotados describen de una
manera cualitativa el comportamiento oscilatorio (picos) manifestado
en las curvas de conductancia, asimismo, explican cuantitativamente
la dinámica de apertura de subbandas en el caso electrostático y
apertura-oclusión de las mismas en el caso de sustratos, por con-
siguiente, estas subbandas son las que determinan la localización y
agudeza de los picos en las curvas de conductancia [33], resultando
ası́ un incremento o disminución en las propiedades de transporte me-
didas a través del sistema cuasirregular el conjunto prefractal Cantor
Triádico.
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4 Conclusiones

En el presente trabajo hemos estudiado las propiedades de trans-
misión, transporte y estructura de niveles en sistemas multicapas
cuasirregulares basados en grafeno, en particular, en el conjunto pre-
fractal Cantor Triádico. Asimismo, se efectuó un análisis comparativo
entre dos clases de sistemas: el primer caso se refiere a la construcción
de barreras de potencial creadas por medio de la aplicación de campo
electrostático y el segundo caso, a barreras de potencial generadas a
través de sustratos de ruptura de simetrı́a. En ambos mecanismos las
barreras están ordenadas de acuerdo a la secuencia de nuestro sistema
cuasirregular en cuestión. Para poder llevar a cabo dicho estudio se re-
currió a la implementación del método de la Matriz de Transferencia,
ésto para el cálculo de propiedades de transmisión, mientras que para
las propiedades de transporte se utilizó este último aunado al formal-
ismo de Landauer-Büttiker.

Dentro de las propiedades de trasmisión se calculó en primera ins-
tancia la transmitancia en función de la energı́a resultando que en
el caso electrostático se manifiesta claramente el efecto Klein inde-
pendientemente de la generación y ancho de partida seleccionados,
mostrando además una asimetrı́a en el espectro de transmitancia con
respecto al eje de la energı́a. Por otro lado, en el caso de sustratos los
patrones de transmitancia son vulnerables al número de la generación,
ancho de partida y ángulo de incidencia. Además, es importante men-
cionar que esta clase de estructuras carece del tunelamiento Klein, no
obstante, los patrones presentan en efecto una simetrı́a con respecto al
eje de la energı́a, ésto como consecuencia directa de la formación de
barreras para electrones y huecos. Un caracterı́stica en común entre
ambos sistemas, es la aparición de rasgos autosimilares para ciertos
parámetros fundamentales.

En la misma perspectiva, propiedades de transmisión, se computó
la transmitancia en función del ángulo de incidencia o también cono-
cida usualmente como la distribución angular de la transmitancia para
energı́as fijas para ambos sistemas, electrostático y sustratos. Resul-
tando una vez más el efecto Klein para el caso electrostático junto con
el efecto de colimación, a diferencia del caso de sustratos donde no
se manifiesta ninguno de estos dos efectos. Entre las similitudes en
ambos casos, destaca la simetrı́a con respecto al ángulo de inciden-
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cia y las caracterı́sticas fractales presentes en las curvas, es decir, la
autosimilaridad que se hace más notoria en generaciones altas (4 y 5).

Asimismo, se determinaron las curvas de contornos de manera tal
que corroboran con lo citado anteriormente, esto es, efecto Klein en
barreras electrostáticas y ausencia de éste en barreras generadas me-
diante sustratos. Además, muestran claramente y reafirman la asimetrı́a
(electrostático) y simetrı́a (sustratos) de las curvas de transmitancia.
Una peculiridad sobresaliente en el caso electrostático es el paso de
patrones asimétricos a simétricos, lo cual ocurre cuando se incrementa
la generación, que en el caso de sustratos tiene efecto la disminución
del ancho de las ventanas de transmisión.

Con respecto a las propiedades de transporte, se calcularon las cur-
vas de conductancia manifestando una asimetrı́a y simetrı́a para el
caso electrostático y el de sustratos, respectivamente. En el caso elec-
trostático, tanto las curvas como las oscilaciones o picos se vuelven
más suaves cada vez que se incrementa la generación, resultando un
comportamiento casi lineal a altas generaciones (5 y 6). Por el con-
trario, en lo referente al caso de sustratos las curvas de conductancia
manifiestan un comportamiento (oscilaciones) bien definido o en otras
palabras exhiben caracterı́sticas autosimilares, lo cual significa que las
curvas son semejantes (igual número de picos) a diferente escala. Fi-
nalmente, para comprender la naturaleza oscilatoria de las curvas de
conductancia se computó el espectro de los estados acotados corres-
pondientes a las curvas de conductancia, mostrando una peculiaridad
que es necesario hacer hincapié. Ésto se refiere al agrupamiento en
tercias de subbandas que enseguida tienden a unirse (degenerarse)
en el caso electrostático y en el caso de sustratos adicionalmente se
ocluyen.

En general, hemos corroborado que las propiedades geométricas
ligadas al sistema cuasirregular, el conjunto prefractal Cantor Triádico,
se manifiestan en las propiedades fı́sicas, es decir, tanto en las pro-
piedades de transmisión como en las propiedades de transporte. Adi-
cionalmente, el espectro de los estados acotados se ve afectado por
el un tercio involucrado en las estructuras de cada generación re-
flejándose de alguna manera en el agrupamiento a tercias de subban-
das, las cuales corresponden a las oscilaciones presentes en las curvas
de conductancia.
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Acoustic transmittance of a multilayer system
with a Lorentzian modulation of impedances

J. J. Rodrı́guez Pérez, R. A. Reyes Villagrana, A. Enciso Muñoz, and
D. A. Contreras-Solorio

Resumen

Using the transfer matrix method we calculate the frequency de-
pendence of the transmission of longitudinal elastic waves for a lay-
ered structure where the characteristic acoustic impedance of the lay-
ers with odd numbering follows a lorentzian distribution. The central
layer has the highest value of impedance while the end layers have the
smallest ones. The inserted even layers have the same impedance as
the incident medium, which is water. The structure presents intervals
of stopbands and flat passbands. We compare the transmission with
that of a regular structure where all the layers with odd numbering
have the same value of impedance.

1 Introduction

Since many decades ago, the search for energy, electronic, optical and
acoustic filters is an active field. In particular, there are proposals of
energy band-pass filters using quantum superlattices with a Gaussian
potential profile [1,2]. These structures allow the incident electrons to
be nearly totally transmitted when the impinging electron energy is
in the passband. Also, a complete reflection occurs when the imping-
ing energy is in the stopband. The characteristics of the bands can be
adjusted modifying the parameters of the superlattice and of the Gaus-
sian distribution. On the other hand, following the preceding idea,
there is also a proposal of a multilayer optical structure where the re-
fractive index varies according to the envelope of a Gaussian function
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[3]. This structure acts as an omnidirectional mirror. For sound, the
characteristic acoustic impedance is one of the main acoustical prop-
erties of a material. The difference of the impedance values between
two media, causes reflection at the interface. Formerly a multilayer
structure with Gaussian variation of the acoustic impedance was stud-
ied [4] and also a multilayer system with a linear modulation of the
impedances [5]. In this work we propose a multilayer acoustic struc-
ture where the impedance values of the layers with odd numbering
has a lorentzian profile. The central layer has the maximum value of
impedance and the end layers have the minimum value. The acoustic
impedance of the inserted layers with even number is the same as that
of the incident medium. This type of variation provides a smoothly
varying impedance for the layers, which can improve the transmis-
sion of the structure. We make a theoretical study of the frequency
dependence of the transmittance for this structure following a formal-
ism of transfer matrix used for electromagnetic waves, which we have
adapted to acoustic waves [6]. We obtain stopbands with 100% reflec-
tivity and flat passbands. We also calculate the transmission for a reg-
ular structure where all the layers with odd numbering have the same
value of impedance. This type of structures can be constructed ex-
perimentally using layers with composite materials where the acous-
tic impedance can be tailored by varying the volume fractions of the
components in the composite [7,8]. Another possible way to construct
these structures is by using layers of porous silicon. This material has
been widely used for the fabrication of optical devices, including opti-
cal filters where the refractive index can be varied through a variation
of the porosity [3]. There are also studies of the variation of acoustical
properties, including the acoustical impedance, due to the variation of
the porosity [9,10]. Recently, acoustic multilayer mirrors have been
made using porous silicon [11].

2 Theoretical model and calculation method

To calculate the transmittance, we use the theory of Refs.[11][12][13].
We consider a structure of N plane multilayers. The layers are per-
pendicular to the x axis. Each j layer has a width d j and characteristic
impedance Z j given by
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Z j = ρ jc j (1)

Where ρ j and c j are, respectively, the density and the sound speed
for the j material. We consider longitudinal elastic plane waves prop-
agating in the x− z plane, coming from the left in a medium with
impedance Z0. The plane wave is incident on the structure of N plane
multilayers. At the right side of the structure, the wave propagates in
a medium S with impedance Zs. We can write the wave function for
each layer in the following form

Pj = A jei(k j·r−ωt)+B jei(k′ j·r−ωt) (2)

Pj represents the propagating pressure perturbation. The first and
the second terms on the right-hand side of Eq. (2) represent propa-
gation to the right and to the left, respectively, i.e. the forward and
the backward waves. The index j = 0 represents the medium at the
left side of the structure with impedance Z0. In the medium S with
j = N + 1 we consider only propagation to the right, consequently
Bs = 0 . k j y k′j are the forward and backward wavevectors for medium
j, t is the time, ω the angular frequency, and i the imaginary unit. A
solid can support both longitudinal and transverse elastic waves, and a
fluid only transmits elastic longitudinal waves. If a longitudinal wave
in a fluid is incident obliquely on the interface with a solid, both type
of waves can be transmitted in the solid. However, at normal inci-
dence, the character of the longitudinal wave is preserved, without
generation of transverse waves in the solid. Then, for oblique inci-
dence, our theory is valid only for fluid layers. If the wave is incident
at an angle θ0 with the normal to the structure, the Law of Snell gives

1
c0

sinθ0 =
1
c1

sinθ1 = · · ·=
1
c j

sinθ j = · · ·=
1

cN
sinθN =

1
cs

sinθs

(3)
The wave propagation from medium 0 to medium S through the

multilayer structure is described by[
A0
B0

]
=

[
M11 M12
M21 M22

]
·
[

AS
0

]
(4)

Where the (2×2) transfer matrix is given by
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[
M11 M12
M21 M22

]
= D−1

0

[
N

∏
j=1

D j Pj D−1
j

]
DS (5)

The matrix D j is called the dynamical or transmission matrix, and
arises from the continuity conditions on the pressure and the displace-
ment normal to the interface between media j− 1 and j. The matrix
Pj is the kinematical or propagation matrix inside the j layer. If it is
supposed that the media are lossless, the matrices are given by

D j =

[
1 1

cosθ j
Z j
−cosθ j

Z j

]
, Pj =

[
eik jd j cosθ 0

0 e−ik jd j cosθ

]
(6)

We define the transmittance T as the transmitted power by the
waves through the structure, normal to the structure, divided by the
power of the incident waves, normal to the structure. It is given in
terms of the transfer matrix by

T =

∣∣∣∣<Vt > ·n̂
<Vi > ·n̂

∣∣∣∣ (7)

Where Vt is the vector of transmitted power, Vi the vector of inci-
dent power, and n̂ the unit vector normal to the structure. The angle
brackets denote average over time. V is similar to the Poynting vector
in electromagnetism. Its temporal average is given by [14]

⟨V ⟩= 1
2

A2

Z
û (8)

Here, A is the amplitude of the pressure wave and û the unit vector
in the direction of propagation of the wave.

The transmittance T , in terms of the transfer matrix, is given by

T =
Z0 cosθs

Zs cosθ0

∣∣∣∣ 1
M11

∣∣∣∣ (9)

The reflectance R is given by

R = T −1 (10)
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The acoustic impedance for the layers with odd numbering is mod-
ulated by the Lorentz distribution

Z = Zmax

[
γ2

x2 + γ2

]
(11)

Where γ is the half-width at half-maximum (HWHM) of the curve.

3 Results

We consider that the structure is situated in water, with Z = 1.5 MRayl
and c = 1480 m/s. For the layers with odd numbering we make a a
lorentzian variation of the impedance values, following Eq. 11. The
impedance profile of the structure is shown schematically in Fig. 1.
We consider that the maximum value of the impedance is Zmax = 3.5
MRayl and the minimum value is Zmin = 1.6 MRayl. The central
layer has the maximum value and the layers at the ends have the
minimum value. The other odd layers have corresponding values be-
tween the maximum and the minimum impedances, corresponding to
a Lorentzian profile. The layers with even numbering consist also of
water.

Fig. 1 Schematic impedance profile of the structure.
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Fig. 2 Transmission for a structure of 33 layers, 17 odd layers with Lorentzian variation of
impedance, Zmax = 3.5 MRayl for central layer, Zmin = 1.6 MRayl for end layers. Odd layers
have 0.15 m thick, even layers of water have 0.45 m thick.

Fig. 3 Transmission for a structure of 41 layers, 21 layers with Lorentzian variation of impedance.
Odd layers have 0.15 m thick, even layers of water have 0.45 m thick.

For the calculations, it is necessary to know for each value of Z,
the corresponding value of the sound velocity c in order to calculate
the matrix P. For that purpose, for the interval of impedances from
0.7 to 1.6 MRayl, we make an average of the density and the velocity
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of sound for several liquids. For the interval of impedances from 1.6
to 2.5 MRayl we make the average of densities and sound velocities
for plastics, and for the interval of impedances from 2.5 to 4.5 MRayl
the average is made for solids. For each interval we construct a linear
relationship between the density and the velocity of sound and find
the proportionality constant. Finally we make an average of the three
constants. We use the connection between the density and the sound
velocity to obtain the relationships

ρ = 0.52, Z = ρc, c =

√
Z

0.52
(12)

The values for the impedances, densities and sound velocities were
obtained from Ref.[14]. The spectrum of allowed frequencies for the
acoustical multilayer structure consists of quasi-bands of discrete val-
ues of eigenfrequencies or passbands, separated by gaps or stopbands,
where there is no transmission of sound. In Fig. 2 we present the fre-
quency dependence of the transmission T for normal incidence of
the longitudinal waves for a structure of 33 layers, where 17 have
Lorentzian variation of impedances. The layers thickness with vari-
able impedance is 0.15 m and the layers of water in between have a
thickness of 0.45 m. We observe several stopbands and passbands. The
flatness of the passbands is conspicuous. Fig. 3 shows the transmission
for 41 layers, with the same layers thicknesses as the preceding figure.
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Fig. 4 Transmission for a structure of 45 layers. Layers with Lorentzian variation of impedance
have 0.15 m thick, layers of water have 0.30 m of thickness.

Fig. 5 Transmission for a structure of 45 layers. Layers with Lorentzian variation of impedance
have 0.15 m thick, layers of water have 0.45 m thick.
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Fig. 6 Transmission for a regular structure of 41 layers. The odd 21 layers have the same value of
impedance, Z = 3.5 MRayl. Odd layers have 0.15 m thick, even layers of water have 0.45 m thick.

Fig. 7 Comparison of the first passband of the linear structure of Fig. 3 (in black) with that pro-
duced by a regular structure.
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The Fig. 4 presents the transmission for 45 layers where the layers
with Lorentzian variation have a thickness of 0.15 nm and the water
layers have 0.30 nm. Fig. 5 also shows the transmission for 45 layers
with the same thickness for the Lorentzian layers as the preceding
figure and the water layers have a thickness of 0.45 nm. In Fig. 6
we make a comparison of the transmission for the second band of
Fig. 2 to the transmission obtained for a regular structure where all
the layers with odd numbering have the same value of impedance,
Zmax = 3.5 MRayl. For the regular structure, the thicknesses for the
odd layers and that of the water layers are the same as for those of
the Fig. 2. The regular structure has also well defined stopbands but
it does not have flat passbands. The transmission in the passbands
for the structure with regular profile is poorer due to the more abrupt
change of impedances. The oscillations in the passbands correspond
to the eigenfrequencies of the structure and are more prominent in
the regular structure than that of the other structure with Lorentzian
variable impedance

4 Conclusions

Using a method of transfer matrix, we have made studies in order to
propose a layered structure where the characteristic impedance of the
layers with odd numbers follows a a Lorentzian profile of values and
the inserted layers with even number have a constant value of acoustic
impedance. Flat transmission bands and reflection bands are obtained
by properly choosing the structure parameters. When a longitudinal
plane wave of sound is incident on the layered structure, has very
high transmittance if the frequency lies in a passband and completely
reflected if the frequency lies in a stopband. This kind of structure
can have potential applications, such as acoustic mirrors and filters
allowing selected intervals of frequencies to pass through.
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óptica no lineal, 181

absorbance, 213
absorción no lineal, 183
acoplamiento espı́n-órbita, 69
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biosensores ópticos, 160
Bragg reflector, 51

cálculo autoconsistente, 185
cambio relativo del ı́ndice de refracción, 173
Cantor, 234, 257
coeficiente de absorción, 183
coeficiente de absorción óptica, 173
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