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Introduccion

El curso propedéutico de la Facultad de Ciencias de la UA&Mmparte a los estudian-

tes candidatos a ingresar a la Facultad de Ciencias, a Exraale Licenciatura en Ciencias,

en sus cuatro areas terminales como son Bioquimica ydieloolecular, Ciencias compu-

tacionales, Fisica y Matematicas. La duracion del cprepedéutico es de alrededor de 4
semanas.

Los temas gue se tratan en este curso son principalmenteematicas de nivel bachillerato.
Este manual presentan los temas estudiados en el cursalputige, en el orden en que se
ensefian a lo largo de las 4 semanas de duracion del curso.

El primer capitulo, cubre material basico de algebram@son sistemas numericos, valor
absoluto, leyes de los signos, operaciones algebraicasetales, entre otros. El capitulo
dos, estudia las operaciones basicas como suma, mtit, division de expresiones con
literales, ya sea de monomios y polinomios. También selestlos radicales y el concepto
de racionalizacion.

El tercer capitulo, trata acerca de los productos notdlalgisos, y se presentan unos ejemplos
geométricos de algunos de estos productos. También seadiamtnoduccion al teorema del
binomio de Newton. En el capitulo cuatro se presenta, losguygodria llamar la operacion
inversa de tomar el producto de dos expresiones, es decionekpto de factorizacion de
expresiones algebraicas. Se pone especial enfasis erstvéat métodos de factorizacion
gue existen o en los mas conocidos.

El quinto capitulo estudia las ecuaciones de primer grasiacGomo el planteamiento de pro-
blemas que se resuelven usando este tipo de ecuacionesiiBaria manera, en el capitulo
seis se estudian las ecuaciones de segundo grado, la deddedia formula general por el
método de completar cuadrados y se hacen observaciortzsfientales acerca del discrimi-
nante de una ecuacion cuadratica. Al final, tambien salestyproblemas que se resuelven
por medio de ecuaciones de segundo grado.

El capitulo siete trata acerca de los diferentes métodagsblucion de sistemas de ecua-
ciones, ya sea de sistemas de dos incognitas o de treitaigncluyendo el método del
determinante. Se presentan aplicaciones para la resoldeiproblemas. En el capitulo ocho
se da un estudio breve de las desigualdades, asi como adedtasciones y su relacion con
el valor absoluto.



El capitulo nueve trata acerca de funciones elementakdsds, como son la funcion logarit-
mo, las funciones exponenciales y las funciones trigoticas, con especial enfasis en la
resolucion de ecuaciones con este tipo de funciones.

A lo largo del material de este manual, se presentan vammsEps resueltos de los temas
vistos en cada capitulo o seccion, y al final de casi todasdeciones de estas notas, una lista
de ejercicios para el lector es presentada. Estos ejes@cieden funcionar como parte de la
tarea del curso.

Gran parte del material usado para la elaboracion de esteahsae recopilo de las clases
tedricas presentadas por distintos profesores invektiga, que a lo largo de los Ultimos
afos han impartido el curso propedéutico.
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Capitulo 1

NUumeros

Consideramos que el lector esta familiarizado con el ¢unjde nimeros que se utilizan
para contar. A este conjunto se le conoce como el conjuntdiskeros naturales y se denota
porN, es decir,

N=1{1,2,3,...}.

En este conjunto estamos acostumbrados a realizar docmpres, la suma y la multipli-
cacion, entendiendo con esto que si sumamos o multiplisadoe numeros del conjunto
obtenemos otro nUmero natural. A estas operaciones lagenms como la suma (o adi-
cion) y la multiplicacion (o producto). En algunos libreld) se considera también como un
namero natural, sin embargo, en este libro no, pero comeangue) es tal quer + 0 = n,
para todo nUmero natural

Ahora, supongamos que deseamos resolver la ecuacibm = 0, cona € N, es decir,
encontrar una para la cual la igualdad anterior se cumpla. Esta ecua@diene solucion

en el conjunto de los nUmeros naturaléspor lo cual necesitamos definir un conjunto de
nameros que incluya al conjunto de nUmeRdy a sus negativos. Es decir, necesitamos
extender el conjunto de los nUmefigara que este tipo de ecuaciones tengan solucion en
el nuevo conjunto. A este conjunto lo llamamos el conjuntdogentmeros enteros y lo
denotamos paZ, es decir,

Z=1{.,6-3,-2-10123,...}

En este conjunto también hay dos operaciones, la suma yitgheacion, que satisfacen las
siguientes propiedades.

Propiedades 1.0.1(a) La suma y la multiplicadéin de rumeros enteros son operaciones
conmutativas. Esto es, 8j b € Z, entonces

a+b=0b+a Yy ab=ba.
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(b) La suma y el producto delmeros enteros son operaciones asociativas. Esto es, si
a, by c € Z, entonces

(a+b)+c=a+(b+c) y (ab)c=a(bc).

(c) Existe erZ un elemento neutro para la suma, éimero 0. Es decir, 8i € Z, entonces

a+0=0+a=a.

(d) Existe enZ un elemento neutro para la multiplicaxi, el fimero 1. Es decir, si € Z,
entonces
al =1la = a.

(e) Paracadaa € Z existe su inverso aditivo que se denota par. Esto es,
a+(—a)=(—a)+a=0.
(f) EnZ, el producto se distribuye con respecto a la suma. Es decirlsy c € Z, entonces

a(b+ c¢) = ab+ ac.

Notemos que la existencia del inverso aditivo nos permgelver cualquier ecuacion del
tipo mencionado, es decir,+ a = b, dondea y b son nUmeros enteros. Sin embargo, no
existe necesariamente un numero enteguie resuelva la ecuaci@n = p, conp y ¢ nUme-
ros enteros, por lo que nuevamente surge la necesidad delext conjunto de niumeros.
Consideramos ahora el conjunto de los nUmeros raciortplesjenotamos cont®, es decir,

@z{%\pequeZ\{O}}-

En general, para trabajar con los nUmeros raciongatmjimos que Yy ¢ no tengan factores
primos comunes, es decir, que sean primos relativos, egEniotamos com¢, ¢) = 1. En

el conjunto de nimeros racionales también existen lasojmes de suma y producto, las
cuales cumplen las mismas propiedades que los nUmeraeentelemas, en el producto
existe otra propiedad: la existencia del inverso multgiho.

Propiedad 1.0.2 Sig € Q, conp #0Yy (p,q) = 1, entonces existe uimico n]mero,g e Q,
llamado el inverso multiplicativo dg tal que

P 9_
q p

Con esta nueva propiedad tenemos garantia de poder nesollgquier ecuacion de la for-
magx = p. Sin embargo, existen numeros que no podemos escribir cogiente de dos
nUmeros enteros, por ejemplo, si queremos resolver lec#sua® — 2 = 0, ésta no tiene
solucion en el conjunto de los nUmer@s Las soluciones de la ecuacion son= +1/2 y
ahora mostremos qug2 no esta er.

1.
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Proposicibn 1.0.3 El nimeroy/2 no es un Amero racional.

Demostracbn. Supongamos lo contrario, es decir, gy es un numero racional, entonces
lo podemos escribir comg’2 = g dondep y ¢ no tienen factores comunes. Elevando al

cuadrado de ambos lados tenemos 2jue 5—2 es decir2q¢®? = p?. Esto quiere decir, qug?

es un numero par, pero entonces el migmes par. Pero s es par, digamos de la forma
p = 2m, entoncexq® = (2m)? = 4m?. Dividiendo entre 2 ambos lados de la ecuacion
tenemos qu@? = 2m?, esto esg? es par y entonceges también par. Ash y ¢ son pares,
contradiciendo el hecho de quey ¢ no tienen factores comunes. Por lo tant@ no es un
namero racional.

1.1. Los mumeros enteros y fraccionarios

Mucho antes de que los griegos (Eudoxio, Euclides, Apolaim) realizaran la sistematiza-
cion de los conocimientos matematicos, los babiloniasyehipcios conocian las fracciones.

La necesidad de medir magnitudes continuas tales comodduonel volumen, el peso, etc.,
llevd al hombre a introducir nUmeros fraccionarios.

Cuando tomamos una unidad cualquiera, por ejemplo, lapara,medir una magnitud con-
tinua (magnitud escalar o lineal), puede ocurrir una de deas; que la unidad esté contenida
en un nimero entero de veces, 0 que no esté contenida armerméntero de veces. En el
primer caso representamos el resultado de la medicion maorunero entero. En el segun-
do caso tendremos que fraccionar la unidad elegida en ddsge®ren cuatro, o en tantas
partes iguales como sea necesario; de este modo hallareradsaacion de la unidad que
esté contenida en la magnitud que tratamos de medir. Htadsude esta Ultima medicion
lo expresaremos con un par de nUmeros enteros, distintterdgellamados respectivamente
numerador y denominador. El denominador nos dara el muoheipartes en que hemos di-
vidido la unidad, y el numerador el nUimero de subunidadateoidas en la magnitud que
acabamos de medir. Surgen de este modo los numeros fradomnAlgunos ejemplo de
numeros fraccionarios son

Podemos decir también que son nimeros fraccionariogjuesnos permiten expresar el
cociente de una divisibn inexacta, o lo que es lo mismo, urision en la cual el dividendo
no es multiplo del divisor.

Un caso particular de nUmeros fraccionarios, son los masnenteros, que podemos definir
como aquellos que expresan el cociente de una divisibriaxa@aomo ejemplo de nUmeros
enteros tenemos

1,2,3,4,....

El 0 es un nUmero entero. Los nimere$, —2, —3, etc., también son nOmeros enteros, a
estos se les conoce coranteros negativos
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1.2. Los nmimeros racionales e irracionales

Losnameros racionales como vimos anteriormente, son aquellos que se puedersesyae
de la formag, dondep y ¢ son nUmeros enterosgyes distinto de cero, es decir, los nUme-
ros racionales son todos los numeros enteros y fraccas)agnto los positivos como los
negativos, por ejemplg, —3, 3.

Existen nUmeros que no se pueden representar de la g:rmastos se les llan@imeros
irracionales, por ejemploy/3, V5, T, e.

Es indudable que fueron los griegos quienes conocieronepoilos nimeros irracionales.
Los historiadores de la matematica, estan de acuerdaieniat Pitagoras (550 A. C.) el
descubrimiento de estos numeros, al establecer la oelacifre el lado de un cuadrado y la
diagonal del mismo. Mas tarde, Teodoro de Cirene (400 A.r@atematico de la escuela
pitagobrica, demostrd geométricamente (& /3, v/5, v/7, etc., son irracionales. Euclides
(300 A. C.), estudio en el libro X de sus “Elementos”, cientaagnitudes que al ser medidas
no se encuentra ningn namero entero ni fraccionario gsi@xprese. Estas magnitudes se
[laman inconmensurables, y los nUmeros que se originaedirtales magnitudes se llaman
irracionales.

1.3. Los nmimeros reales

Se les llamanimeros realesa los nUmeros descritos anteriormente (enteros, raesral
irracionales). Se pueden representar en forma decimaloe@memos a continuacion), por
ejemplo el nUmera lo podemos escribir comn000 . . ., el —3 como—3.000. . ., la fraccion
1como0.333...,v2comol.4142. .., m =3.1415....

1.3.1. Sistema decimal

El sistema decimal es un sistema posicional en el que caita thma un valor de acuerdo

a su posicion con relacion al punto decimal. Esto es,g@talse multiplica por una potencia

de 10. Para el digito de las unidades, o sea, el digito daeresediatamente a la izquierda
del punto decimal, lo tenemos que multiplicar po¥, conn = 0. El digito de las decenas lo
multiplicamos porl0! = 10. El exponente aumenta de uno en uno conforme nos movemos a
la izquierda y disminuye de uno en uno conforme nos movemaslarecha. Por ejemplo,

8732531 =8- 10 +7-103+3-10°+2-10" +5-10°+3-10"' +1-1072

En general, todo nUmero real puede escribirse como unansixpadecimal infinita de la
siguiente manera
bm e blbo.a1a2a3 ey

donde losh; y los a; estan en{0,1,...,9}. Los puntos suspensivos de la derecha signifi-
can que después del punto decimal podemos tener una infidelaigitos, asi el nUmero
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by ... bibg.arasas . . ., representa al nUmero real
by - 10™ + by - 10" + b - 10° +a; - 107 +ay - 1072 + - -

Por ejemplo,
= 0.3333..., 2 = 0.428571428571 ...,

= 0.50000..., 2 = 1.4142135....

N[= Wl

Con esta notacion podemos también distinguir entredosanos racionales y los irracionales.
Los numeros racionales son aquellos para los cuales lansipadecimal es finita o bien
infinita pero en algin momento se hace periédica, comojparmo en% =0.123636.. .,
gue se hace periodica de periodo 2 a partir del terceradiit cambio, para los nimeros
irracionales, la expansion decimal es infinita, pero rno 880, sino que ademas nunca se

hace peribdica.

1.3.2. Nimeros con signo

En Algebra, cuando se estudian cantidades que pueden tonmadss sentidos opuestgs
es decir, que son de condicidon o de modo de ser opuestospsasaxel sentido, condicion
0 modo de ser de las cantidades por medio de los signps-, anteponiendo el signe a
las cantidades tomadas en un sentido determirzaddiflades positiva3y anteponiendo el
signo— a las cantidades tomadas en sentido opuesto al antesiatidades negativak

Asi, por ejemplo, el tener, se designa con el signadas deudas con el signe. Para expresar
gue una persona tierl®0, diremos que tiene-100, y para expresar que debe0, diremos
que tiene—100.

Los grados sobre cero del termometro se designan con el sigrios grados bajo cero con
el signo—. Asi, para indicar que el termbmetro mard& sobre cero escribiremas10° y
para indicar que marc& bajo cero escribiremosg°.

El camino recorrido a la derecha o hacia arriba de un punto,d&ddesigna con el sigre

y el camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de ese mmmito se representa con el
signo—. Asi, si hemos recorridd00 m, a la derecha de un punto dado, diremos que hemos
recorrido+200 m, y si recorremo800 m a la izquierda del mismo punto, escribiremea¥)0

m.

El tiempo transcurrido después de Cristo, se consideiitiyoog el tiempo transcurrido antes
de Cristo, negativo. Asi+-150 afos significal50 afios D.C. y—78 afios significar8 afos
A.C.

En un poste introducido en el suelo, representamos conrel sida porcion que se halla del
suelo hacia arriba y con el signe la porcion que se halla del suelo hacia abajo. Asi, para
expresar que la longitud del poste que se halla del suela hatiba midel5 m, escribiremos
+15 m, y si la porcion introducida en el suelo es®m, escribiremos-8 m.
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La latitud norte se designa con el sigroy la latitud sur con el signe-; la longitud este
se considera positiva y la longitud oeste, negativa. Paaritot un punto de la Tierra cuya
situacion geografica seal5° de longitud y—15° de latitud se hallara4s° al este del primer
meridiano y al 5° bajo el Ecuador.

1.3.3. Elecobn del sentido positivo

La eleccion de fijar el sentido positivo en cantidades quexlpo tomarse en dos sentidos
opuestos, es arbitraria, depende de nuestra voluntad,ces pedemos elegir uno de los
sentidos como sentido positivo, pero una vez fijado el semasitivo, elsentido opuestaa
éste sera el negativo. Asi, si tomamos como sentidoipogitcamino recorrido a la derecha
de un punto, el camino recorrido a la izquierda de ese puméorsgativo, pero nada nos
impide tomar como positivo el camino recorrido a la izquéedéel punto y entonces el camino
recorrido a la derecha del punto seria negativo.

1.3.4. El cero, los @ameros positivos y negativos

El ceroes la ausencia de cantidad. Lrasmeros positivosson todos los nUmeros reales ma-
yores que cero, en algunas ocasiones estos nUmeros est&digos por el signe-. Los
numeros negativosson todos los nUmeros reales menores que cero, estosogisgetarac-
terizan por ser precedidos por el sigho

Ejemplos de nimeros positivas:+0.25, £, 7.

Ejemplos de nUmeros negatives2, —0.333 ..., —z, —.

1.4. Los $mbolos de relacon de orden

En los nUmeros reales esta definida telacion de orden como se enuncia a continuacion.

Propiedades 1.4.1Siz, y son rumeros reales, se cumple una y solamente una de las condi-
ciones siguientes:

(a) =1y,
(b) = <y,

(c) = >y.

El simbolo= se leeigual a. Asi, = = y se lee % igual ay”. El simbolo< se leemenor que
Asi, z < y se lee % menor quey”. El simbolo> se leemayor que. Luego,z > y se lee %
mayor quey”.
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1.5. Valor absoluto

Definimos elvalor absoluto de un niUmero reat como

x, si x>0,
|z = :
—x, sl z<O0.

Parak un nUmero real no negativo, la identidadl = & sélo la satisfacen los nUmeros-= k
yx=—k.

La desigualdadz| < k es equivalente ak < = < k, lo cual podemos ver de la siguiente
manera. St > 0, entonce$ < x = |z| < k. Por otro lado, st < 0, entonces-z = |z| < k,

de donder > —k. Como consecuencia de lo anterior observemosiggle|x|. En la figura
siguiente se muestran los valoresxdgue satisfacen la desigualdad, éstos son los que se
encuentran entre-k y k, incluyéndolos. Al conjuntd—k, k] = {r € R| — k < z < k}

le llamamos urintervalo cerrado, ya que contiene &y —k. A —k y k les llamamos los
puntos extremosdel intervalo.

Analogamente, la desigualdad > £ es equivalente a > k£ o —x > k. En la figura
siguiente los valores deque satisfacen las desigualdades son los que se encueantgana
soniguales, ak o después, o son iguales; &l conjunto(—k, k) = {r e R| -k < x < k}

le lamamos unntervalo abierto, ya que no contienefay —k, es decir, un intervalo abierto
es aquel que no contiene sus puntos extremos. Con esta idefivéenos que el conjunto de
lasz que cumplen quéer| > k, son los valores de ¢ (—k, k).

Observacibn 1.5.1 Si x es un imero real cualquiera, entonces la reléaoi entre la raz
cuadraday el valor absoluto éstlada porv/z? = |z|, la identidad se sigue de quig* = 2?
y|z| > 0.

Propiedades 1.5.2Siz y y son ruimeros reales, se cumple lo siguiente:

(a) |zy| = |z||y|. De agu se sigue tamign que

_ Izl o
_m,sw;«éo.

z
Y

(b) |z + y| < |x| + |y|, donde la igualdad se da si p sizy > 0.

1.5.1. Ejercicios resueltos

1. Hallar el valor absoluto de los siguientes nimeros:
a)4,b)—7,¢)0.47,d)-0.3, €) 3, f) —2.

Solucion. Es directo ver que| = 4, |7| = 7,10.47| = 0.47,|—0.3| = 0.3, |3] = 5

‘_é‘__
1 8 -

1
2 8"

2. Resuelva la ecuacidpr — 4| = |z + 5.
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Solucién. Tenemos que

2 — 4, si x>2,
|20 — 4] = |
—2x + 4, Sl oz <2

Ademas, tenemos que

T+ 5, si z> -5,
|z + 5] = :
—r — D, SI x < —5.

Siz > 2,entonceQr—4 = z+5, esdecirg = 9. Siz < —5, entonces-2x+4 = —x—5, de
dondex = 9, lo cual es imposible ya que < —5. El Gltimo caso que nos falta considerar es

-5 < x < 2, entonces la ecuacibn que tenemos que resolveRes-4 = x + 5, despejando

x, tenemos que = —%. Por lo tanto, los nUmeros que resuelven la ecuacion:sen9 y

—_1
T =—3

1.5.2. Ejercicios

Hallar el valor absoluto de los siguientes nimeros:
a) 3.1416 b) —27 + 14
c) —1.4142 d) 2 — .
Resuelva las ecuaciones siguientes.
e) |2z +3|+4=10 f) |52 + 3| = |3z + 25].
En cada caso encuentra los nUmeros real@se satisfacen la ecuacion.
9) |[zr—1]—|x+ 1] =0.
h) |z —1||z+ 1| = 1.
) |z =1+ ]z +1] =2.
Muestra lo siguiente.

j) Siaybsonnumeros reales cualesquiera, demuestra que

lla] = [b]| <fa —b].
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1.6. Operaciones algebraicas (suma, resta, multiplicamm y
division)

Los niUmeros se emplean para representar cantidades conocidas y dwsdasi En ma-
tematicas, ladetras se emplean usualmente para representar toda clase deadastiga
sean conocidas o desconocidas. tastidades conocidasisualmente se expresan por las
primeras letras del alfabeto:

a,b,e.d,. ...

Lascantidades desconocidagsualmente se representan por las Ultimas letras dek#édfab

w,xr,Yy,=z.

EnAlgebra se pueden aplicar a cantidades las mismas opeeadjoie se usan en aritmética
como son la suma, resta, multiplicacion y division, quensiican con los signos siguientes:

El signo de lasumaes+, que se leenas Asix + y se lee & masy”.
El signo de laestaes—, que se leenenos Asiz — y se lee % menosy”.

El signo de lamultiplicaci on es x, que se leenultiplicando por. Asi,z x y se lee & mul-
tiplicando pory ”. En lugar del signox, se puede usam punto entre los factores y también
se indica la multiplicacion colocando los factores enteptesis. Asi-y = (z)(y) = = X y.
Entre factores literales o entre un factor numérico y warait el signo de la multiplicacion
suele omitirse. Por ejemplox y X z = zyz, 5 X & X w = Hzw.

El signo de ladivision se denota por-, que se ledlividido entre. Asi, x +~ y se lee %
dividido entrey ”. También se indica la division separando el dividenda giesor por una

. T .
raya horizontal. De esta maneragquivale ar + y.
Y

1.6.1. Los &mbolos de agrupamiento

Los simbolos de agrupamiento son ||, { }. Se utilizan para dar una jerarquia en el orden
de las operaciones. Seain nUmero real, convenimos que

r = (2) = [a] = {a}.

Asi, (z + y)z indica que el resultado de la sumaxdg y debe multiplicarse por 2y — z|y
indica que la diferencia entre y x debe multiplicarse pay; {w + =} =+ {y — =} indica que
la suma dev y = debe dividirse entre la diferencia ge -.

Por ejemplo, si tenemds+ {4 + [3 — (2 x 5)]} significa que primero debemos realizar la
operacion2 x 5), asi obtenemos+ {4+ [3—10]}. Después realizamos la operacjér-10],
asi obtenemos+ {4 — 7}, y por (ltimo realizamos la operacidA — 7}, por lo que

5+{4+83—-(2x5H)]}=5-3=2.
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1.6.2. Ley de los signos

Laley de los signo®s la siguiente:

(+)

(=) = -
(+) = -
(=) = +.

Cuando realizamos operaciones con los nUmeros realesiédepgue obtengamos expresio-
nes comd + (+9), —1 — (—=3), 2+ (=5), 4 — (+6). En estos casos aplicamos la ley de los
signos de la siguiente manera

1.6.3. Ejercicios resueltos
Calcule las operaciones indicadas.
1. -(24+5)+(-3)=—(7) —3=-7-3=-10.
2. (=5)(15)+(2—=T7)=(=75) 4+ (=5) = =75 — 5 = —80.

1.6.4. Ejercicios
Calcule las operaciones indicadas.
a)l-1+41 b) -2 —7+38

c) 5—3(2-3(3)) d) 7+ 3(4-6(5—3))

e) 2+}+<_2)+7(}

513 7 f) =3(1=2)+2{—4[-2-3(1+ 1)} —{-[-(1+D)]}
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9 2(;) +{-B+E-8+2-(—5+7 -G+ - (—5+)}

hy 5+{-2+7) —[-4+21—-24+7)+(-2-7)+(-2+7) -2}

) —{6+3—-206—-3)+3{—-[10+35-306+3 -]} —=3[-5+2(-1+5)]}
D 3-3G+3+[-{-(3+2-2-35-2+1)+3}

1.6.5. Potencias de iimeros

El signo de elevar a una potenciasel exponente que es un nimero pequefio colocado
arriba y a la derecha de una cantidad, el cual indica las wpoeslicha cantidad, llamada
basese toma como factor. Asi, sies un nlmero entero mayor que cero tenemos que

n-veces
Sin = 0 tenemos que’ = 1. Cuando una letrao tiene exponente su exponente es la
unidad. Asi, z equivale ar!, zyz equivale ar'y'z!.

1.6.6. Ejercicios resueltos

Calcula las potencias indicadas.

1. 22 = 2.2 = 4. Recuerda que el nimero que aparece en el exponente an@lmde
veces que multiplicaras por si mismo el nUmero que aparetzelgmse. No multiplicas
estos dos numeros, esto quedara mas claro con los digsigjemplos.

- (=3)° = (=3)(=3)(=3) = 9(=3) = —27.
(D= G) =%
D=0 =)&) =

1.6.7. Ejercicios

2
3.
4

Simplifica los siguientes nimeros.

a) 4"t — 4.4 b) % + 25
c) 32 — 32 d) 42 — 52
e) 210 . 220' f) (32)3 _ (3—2)3
g) (4°)° - (37%) h) 27 (3) (2?)

i) (10-10')° ) (3% (52) ()(9%).
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1.7. Productos de potencias de un mismoimero
Lasleyes de los exponentese enuncian a continuacion.

Propiedades 1.7.1Seann, m niUmeros enteros, y seaun numero real, entonces

(a) amam™ = grtm
(b) (xm)m = amm,
(¢) (zy)" = a"y".
(

1.7.1. Ejercicios resueltos

Resuelve las siguientes multiplicaciones.
1.2-23=2.23 =243 =24 = 16.

2. 6-6* = 6't* = 65 = 7,776. Cuando las potencias resultan nimeros muy grandes como
en el caso anterior, la respueétees suficiente.

(3.14%)(3.145) = (3.143+5) = 3.148,

(7—2)(73) — 723 7l 7

(0.719)(0.7173) = 0.716+(=3) = 0.716-3 = 0.715.
o7 - 328 = 3274 328 = 327448 = 324,

(69)(63) (6%) (61) — (69)(63)(6_13)(61) — gIT3+(=13)+1 — §9+3-13+1 — g0 — 1.

N g & w

1.7.2. Ejercicios

Encuentra el valor de en las siguientes igualdades.

a) (1')(1%) = & b) (67)(6%)(3") =
c) 7 = 2401 d)3*+9°+813 ==z
e) 1 —10* =0 f) (4°)(64%) = § + =.



Capitulo 2

Operaciones con literales

2.1. Propiedades de los imeros reales con la suma y la
multiplicaci bn

De la misma manera que para nimeros enteros, existensgeedpiedades que se cumplen
para la suma y multiplicacion de nUmeros reales, las si@lanciamos a continuacion.

Propiedades 2.1.1(a) Asociatividad. Para todosr, y, z nUmeros reales, tenemos que
r+y+z2)=(x+y) +2
x(yz) = (zy)z.
(b) Conmutatividad. Para todosz, y nUmeros reales, tenemos que
T+y=y+ux,
Ty = Yyx.

(c) Existencia de elementos neutrosExiste un amero y $lo un rimero, el0 (cero), tal
quex + 0 = 0 + x = x, para cualquier fimero realzr.

Existe un eimero y 8lo un rimero, ell (uno), tal quer-1 = 1-x = x, para cualquier
numero realr.

(d) Existencia de elementos inverso$ara todox nimero real, existe elimmero real—z
tal quer + (—z) = (—z) + = = 0.

Para todoz nimero real,x # 0 (z distinto de cero), existe elimero realz~! tal que

r-xt=z . x=1,

13
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(e) Leyes distributivas. Para todosr, y, = nUmeros reales, tenemos que

x(y + 2) = xy + zz,
(r+y)z=xz+yz.

2.2. Terminosy notacbn algebraica

Expresion algebraica.Es la representacion de un simbolo algebraico o de uns®mpera-
ciones algebraicas. Veamos los siguientes ejemplos:

20 — 3 1 3
a, -, z, —4dy, var+z, i 3 y) -+ .
c x

T T

Término. Es una expresion algebraica que consta de un solo sirtddovarios simbolos,
sin estar separados entre si por por alguno de los signws-. Ejemplos de expresiones
algebraicas con un término:

y, wy, —bdab, —.
z

Ejemplos de expresiones algebraicas con mas de un término

X 513'2 ,1'3

r+y, w—=z a+btec, —+———.
ytooyr S

Los elementos de un término son cuatro: el signo, el coefjda parte literal, y el grado.

El signa. Lostérminos positivosson aquellos que van precedidos del sighdostérminos
negativosson aquellos que van precedidos del signo

Ejemplos de términos positivos:
xr
+z, +9a, +>dHyz, +-—.
z

Ejemplos de términos negativos:

—x, —3b, —6ay, —%.
w
Nota. Cuando un término no va precedido de ningun signo signifie es positivo. Ast es
o mismo quetzx.

El coeficiente En el producto de dos factores, cualquiera de los fact@damadocoefi-
ciente del otro factor. Asi, en el productx el factor3 es coeficiente del factar e indica
gue el factorr se toma como sumando tres veces, es deci; x + x + x; en el productdy,

el factor5 es el coeficiente dge indica quesy = y + y + y + y + y. Estos sorcoeficientes
namericos
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En el productawz donden es un entero mayor que cero, el factoes coeficiente del factor
x, € indica quer se toma como sumandoveces, o sea

nr=x+T+--+T.
n-veces

Si tenemos el productenz, el factor—n es el coeficiente de, e indica la resta de veces
el factorz, o sea
—Nr=—r—r—---—2x.
n-veces

Sin = 0 tenemos quéx = 0.

En el productary, el factorz es el coeficiente del factgr Este es uroeficiente literal En

el producto de mas de dos factores, uno o varios de ellos|smefciente de los restantes.
Asi en el productavzyz, w es el coeficiente deyz, wx es el coeficiente dgz, wxy es el
coeficiente de.

Cuando una cantidad no tiene coeficiente numérico, su @rgkces launidad. Asi, x equi-
vale alzx, ryz equivale alxyz.

La parte literal la constituyen las letras que haya en el termino. Ashzgnla parte literal

. 3$3y4 . 3y4
esxy; en=-- la parte literal es_-.

El grado de un ttrmino puede ser de dos clasedisoluto y con relacon a una letra.

El grado absolutode un término es la suma de los exponentes de sus factereddd. Asi,
el termino4x es de primer grado por que el exponente del factor literas 1; el término
xy es de segundo grado por que la suma de los exponentes detsussfditerales eg; el
términoz2y es de tercer grado por que la suma de los exponentes de susdditerales es
3; bxty®2? es de noveno grado por que la suma de los exponentes de susdditerales es
9.

El grado de un téermincon relacion a una letraes el exponente de dicha letra. Asi el término
bx® es de primer grado con relacion nde tercer grado con relaciomadz?y* es de segundo
grado con relacion a y de cuarto grado con relacionja

2.3. Clasificacon de las expresiones algebraicas

Un monomio es una expresion algebraica que consta de un solo téromiscejemplos son
3zy —5yz.

Un polinomio es una expresion algebraica que consta de mas de un ¢énpanejemplo

3+ 222 + 5y + 1.
x> mat
Un binomio es un polinomio que consta de dos términos, por ejenﬁ?le 0
Y
Un trinomio es un polinomio que consta de tres términos, por ejempfo+ 1023 + 5w?.
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Para ordenar un polinomio se deben escribir sus terminosde que los exponentes de una
letra escogida, llamadetra ordenatriz, queden en orden descendente o ascendente. Asi,
ordenar el polinomie-523 + 2° — 3z + 2* — 22 + 6 en orden descendente con relacion a
sera escribin® + 2* — 523 — 22 — 32 + 6.

Ordenar el polinomiaty — 72%y® — 525 + 6zy* +y° — x3y? en orden ascendente con relacion
ax sera escribirlo en la formg@ + 6xy* — 7%y — 23y? + 2%y — 5a°.

2.3.1. Suma de monomios y polinomios

La suma o adicbn es una operacion que tiene por objeto reunir dos 0 massrpes alge-
braicasg(sumandos)en una sola expresion algebra{sama). Asi, la sumade y b esa + b,
por que esta Ultima expresion es la reunion de las dogsiyes algebraicas dadag b.

Términos semejantesDos 0 mas términos son semejantes cuando tienen la miarte p
literal, o sea, cuando tienen letras iguales con exponaiakes.

Por ejemplo, los termino&z y x son semejantes por que tienen la misma parte literal; los
terminos4wz y —6w?z no son semejantes, por que aunque tienen iguales lettas, res
tienen los mismos exponentes, ya qualdel primero término tiene de exponenitg la w

del segundo tiene de exponegte

Lareduccion de €rminos semejante®s una operacion que tiene por objeto convertir en un
so6lo término, dos o mas terminos semejantes. Parairathgco mas terminos semejantes se
suman los coeficientes y a continuacion de la suma, se edarngarte literal.

Veamos los siguientes ejemplos, donde se reducen térisenosjantes.
Ejemplo 2.3.1 1. 3z + 2z = (3 + 2)x = 5.
2. —m —3m —6m —5m = (—1 — 3 — 6 — 5)m = —15m. Notemos que-m = —1m.

3. sab+ 2ab = (5 + 2)ab = Zab.

5. 18z — 11z = (18 — 11)x = 7.

6. —% 2b + a?b = (—% +1)a?b = $a2b.

2.3.2. Suma de monomios

Para sumar dos 0 mas expresiones algebraicas se escrdseaeontinuacion de las otras con
Sus propios signos y se reducen los terminos semejantes, lsy. Como ejemplos tenemos
los siguientes.
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Ejemplo 2.3.2 1. Sumalba, 6bY 8c.

Los escribimos unos a continuéaide otros con sus propios signos, y cdme= +5a,
6b = +6by 8c = +8¢, la suma seit 5a + 6b + 8c.

El orden de los sumandos no altera la sumaAd, 5a + 6b + 8c es lo mismo que
5a + 8c + 6b 0 quebdb + 8c + ba. Esta es ldey conmutativa de la suma

2. Sumana?b, 4ab?, a*b, Tab® y 6b°.

Se tiene qua?b + 4ab* + a®b + Tab® + 6b°. Reduciendo loserminos semejantes,
obtenemos quéa®b + 11ab? + 6b°.

3. Sumaay —2b.

Cuando algin sumando esegativosuele incluirse dentro de un pamtesis para indi-
car la suma, as3a + (—2b) = 3a — 2b.

4. Sumar7a, —8b, —15a, 90, —4c y 8.

Se tiene qu&a + (—8b) + (—15a) +9b+ (—4ac) + 8 = Ta — 8b — 15a+ 9b — 4c + 8.
Reduciendoérminos semejantes, se llega a g + b — 4¢ + 8.

2.3.3. Suma de polinomios
1. Sumam — b, 2a + 3b — ¢y —4a + 50.

La suma suele indicarse incluyendo los sumandos dentroréatpais, asi
(a —b)+ (2a 4+ 3b — ¢) + (—4a + 5b).

Ahora colocamos todos los términos de estos polinomiass arcontinuacion de otros,
con sus propios signos, y tendremaos b + 2a + 3b — ¢ + —4a + 5b = —a + Tb — c.

Nota. En la practica, suelen colocarse los polinomios unosjdetgotros, de modo
gue los terminos semejantes queden en una misma columhagsda reduccion de
éstos, separandolos unos de otros con sus propios signos.

a —b
2a +3b —c

—4a  +b5b
—a +7b —c.

2. SumaBm —2n+4,6n+4p —5,8n —6y m —n — 4p.

Se tiene que
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3m  —2n +4
6n +4p =5
8n —6

m —n  —4p
dm +11n —7.

2.3.4. Ejercicios resueltos
1. SumaBa — 5by —6a + 3a.

(3a — 5b) + (—6a + 3a) = (3a — 5b) + (—3a) = 3a — 5b — 3a = —5b.

2. Sumarab — 6¢ + d, 5¢ — 3d 'y 2d — 4ab.
(2ab — 6¢ + d) + (be — 3d) + (2d — 4ab)
= 2ab — 4ab — 6¢c + 5c+d — 3d + 2d = —2ab — c.
3. RestaBa + 5b de6a — 7b.

(6a — 7b) — (3a + b5b) = 6a — 7b — 3a — 5b = 6a — 3a — 7b — 5b = 3a — 12b.

4. Restawn deab.
ab — (a) = ab — a.

5. Restala + 5b — 6cde7a + 3b — 6c.

(Ta+3b—6¢) — (2a+5b— 6¢) = Ta+ 3b— 6¢— 2a — 5b+ 6¢
= Ta—2a+ 3b—5b— 6¢c+ 6¢
= ba — 2b.

6. ¢Qué se debe sumar al primer polinomio para obtener @hdeg

a) x + 4y, 3x — 6y.
Nota que dicho polinomio se obtendréa al restar el primefsegundo:

3x — 6y — (x +4y) =3x — 6y — x — 4y = 3x — x — 6y — 4y = 2x — 10y.
b) 6z + 7y — 10, —8x — 13y — 6.

(-8 —-3y—6)— (6xr+7y—10) = —8r— 13y —6—6x— Ty+ 10
= —8r—6x—13y—T7y—6+10
= —14x — 20y + 4.
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2.3.5. Ejercicios

Realiza las operaciones indicadas.

a) 2z%y3z + 3223,

b) 2a2bc® — 5a?bc® + 3a’bc3.

c) 3zt — 22t 4 72t

d) 2a — (—4a+b) — {—[~4a+ (b—a) — (=b+ a)]}.

e) (5ab — 3bc + 4cd) + 2bc + 2¢d — 3cd) 4 (4be — 2ab + 3cd) + (—3bc — 6¢d — ad).
f) 2% — 3zy + y*+ —2y* + 3zy — 22+ 2% + 3wy — 2.

) 322 — sz + 2+ 3(54% + 2o 4+ 1) + 32% — bx — 3.

h) 22 + 2ay+ —tay + y*+ —Say + 242

) 4a?y? — Say? + 5ay + 32% — 2y + 2%y? — 622y + 5y? — 5a?y? + day? — 2y — 42% —
292 + day? + 222y + 22,

j) 423y — 19293 + ¢yt — 62%y* — (—2* — 5lay® + 322%y? — 2523y).

2.4. Producto y potencias de monomios

La multiplicaci 6n es una operacion que tiene por objeto, dadas dos cantilateslas mul-
tiplicando y multiplicador, hallar una tercera cantidddiiada producto. El multiplicando y
el multiplicador son llamadadsctoresdel producto.

El orden de los factores no altera el productoEsta propiedad, demostrada en Aritmetica,
se cumple tambien ellgebra. Asi el productay puede escribirsgz; el productary z puede
escribirse tambiépzz 0 zyx. Esta es ldey conmutativa de la multiplicacion.

Los factores de un producto pueden agruparse de cualquier ntwm. Asi, en el producto
abcd, tenemos
abed = a x (bed) = (ab) x (ed) = (abe) x d.

Esta es ldey asociativade la multiplicacion.

Ley de los coeficienteskl coeficiente del producto de dos factores es el productosie
coeficientes de los factores. A3, x 4b = 12ab. En efecto, como el orden de los factores no
altera el producto, se tiene que

3ax4b=3x4xaxb=12ab.
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2.4.1. Multiplicacion de monomios

Para multiplicar dos monomios se multiplican los coefi@erde éstos y a continuacion de
este producto se escriben las letras de los factores en atfddyético, colocando a cada
letra un exponente igual a la suma de los exponentes que earlga factores. El signo del
producto estara dado por la ley de los signos.

Consideremos los siguientes ejemplos.

1. Multiplicar 2a? por3a3.

Se tiene qu&a?® x 3a® = 2 x 3 x a®>T® = 6a°. El signo del producto es, ya que+
por + da+.

2. Multiplicar —xy? por —5ma*y?3.
Se tiene qué—zy?)(—5maty®) = SmaltTy*3 = 5ma’y°. El signo del producto es
+, porque— por — da-+.

3. Multiplicar 3a2b por —4b?z.
Se tiene qué3a®b)(—4b%r) = 3 x (—4) x a*b' 2z = —12a4*V*z. El signo del producto
es—, porque+ por— da—.

4. Multiplicar —ab? por4a™b™c?.

Se tiene qué—ab?)(4a™b"c?) = (—1) x 4 x a' TP = —4a' B3, El signo
del producto es-, ya que— por+ da—.

2.4.2. Potencias de monomios

Llamaremos potencia de un monomio al producto de tomarladantor tantas veces como
se quiera. Diremos que un monomio esta elevadaadsima potencia si éste se ha tomado
como factom veces.

Por ejemplo la expresiotbwz?)? indica que el monomidwz® se ha elevado a la cuarta
potencia. En este ejemplol@sees5wz? y el exponente es.

Para elevar a la-ésima potencia un monomio primero se escribe el coefe@dmeste eleva-
do a lan-ésima potencia y despues se escriben las letras mudiiplacel exponente de cada
una de estas por.

Veamos los siguientes ejemplos.
1. Elevar2z? a la tercera potencia.

(2x2)3 = 235223 = 845,
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2. Elevar5a!°t® a la cuarta potencia.
(5&1066)4 — 54a10X466X4 _ 54a40624.
3. Hallar(322%y)2,

(323:25 50) 322 25><2y50><2 (25)2 50y100_210 50

2.4.3. Ejercicios resueltos

Calcule los productos indicados.

1. (7b)(6a) = 42ab
2. (3b)% = 27°

3. (9= 1.

4. (3 =12

5. (D) =5 =

7. (5a*b)® = 125a563.

2.4.4. Ejercicios

Calcule los productos indicados.

a) (24°)(52%) b) (a+b—c)(a—b+c)
c) (1223)(4x) d) (4a=)(a™?)
€) (—22%)(=5x)(—32?) f) (182°y22%)(62°y2?)
9) (—327)° h) (32°)°

) (52°%2)° D) (5z7y?z)°.

Y

100

21
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2.5. Producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios, se multiplican todos Ersritinos del multiplicando por cada
uno de los términos del multiplicador, teniendo en cueatiey de los signos, y al final se
reducen los terminos semejantes.

Ejemplo 2.5.1 Multiplicar 4z — 3y por —2y + 5.
(—2y + bz)(4x — 3y) = —2y(4x — 3y) + Sx(4x — 3y)
= —2y(4z) — 2y(—3y) + dz(4x) + Sz (—3y)
= —8wy + 6y* + 202% — 152y
= 202% — 23y + 63>

Tambieh podemos escribir la multiplicacion en forma icait
4x —3y
5% —2y
4x(5z) —3y(bx)
—4z(2y)  +3y(2y).

Reducimos los terminos semejantes, para obtener

4x —3y

5% —2y

2022 —15zy
—8ry  +6y>

2022 —23zy  +63°.

2.5.1. Ejercicios resueltos
Realice las siguientes multiplicaciones.
1.2 — x + 4 por —222.
Solucion.
(2% — o+ 4)(—22%) = —22* 4 22° — 82°.

2. Multiplicar 22=2 — 22=1 por 12.

<3x4— 2 2x6— 1) (12) = 12 (31’4— 2) 1o <2x6— 1)

36x — 24  24x — 12

4 6
= 9z2—-6—4x+2

= 9r—4z—-6+2
= bz —4.

Solucion.




2.6. Divisibn de monomios
3.3x(2z — 1) — z(x — 3).
Solucion.
3v(2z — 1) — z(x — 3) = 62> — 3w — 2° + 37 = 62° — 2° — 3z + 3z = 5z’

4. —2ab*(5x — 6 — 3b?).

Solucion.
—2ab’(5z — 6 — 3b?) = —10ab’x + 12ab* + 6ab’.

2.5.2. Ejercicios

Calcula los siguientes productos de polinomios.

a) (42® — 52 + 2z + 1)(3z — 6).

b) (a+b—c)(a—Db+c).

c) (=3z%y® + 4 — 72%y? — 623y3) (ba'y + 8x — 223y — 10).
d) (3a—3b) (a+ 3b).

e) (5a — 46a*)(2a® — 3a® + 4a).

D (o= 3a* + §a?) (32® — o + o).

9) (3z° —4z* + 82%)(2z — 8).

h) (a® —a™™ +a"2) (a +1).

) (m*—m?+m—2)(am + a).

) (a73b2 +2a73b — a~2b2)(3a5b 2 + 1+ a”

2.6. Divisibn de monomios

23

La divisibn es una operacion que tiene por objeto, dado el producto sléadtores (divi-

dendo) y uno de los factores (divisor), hallar el otro fag¢tmrciente). De esta definicion se

deduce que el cociente multiplicado por el divisor repredeicdividendo. Asi, la operacion

de dividir6a? entre3a, que se indica pda? = 3a 0 % consiste en hallar una cantidad que

multiplicada por3a se obtengéa?. Esa cantidaddpcientd es2a.
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2.6.1. Ley de los signos en la divign

Laley de los signo®n la division es la siguiente:

+
+

~~ /~~ —~

S~— \L ~— ~—

A~ A/~

~— \—_I_/ ~— ~—
|

Ejemplos. Calcula las divisiones indicadas.

1. (+ab) = (+a) = i—zb = +b.

2. (—ab) = (—a) = __—‘f = +b.

3. (+ab) = (—a) = 72 _
—a

4. (—ab) = (+a) = 1—6’;’ _

5 a5—a3:£:a5_3:a2

2.6.2. Divisbn de monomios

Para dividir dos monomios se divide el coeficiente del dwdteentre el coeficiente del
divisor y a continuacion se escriben en orden alfabétisddtras, poniéndole a cada letra un
exponente igual a la diferencia entre el exponente que ékdigidendo y el exponente que
tiene el divisor. El signo lo da la ley de los signos.

Ejemplo 2.6.1 Dividir 4a®b* entre—2ab.

4a3b* ~ —2ab =

ya que(—2ab)(—2a?b) = 4a>b>.
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2.6.3. Ejercicios resueltos

Simplifica las siguientes expresiones

6

a
1. ot
6 6—2 4
— =aqa =a
CL2
3
c
2- F
3
C 3-(=3) _ 6
— =c = c’.
3
3 (x4 2)*
" (x4 2)8
(‘T _I_ 2)4 4—6 -2 ]_
(x4 2)8 (z+2) (z+2) (x 4 2)?
4 —30ab?
" 12a%bte
—30a3b? B —5a®2p%4 B —5ab? _ —da
12a2btc 2c 2 22
(=32)*
5. o
_ 4 1 4
( Sf) e T
T T

2.6.4. Ejercicios

Dividir la expresiones indicadas.

a) 1223 entredx b) 2=*y~° entrez?y !

c) 3623y72* entrel2x2y? d) - entrea—ib3

e) 242%y* + 18z%y° — 48210y° entre6a2y3  f) 1027 entre2z—7

g) 62%yz entre2z?y h) 6273y~2 entre3z 4y 3

i) 36a”T2p"~! entre3a®b j) 23y~5 entrez—3ys.
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2.7. Simplificacbn de expresiones fraccionarias

Unafraccion algebraicaes el cociente indicado de dos expresiones algebraicasy &s'
una fraccion algebraica porque es el cociente indicad@ @xpresior: (dividendo) entre
la expresior (divisor). El dividendoe se llamanumerador de la fraccion algebraica, y el
divisor b, denominador. EI numerador y el denominador son los términos de la fegxcci

Una expresion algebrai@ntera es la que no tiene denominador literal. ﬁﬁ%?i es una ex-
presion algebraica entera. Una expresion entera puatgderarse como una fraccion de
denominadott.

Una expresion algebraiqaixta es la que consta de parte entera y parte fraccionaria. Asi,
a+ 2y z— -L son expresiones mixtas.

2.7.1. Principios fundamentales de las fracciones

Los siguientes principios demostrados en Aritmética sieapigualmente a las fracciones
algebraicas.

Propiedades 2.7.1(a) Si el numerador de una fradm algebraica se multiplica o divide
por una cantidad, la fracéin queda multiplicada en el primer caso y dividida en el
segundo por dicha cantidad.

(b) Si el denominador de una fracei algebraica se multiplica o divide por una cantidad,
la fraccion queda dividida en el primer caso y multiplicada en el selgupor dicha
cantidad.

(c) Si el numerador y el denominador de una fragcalgebraica se multiplican o dividen
por una misma cantidad, la fradmn no se altera.

2.7.2. Simplificacbn de fracciones

Reducir una fraccion algebraicaes cambiar su forma sin cambiar su valor.

Simplificar una fraccion algebraicaes convertirla en una fraccion equivalente cuyos termi-
Nnos sean primos entre si.

Cuando los terminos de una fraccion son primos entra 8at¢cion esrreducible y entonces
la fraccion esta reducida a su mas simple expresion aw@isima expresion.

Parasimplificar fracciones cuyos érminos sean monomiose dividen el numerador y el
denominador por sus factores comunes hasta que sean pritnesie
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4a?b®

6a3b3m’

Ejemplo 2.7.2 Simplificar

400" 2x2x a8 2p?

6a3bdm 2x3xm 3am’

Parasimplificar fracciones cuyos &€rminos sean polinomiosse descomponen en factores
los polinomios todo lo posible y se suprimen los factoreswuwes al numerador y el deno-
minador.

2.7.3. Ejercicios resueltos

Simplifique las siguientes fracciones algebraicas.

275b%a>  55(5)b (Va2

prm— = b7 2.
B5b—4 55 oba
(x+2)2%(x+3) (z+22%*(x+3) (z+2)*(z+3)
= = == 2 .
(x+3)—1 r+3—-1 x+2 (x+2)(w+3)
3 (2a—b)—(Ba+2b) 2a—3a—-b—-2b —a—-3b —(a+3b) -1
' (a+3b)c B (a+3b)c  (a+3b)ec  (a+3bc ¢
(22 =22 = 3)y*  (z+1)(z+3)y?
4. - — (z +3)y.
(x+ 1)y (x+ 1)y (z+3)y
2.7.4. Ejercicios
Simplifique las siguientes expresiones.
a b a+b 8192 18y*
) b) —2 = |~
b «a a p 35p
2 _ 5
C) v d) Smn + 14m3n?
z—3
2 _ 12
e) ¢ —6x+9 f 1505 = 35ab
oxr — 15
) 6x — 18 h) _45m3 B 27m*
g 8x + 16 28n3 " 49nb
) 3+ 622 + 122 + 8 .)x—2;3x—6
23 + 47?2 + 4z J 3y T oy
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2.8. Sumay resta de expresiones fraccionarias

Regla general para sumar o restar fracciones.

1.

2.

Se simplifican las fracciones dadas si es posible.

Se reducen las fracciones dadas al minimo comin deadmisi son de distinto de-
nominador.

Se efectlan las multiplicaciones indicadas.

. Se suman o restan los numeradores de las fracciones gitemgsse parte esta suma

por el denominador comuUn.
Se reducen téerminos semejantes en el numerador.

Se simplifica la fraccion que resulte, si es posible.

2.8.1. Ejercicios resueltos

Realiza las siguientes operaciones y simplifica.

1.

x+3+2x+3_x+3+2x+3_3x+6_3(x+2) B

= = = = 3.
r+2 x42 T+ 2 T+ 2 x4+ 2
sx+1 2ox—-4 Sw+1-2x4+4 3r+5
z+1 r4+1 r+1 x4+
T 2 z(x—3)+2x+2) 2*—-3c+20+4 -z +4
r+2 -3  (z+2)@x-3)  (@+2)(xz—-3) (z+2)(z-3)
T 3 r+3r-2) x+3r—-6 4r-6
-4 x+2 22—4 22 —4 22— 4
122 — 4 2 122 — 4 2

(x—2)2 z-2

120 —4 —2(x —2)
(r —2)?

2 —4-2x+4 10z
(@=22 (-2

22— 4r+4 1 —2
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2.8.2. Ejercicios

Realiza las operaciones y simplifica.

+3 2243 ) 2
a) Lo I
r+2 x42 p—2 2—p p—2
o) x n 2 d) 3c+2_4c—2+20+5
r+2 -3 (c—1)2 (1—-¢? (1-0¢)?
120 — 4 2 f 2x . 1 T
x?—Adr+4 -2 (=12 (1-2)3 (1-2)
x 3 a+b a-—b>
h
9) x2—4+x+2 ) a? - ab
: 2?2 -z 1 r+3
i)

5016 2—52+6 22—50+6

Tr—y 2z " T+y
224+ 2y +y? 2% —y? 2?2 - 2xy+y?

)

2.9. Potencias fraccionarias y simplifica@n de radicales

Laraiz de una expresion algebraica elevada a una potencia reyrdalexpresion dada. El
signo de la raz es,/, llamado signo radical. Debajo de este signo se coloca lideaa la
cual se extrae la raiz llamada por esmtidad subradical.

El signo\/ lleva un indice que indica la potencia a que hay que elevaailapara que
reprodusca la cantidad subradical. Por convencion éérdse suprime y cuando el signo
y/ ho lleva indice se entiende que el indicees

Asi, va* significa que una cantidad elevadacahdrado reproduce la cantidad subradical
a*, estaraices soit y —a?, ya que(a?)? = a*y (—a?)? = a*.

v/ 823 significa una cantidad que elevadacabo reproduce la cantidad subradicaf; esta
raiz e2x por que(2z)? = 8z3.

v/—32a’ significa que elevada a tpuinta potenciareproduce la cantidad subradicab2a®;
esta raiz es-2a por que(—2a)® = —32a°.

Unaexpresibn radical es toda raiz indicada de un nimero o de una expresionraigab
Asi, V4, v9a3, V1643 son expresiones radicales.

Si la raiz indicada es exacta, la expresiorrasonal; si no es exacta esracional . Las
expresiones irracionales com@, v/3a2 son las que cominmente se llaman radicales.
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El grado de un radical lo indica su indice. Asf2a es un radical de segundo graddja? es
un radical de tercer grad&/3x es un radical de cuarto grado.

Se extiende la idea de exponente, a los nUmeros de la fgrandem y n son nUmeros
enteros.

Para extraer una raiz a una potencia se divide el exponernégembtencia por el indice de la
raiz. Por lo que obtenemos leyes de los radicales

Propiedades 2.9.1(a) /a™ =ax.
(b) Vab = /ai/b.

2.9.1. Raz de un monomio
Para extraer una raiz de un monomio se procede como sigue.

1. Se extrae la raiz del coeficiente y se divide el exponanteada letra por el indice de
laraiz.

2. Sielindice del radical es impar, la raiz tiene el misigag que la cantidad subradical,
y si el indice es par y la cantidad subradical positiva, iatiane el doble signg-.

Ejemplo 2.9.2 1. Hallar la raiz cuadrada dé@a>b".

V9a2bt = +3ab?.

2. Hallar la raiz cuadrada de-8a3z%y°.

Y/ —8adxby® = —2ax?y’.

2.9.2. Ejercicios resueltos

1. Simplificar la siguiente expresion.

e T -

2. Multiplicar 322 y 2z'/2y.
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2.9.3. Ejercicios

Simplificar las expresiones dadas.

a) Vo b) /64
0 v/ ab d) vV a2biv/4ab
ab V2ab
e) Vadbde f) Va3
vab3c3 Va2
3 _125.’1:9 9 a18
9) V 216m12 h) b9¢27
220 128
510 no7) 140
) 1024430 ) g4’

2.10. Racionalizaabn

Racionalizar el denominador de una fracodn es convertir una fraccibn cuyo denomina-
dor sea irracional en una fraccion equivalente cuyo denadur sea racional. Cuando se
racionaliza el denominador irracional de una fracciosag@rece todo signo radical del de-
nominador. Si el denominador de un cociente contiene unrfaetla formay/a*, conk < n

y a > 0, entonces se multiplica numerador y denominador YJar—* para obtener en el

denominador
VakVan—* = Vaktn—k = /a» = a.

Este proceso se llanracionalizacion del denominador.

Ejemplo 2.10.1 Racionalizar el denominador d%

Observe que

11V WA
V5VBVE VB 5

Expresiones conjugadasDos expresiones que contienen radicales de segundo gradn co
Va+vVbya—+vboa+Vbya— b, que difieren solamente en el signo que une sus
terminos, se dice que saonjugadas Asi, la conjugada d&v2 — /5 es3v/2 + /5.

El producto de dos expresiones conjugadas es racion#si,

(3v2 —V5)(3V2 + v5) = (3v2)? — (V5)2 =18 — 5 = 13.
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Para racionalizar el denominador de una fraccion cuandereminador es un binomio que
contiene radicales de segundo graslmultiplican ambos &rminos de la fraccbn por la
conjugada del denominador y se simplifica el resultado

. . . . 4 — /2
Ejemplo 2.10.2 Racionalizar el denominador d2e+5—\/_2

7
4-v2 (4= vV2) (2-5v2)  8—-22V2+10

2+ 52 (24+5v2) (2-5v2) 22— (5V/2)2
18—22v2  11v/2-9
—46 23

Pararacionalizar el denominador de una expresion que contiene tres radicales de segundo
grado hay que realizar dos pasos como se muestra en el seejemplo.

Ejemplo 2.10.3 Racionalizar el denominador de
vi- 5
V245 -6

Primero se multiplican ambo£tminos de la fracén por la conjugada del denominador,
considerado como un binomie/2 + v/5) — v/6, es decir(v/2 + v/5) + /6,

vV2-v5 o (V25 (V24 V5 +VE)
V2+V5-v6  (V2+v5—V6) (V2+ V5 +V0)
2v/3 — /30 - 3
(VZ+ V5 — (Vo)
2v3 /303

1+2vV/10

Ahora, nuevamente se multiplican amb@asrinos de la fracén por la conjugada del deno-
minador, es decir] — 21/10. A4, se obtiene

2v3-v30-3  (2v3-+30-3)1-2V10

1+2V/10 (1+2/10) 1-2V10
~ 223 -5V30 -3 +6V10
B 1—40

3 — 610 + 5v/30 — 22v/3
39 '
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2.10.1. Ejercicios resueltos

1. Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones
2 2
a) i; b) i; c) ! ; d) ;oe) - :
V3 Vb -3 3+ VT Ve+1—+vz—1

V2
5 5V/2  5V/2  5V2

Solucion.

VETVE VB 2

3v2  3v2v3  3vV6

R V. v i R

0 T 7(V5+V3) O TWVE+VE) T(VE+V3E)  T(VE+V3)
VE—v3  (VB-VB)(VE+VB)  (VE?—-(V3)? 5-3 2

2 28+VT) 2B+VT) 2B+VT) 2B3+VT)
R A o T R v T R R
e)
z r(Vr+1++Vr—1)

Vitl—vVz—1  (Vz+l—-vVz-—DHz+1++z—1)
sV 14+ 1)
(V1P (Vo 1)
(W +1l+Ve-1) z(Vz+1+Ve-1)

r+1—(z—-1) 2
2.10.2. Ejercicios
Simplificar los siguientes radicales.
1 V2+2v5
RVeRr Vs
0 342 ) 443
3+V2 5—4v/3
) 1 f) Va2b — Vab?
2v3 -5 §/a— Vb
) 1 h) Va+z+ya—z ( B 2ab)
9 VT — ¥y Va+z—ya—z N
2t —xr—1 - 4+43

) (2?2 +Vr+1) ) 5—4v/3
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Capitulo 3

Productos notables

3.1. Ejemplos importantes

Se llamarproductos notablesa ciertos productos que cumplen reglas fijas y cuyo resultado
puede ser escrito por simple inspeccion, es decir, sifiearia multiplicacion.

Como motivacion veamos los siguientes ejemplos. El aeeandcuadrado es el cuadrado de
la longitud de su lado. Si sus lados miden- b entonces el area €8 + b)?, pero el area de
este cuadrado la podemos dividir en cuatro rectangulo® @enmuestra en la figura.

a a? ab
b ab b2
H_/H/_/
a b

Luego, la suma de las areas de los cuatro rectangulomseial area del cuadrado, es decir,

(a+b)? =a*>+ab+ ab+ b* = a® + 2ab + b*. (3.1)

Veamos ahora como obtener geométricamente el cuadrddaliderenciau —b, dondeb < a.
El problema es ahora encontrar el area de un cuadrado de lado
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(a—0)2| T
a =
(-t | g2 }b

En la figura observamos que el area de un cuadrado de:lesdgual a la suma de las areas
de los cuadrados de ladgs — b) y b, més el area de dos rectangulos iguales de lados
(a — b). Esto esg?® = (a — b)> + b*> + (a — b)b + b(a — b), de donde

(a —b)* = a* — 2ab + b*. (3.2)

Para encontrar el area de la parte sombreada de la sigfigamsg

(a—b)2%| 7 [ta—1b
a =
(@=0)b | v? |0b
H_/H/_/
a—b b

observamos que la suma de las areas de los rectangulos aurian es
a(a — b) + b(a — b) y si factorizamos esta suma tenemos que

a(a —b) +bla—b) = (a+b)(a—0), (3.3)
pero es equivalente al area del cuadrado grande menasaadl@rcuadrado chico, es decir,

(a+b)(a —b) = a® — b°. (3.4)

Otro producto notable, pero ahora de tres variables, estd plor
(a+b+c)? =a* + b+ & + 2ab + 2ac + 2be. (3.5)

La representacion geométrica de este producto estamtada igualdad entre el area del
cuadrado con lados de longitud+ b + ¢ y la suma de las areas de los nueve rectangulos en
gue se ha dividido el cuadrado, esto es,

(a+b+c) =a®>+b* 4+ +ab+ac+ba+be+ca+cb = a* + b* + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc.
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ab b? cb b

ac| be ? c
—_ NN
a b c

3.2. Productos notables

Una cantidad es unuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra cantidad, es decir,
cuando es el producto de dos factores iguales. Por ejemiles cuadrado perfecto porque
es el cuadrado d&:: (2a)? = 2a x 2a = 4a*. Ademas notemos g es la raiz cuadrada de
4a?.

Cuadrado de la suma de dos cantidades.
Elevar al cuadrada + b equivale a multiplicar este binomio por si mismo, es decir,

(a+b)? =(a+0b)(a+b)
= a? + ab + ba + b
= a® + 2ab + b2,

luego, el cuadrado de la suma de dos cantidades es igualdabdaade la primera cantidad
mas el doble de la primera cantidad por la segunda mas eétadmde la segunda.

Cuadrado de la diferencia de dos cantidades.
Elevar al cuadrado — b equivale a multiplicar esta diferencia por si misma comordioua-
cion
(a—1b)* =(a—"b)a—b)
=a®—ab—ba+ b
= a? — 2ab + V2,

luego, el cuadrado de la diferencia de dos cantidades ekafjgaadrado de la primera
cantidad menos el doble de la primera cantidad por la seguadal cuadrado de la segunda
cantidad.

Producto de la suma por la diferencia de dos cantidades.
Seanu y b dos cantidades, tenemos el siguiente producto

(a+b)(a—0b) =a®>—ab+ba—b?
:CLQ—bZ,
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luego, la suma de dos cantidades multiplicada por su dideaezs igual al cuadrado del
minuendo (en la diferencia) menos el cuadrado del sustoaend

Producto de dos binomios de la formgx + a)(z + b).
Tenemos el siguiente producto

(r+a)(x+b) =a®+bx+ar+ab
=2?+ (a+ b)x + ab.

De lo anterior tenemos que el producto de dos binomios quertien termino en comin
cumplen las siguientes reglas.

1. Elprimertérmino del producto es el producto de los proa¢érminos de los binomios.

2. El coeficiente del segundo término del producto es la flgebraica de los segundos
términos de los binomios.

3. Eltercer término del producto es el producto de los ségsiterminos de los binomios.

Cubo de un binomio.
Elevemos: + b al cubo,

(a+b)? = (a+0b)(a+b)(a+D)
= (a+0b)(a+0b)?
= (a +b)(a® + 2ab + V?)
= a® + 3a?b + 3ab® + V?,

luego, el cubo de la suma de dos cantidades es igual al culzopdariera cantidad mas el
triple del cuadrado de la primera por la segunda, mas é¢trig la primera por el cuadrado
de la segunda, mas el cubo de la segunda.

Cubo de la diferencia de dos cantidades.
Elevemos: — b al cubo.

(a—1b)* =(a—0b)(a—Db)(a—D)
= (a —b)(a — b)*
= (a — b)(a® — 2ab + b?)
= a® — 3a%b + 3ab® — b3,

luego, el cubo de la diferencia de dos cantidades es igualtal de la primera cantidad
menos el triple del cuadrado de la primera por la segunda efiigiple de la primera por el
cuadrado de la segunda, menos el cubo de la segunda cantidad.
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3.2.1. Ejercicios resueltos

Desarrolla las siguientes expresiones.

1. (z +5)2
Solucion.
(z+5)* = 2%+ 2(z)(5) + 5* = 2 + 10z + 25.
2. (:L'2 — %x)z
Solucion.
2 1 1 2
<x2 — —:17) = (2%)* - 2(2?) <§x) + <§x)
1
= gt -3 -+ Z$2
3. (2x — 3)3.
Solucion.
(2r —3)* = (22)° — 3(22)*(3) + 3(22)(3)* — 3°
= 8z — 3622 4 bdx — 27.
4. (2x 4 5)>.
Solucion.

2z +5)* = (22)° +3(22)*(5) + 3(27)(5)* + 5°
= 8% + 6022 4+ 150z + 125.

3.2.2. Ejercicios

Desarrollar los siguientes productos.

a) (z+4)2 b) (2 + 10y'%)?

c) (ab* — ¢)(ab + c) d) (zo*! — 32972)?

e) (Ta™ + L) (7a™" — B f) (zy* — 9)(2y® + 12)

g) (22— 3) h) (a+2)(a —3)(a —2)(a + 3)

) (22" — 3)(22" + 3) ) 2a—b—c)(2a — b+ c).
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3.3. Cocientes notables

Se llaman cocientes notables a ciertos cocientes que adredeeglas fijas y que pueden ser
escritos por simple inspeccion.

3.3.1. Cociente de la diferencia de cuadrados de dosimeros entre la
suma o resta de los ameros

En este primer caso de cocientes notables, se tiene queigideeld diferencia de cuadrados
de dos cantidades entre la suma de las cantidades se ohtaifexéncia de la cantidades

a? — b?

a+b

=a—b.

De la misma manera, la diferencia de los cuadrados de doslades dividida por la dife-
rencia de las cantidades es igual a la suma de las cantidades

a2 _ b2
= b.
PR a +
Ejemplo 3.3.1 Dividir 922 — 3% entre3z + y.
Es claro que
9.7}2 _ y2 5
= oX —
3r+y Y

Ejemplo 3.3.2 Dividir (a + b)* — ¢* entre(a + b) + c.

Se tiene que
2 2
(a+b) +c
3.3.2. Cociente de la suma o diferencia de los cubos de dosnmeros
entre la suma o resta de los ameros

Los dos casos considerados aqui son los siguientes cexient

3 b3
a ib — o —ab+ 12,
a

3_b3
a —a®+ab+ b

a—>
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Ejemplo 3.3.3 Dividir 82° + y° entre2z + y.
En este caso tenemos que
8 3 3
ﬁ = (22)* — 2z(y) + y* = 42® — 22y + *.
Ejemplo 3.3.4 Dividir 2725 + 125¢° entre32? + 533,
Al dividir obtenemos
2725 + 125¢°
31’2——}—5’!/3 = (3.132)2 — 3$2(5y3> -+ (5y3)2 = 9.134 — 151’2y3 -+ 25y6

3.3.3. Cociente de la suma o diferencia de potencias iguatissdos mime-
ros entre la suma o resta de los iimeros

Veamos varios ejemplos de este tipo de cocientes. En dLé@gise enuncian las reglas de
este tipo de cocientes ya que son un caso especial de facioriz

Ejemplo 3.3.5 Dividir las expresiones indicadas.

a4—b4
1. .
a—>b
4_b4
a = d’ +a?h o+ ab b,
a_
a4—b4
a+b’
4_b4
a4 b =a® — a’b + ab® — b>.
a
3. a5+b5.
a+b
5 b5
a :tb =a* — a®b+ a®b? — ab® + b*.
a
4 x5+32.
x4+ 2
®+32 242
r+2 oz +2

= gt — 213 + 222 — B+ 24
= 2% — 223 + 42 — 82 + 16.
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3.3.4. Ejercicios resueltos

Encuentra el cociente.

9— 24 9

, 286t

75—63;‘2 = xT~.
(z+y)? -2

3. — = :
(x4+y) —z Tyt

8x'? —729y°  (2z*)® — (9y?)?
204 —9y2 2zt — 92

= 42% + 1822y + 81y™.

1— 64a®
5. =% _ 14 da+ 1642
1—4a

3.4. Teorema del binomio

Binomio de Newton Consideremos el binomi@ + b), multiplicando el binomio por el
mismo dos y tres veces, obtenemos

(a+b)* = a* + 2ab + b7,
(a+b)* = a® + 3ab + 3ab® + V°.
En estos desarrollos se cumplen las siguientes leyes:
1. Cada desarrollo tiene un término mas que el exponehtsaraemio.

2. Elexponente deen el primer termino del desarrollo es igual al exponenitbidemio,
y en cada término posterior al primero, dismindye

3. El exponenta en el segundo término del desarrolloley en cada término posterior a
éste, aumenta

4. El coeficiente del primer término del desarrollo ley el coeficiente del segundo
termino es igual al exponente desn el primer término del desarrollo.

5. El coeficiente de cualquier término se obtiene multipido el coeficiente del termino
anterior por el exponente deen dicho término anterior y dividiendo este producto por
el exponente déen ese mismo término aumentadolen

6. El Gltimo término del desarrollo éselevado al exponente del binomio.
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Los resultados anteriores constituyeteladel binomio, que se cumple para cualquier expo-
nente entero positivo. Esta ley se representa por la siguiermula:

n_ n n—1 nn=1) , 5, nn-1n=2) 4,
(a+b)"=a"+na b+71.2 a""cht + T9.3 a7’ +

Esta formula descubierta plewton nos permite elevar un binomio a una potencia cualquie-
ra, directamente, sin tener que hallar las potencias angeri

3.4.1. Triangulo de Pascal

Los coeficientes de los términos del desarrollo de cualquogencia de un binomio los da
enseguida el siguiente triangulo, llamaddangulo de Pascal

El modo de formar este triangulo es el siguiente:

En la primera fila horizontal se ponelelEn la segunda fila se porig/ 1. Desde la tercera en
adelante se empieza pby cada niumero posterior alse obtiene sumando en la fila anterior

el 187 nimero con €299, e 280 con l3€10, ¢ 37 con el4!0, etc., y se termina par.

Los coeficientesdel desarrollo de cualquier potencigesima de un binomio son los nimeros
gue se hallan en la-ésima fila horizontal del triangulo de Pascal.

Asi los coeficientes del desarrollo ¢e + y)* son los nUmeros que estan en la cuarta fila
horizontal, es decin, 4, 6, 4, 1.

3.4.2. Ejercicios resueltos
Desarrolla las siguientes expresiones.
1. (a+b)3.

Solucion.
(a+b)° = a® + 3a®b + 3ab® + b°.

2.(a+0b)>.

Solucion.
(a +0)° = a® + 5a*b + 10a*b* + 10a*b® + 5ab* + b°.
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Nota que la suma de los exponentes siempre da como resuBaelogl primer ejercicioy 5
en el segundo ejercicio.
3. Desarrollar por el teorema del binongio+ 2b)*.

Solucion.

(a+2b)* = 1(a") +4(a®)(2b) + 6(a®)(4b*) + 4(a)(8V) + 1(16b)
a* + 8a3b + 24a%* + 32ab® + 164,

3.4.3. Ejercicios

Desarrolla las siguientes expresiones.

a) (x+1)2 b) (z +y+2)°

c) (z+y)? d) (a+b+c)

e) (s—1t) f) (22 +y*)°

g) (22t —3)4 h) (32 — y + 22)°
i) (22— 2+ 1)? ) (a+b+c+d)>



Capitulo 4

Factorizacion

4.1. Division de polinomios

Empezamos esta seccion con las reglas que se siguen pdradibe polinomios.

1. Se ordenan el dividendo y el divisor con relacion a unamaiketra.

2. Se divide el primer téermino del dividendo entre el primdel divisor y tendremos el
primer termino del cociente.

3. Este primer término del cociente se multiplica por totdieisor y el producto se
resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo,@sado cada término debajo
de su semejante. Si algtn término de este producto no tiéemeno semejante en el
dividendo se escriben en el lugar que le corresponda dedacaen la ordenacion del
dividendo y el divisor.

4. Se divide el primer termnino del resto entre el primemiéo del divisor y tendremos
el segundo término del cociente.

5. Este segundo téermino del cociente se multiplica por &dtivisor y el producto se
resta del dividendo, cambiando los signos.

6. Se divide el primer termino del segundo resto entre elgmd del divisor y se efectlian
las operaciones anteriores; y asi sucesivamente hast mgsduo sea cero.

Ejemplo 4.1.1 Dividir 322 + 2z — 8 entrex + 2.
+32% 422 -8 ‘ r 42

-3z —6x ‘ 3r —4
—4r -8
+4x  +8.

45
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Explicacion. El dividendo y el divisor estan ordenados de manera degscée con relacion
ax. Dividimos el primer término del dividend®? entre el primero del divisar y tenemos
322 <+ 2 = 3x. Este es el primer término cociente.

Multiplicamos3x por cada uno de los términos del divisor y como estos produtdy que
restarlos del dividendo, tendremés x x = 322, para restar-32?; 3z x 2 = 6z, para restar
—06z.

Estos productos con sus signos cambiados los escribimagodidy los terminos semejantes
con ellos del dividendo y hacemos la reduccion; nos-da y bajamos el-8. Dividimos
—4x entrex: —4x +- x = —4 y éste es el segundo término del cociente—Elhay que
multiplicarlo por cada uno de los terminos del divisor ytae$os productos del dividendo y
tendremog—4) x x = —4x, para restas-4x; (—4) x 2 = —8, para restas.

Escribimos estos téerminos debajo de sus semejantes ynbadee reduccion nos da cero de
residuo. Luego, tenemos q@e* + 2z — 8 = (z + 2)(3x — 4).

4.1.1. Ejercicios resueltos
1223 — 622 + 182

1. Dividir y simplificar.
6x
Solucion.
1223 — 622 + 182 1223 + —622 L 18z 92 43
= — — .
6x 6x 6x 6x v
2 _
2. Dividir Br+a)f —aBz +a) y simplificar.
(3x + a)
Solucion.
(3z +a)® — a3z +a) _ 3z +a)*  a(3z+a)  (3rta)—a—3
(3z+a) 3r+a 3z +a

3. Realiza las operaciones y simplifica.

12a* + 4a® — 32a?

12 — (3a—8)(a+1).

Solucion.

12a* + 4a® — 32a°

- +4ZQ L (Ba—8)a+1) = (3> +a—8)—(3a>+3a—8a—8)
= (3a®>+a—8) — (3a> — 5a — 8)
= 3a*+a—8—3a>+5a+ 8

= 6a.
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4.1.2. Ejercicios

Realiza las operaciones y simplifica.

31222 — 42 2_14 49
a)x x b)%
xr—3 y—17
—xt+1 2+ —922+2x+5
C) ——— d)
—x+1 x2 4+ 3r — 2
am®* — am — 2a 2422 —922+2x+5
e) f)
am + a 22+ 3x — 2

X 1 5 1 1 1
6 4 2 _2xentrex? — h) Za? + —ab — — entre= ~b
g) z° 4 5x* + 3x T ¢ — x4+ 3 )6a —|—36a o 3@—1—2

I) {L’4_3gj2—|—2 .)12+7 12entre 2
po— T R T gy

4.2. Factorizacbn de polinomios.

Se llamarfactoreso divisoresde una expresion algebraica a las expresiones algebopieas
multiplicadas entre si dan como producto la primera exqne®or ejemplo, multiplicande
pora + b tenemos que

ala +b) = a® + ab,

es decir,a y a + b, que multiplicados entre si dan como productot ab, son factores o
divisores de:? + ab. Del mismo modo, de la expresitn+2)(z +3) = 2? + 52 + 6, tenemos
quex + 2y x + 3 son factores de? + 5z + 6.

Descomponer en factores o factorizanna expresion algebraica es convertirla en el producto
indicado de sus factores.

Los factores de un monomio se pueden hallar por simple iog&pedsi, los factores d&sab
son3, 5, a 'y b. Por lo tanto, se puede escribifab =3 x 5 x a X b.

Factorizar un polinomio. Asi como en aritmética hay nUmeros primos que solo $dagi¢

bles entre ellos mismos y enttehay expresiones algebraicas que solo son divisibles entr
ellas mismas y entréy por lo tanto no son el producto de otras expresiones algaistd_o
mismo pasa con los polinomios, no cualquier polinomio selpuwescomponer en dos 0 mas
factores distintos dé. Por ejemplog + b no puede descomponerse en dos factores distintos
de1 porque soblo es divisible entre+ b y entrel.
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4.3. Distintos tipos de factorizaabn

En esta seccion, vamos a estudiar la manera de descompfantorizar polinomios en dos
o0 mas factores distintos de En cualesquiera de los 10 casos diferentes de factasizacié
estudiaremos, la prueba consiste en multiplicar los fastque se obtienen, y su producto
tiene que ser igual a la expresion que se factorizo.

Caso 1 Cuando todos los términos de un polinomio tienen un famarn.
a) Factor comin monomio.
Veamos los siguientes ejemplos, cuando todos los téerndielag polinomio tienen un factor

comd(n, el cual es un monomio.

Ejemplo 4.3.1 1. Descomponer en factore$ + 2a.
Los €rminosa? y 2a contienen en cofm a la variablea. Escribimos el factor coima
como coeficiente y dentro de un patesis escribimos los cocientes de dividifa = a
y2a/a = 2, para obtenew? + 2a = a(a + 2).

2. Descomponer0b — 30ab?.
Primeros veamos los factores comunes de loeerosl0 y 30. Como30 = 3-10 vemos
quel0 es el factor coran de los dos iameros. De las letras, éinico factor comin es
b porque se encuentra en los d@&rminos de la expresh dada y la tomamos con su
menor exponente. De esta forma, el factor Gones10b, por lo que10b — 30ab?® =
106(1 — 3ab).

3. DescomponerOa® — 5a + 15a®.
En este caso el factor cam esba por lo que

10a* — 5a + 15a® = 5a(2a — 1 + 3a?).

4. Factorizarl8may? — 54m2xy? + 36my>.
El factor coniin es18my?, por lo que

18may?® — 54m?*2%y? + 36my* = 18my?(z — 3ma® + 2).

5. Factorizar6zy® — 9na?y® + 12nay® — 3nzty3.
El factor coniin es3zy?, luego

62y — Inx’y® + 12n2’y® — 3naty® = 32y3(2 — 3nx + 4na? — n?a?).

b) Factor comUn polinomio.

Ahora, veamos algunos ejemplos cuando un polinomio es twrfasmun.
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Ejemplo 4.3.2 1. Descomponet(a + b) + m(a +b).
Los dos é&rminos de esta exprési tienen de factor coim el binomio(a + b). Escribi-
mos el factor corin (a + b) como coeficiente y dentro de un patesis escribimos los
cocientes de dividit(a + b)/(a + b) = x ym(a + b)/(a + b) = m, para obtener

z(a+0b) +m(a+0b) = (a+b)(x+m).

2. Factorizar2z(z — 3) — y(z — 3).
El factor conmin es(z — 3). Entonces

20(z2 —3) —y(z—3) = (2 — 3)(2z — y).

3. Factorizarz(a — 1) +y(a—1) —a + 1.
El factor coniin es(a — 1). Entonces

rla—1)+yla—1)—a+1 = z(a—1)+yla—1)—(a—1)
= (x+y—1)(a—1).
Caso 2.Factor comUn por agrupacion de términos.

Para ilustrar este caso de factorizacion veamos el sigguegemplo.

Ejemplo 4.3.3 Factorizarax + bx + ay + by.

Los dos primerosé&rminos tienen el factor cadim x y los dosultimos el factor corn y.
Agrupamos los dos primeroértminos en un pa@ntesis y los doéltimos en otro pagntesis
precedido del signhe- porque el terceré&rmino tiene el signe-, y obtendremos

ar + bxr + ay + by = (ax + bx) + (ay + by) = x(a +b) + y(a + b) = (a + b)(z + y).
Veamos otro ejemplo de este caso.

Ejemplo 4.3.4 Factorizarax — ay + az + = — y + 2.
Es claro que podemos factorizar dgpara obtener
ar—ay+az+x—y+z = (ax—ay+az)+(x—y+2)
= alr—y+z2)+r—y+=z
= (z—y+2)(a+1)
Caso 3.Trinomio cuadrado perfecto.

Regla para conocer si un trinomio es cuadrado perfectdJn trinomio escuadrado per-
fecto cuando es el cuadrado de un binomio, o sea, el producto darmsibs iguales. Por
ejemplo,a® + 2ab + b? es cuadrado perfecto, ya que es el cuadrado-e, es decir,

(a+b)?* = (a+b)(a+b) =a*+ 2ab+ b°.
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Del mismo modo(2z + 3y)? = 42% + 12zy + 9y? es un trinomio cuadrado perfecto.

Un trinomio ordenado en relacion con una letra es cuadradegio cuando el primero y ter-
cer terminos son cuadrados perfectos (o tienen raiz adadixacta) y positivos, y el segundo
termino es el doble producto de sus raices cuadradas.

Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3.5 1. Factorizardz? + 25y% — 20zy.
Observemos que la exprésidada es un trinomio cuadrado perfecto ya gué +
25y —20xy = 42®—20zy+25y2. Luego se puede factorizar come? +25y2 —20xy =
(22 — 5y)%.

2. Descomponer en factores la expreslon 16az? + 64az*.
Es facil ver quel — 16ax? + 64a’z* = (1 — 8ax?).

3. Expresar como producto de dos factores, la exprest + 2a(a — b) + (a — b)>.
Observemos que la expresion es un trinomio cuadrado petfeet lo ques? + 2a(a —
b)+ (a—b)* = (a+ (a —b))* = (2a — b)%.

Caso 4.Diferencia de cuadrados perfectos.

En los productos notables se vid que la suma de dos cansidadéplicada por su diferencia
es igual al cuadrado del minuendo menos el cuadrado dehsusiw, 0 seda + b)(a — b) =
a’? — v?; luego, reciprocamente

a’? — b = (a+0b)(a—0b).

Parafactorizar una diferencia de cuadradosse extrae la raiz cuadrada al minuendo y al
sustraendo y se multiplica la suma de estas raices cuadvadk diferencia entre la raiz del
minuendo y la del sustraendo.

Ejemplo 4.3.6 . Factorice las siguientes expresiones.

1. 1— a2
Observe qué — a?> = (1 +a)(1 — a).

2. 1622 — 25y%.
Note quel6z? — 25y* = (4x + 5y?) (4 — 5y?).
a® v
3. ———.
4 9
a v a a b
— =4+ = —
4 9 2 3 2 3
4. (a+0b)? -

(a+b)?—c=(a+b)+c)(a+b)—c)=(a+b+c)(at+b—c).
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Casos especiale€ombinacion de los cas@sy 4.

Veamos ahora descomposicion de expresiones compuedtasarales mediante un arreglo
conveniente de sus términos se obtiene uno o dos trinoradrados perfectos y descom-
poniendo estos trinomios se obtiene una diferencia de adadr

Ejemplo 4.3.7 .
1. Factorizar a® + 2ab + b* — 1.

a?+2ab+ b —1 = (a*+2ab+0*) -1
= (a+b?*-1
= (a+b+1)(a+b—-1).

2. Descomponer9a® — 2% + 2z — 1.

9> —2* +2r—1 = 9a* — (2> — 22+ 1)
= 9a° — (z — 1)
= (Ba+(z—1)(3a— (x—1))
= Ba+x—1)Ba—z+1)

Caso 5.Trinomio cuadrado perfecto por sumay resta.

Consideremos el trinomig* + 2%y* + y* y analicemos si es un trinomio cuadrado perfecto.
La raiz cuadrada de* esz?; la raiz cuadrada d¢' esy? y el doble producto de estas raices
es2x%y?, luego este trinomio no es cuadrado perfecto.

Para que sea cuadrado perfecto, y podamos factorizarlauejograr que el terming?y?
se convierta eAz%y?, lo cual se logra si sumamasy?, pero para que el trinomio no cambie
hay gque restar la misma cantidad que se suma, es decir

x4+x2y2 +y4 — x4+x2y2+y4+x2y2 _1,2?/2
— 2ty 2x2y2 +y4 . x2y2
— (1,2 + y2)2 _ 1’2?/2
(2 + oy + 2y) (2 + v — 2y).
Ejemplo 4.3.8 .
1. Descomponer4a* 4 8a?b? + 9b*.
4a* + 8a’V? + 9! = 4da’ + 8a%b* + 9" + 4a*b® — 4a’?

4a* + 12a%0* + 9b* — 4a>b?
= (2a*® + 3b%)* — 4a°?
= (2a* + 3b* + 2ab)(2a* + 3b* — 2ab).
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2. Factorizar 49m?* — 151m?3n* + 81n8.
49m* — 151m2n* + 81n® = 49m* — 126m2n* + 81n® — 25m?n*
= (Tm? — 9n*)? — 25m*n?

= (Tm® — In* 4+ 5mn?)(Tm* — In* — 5mn?).

Caso especialFactorizar una suma de dos cuadrados.

En general unauma de cuadradosho tiene descomposicion en factores racionales, es decir,
factores en que no haya raiz. Sin embargo, hay sumas dexdoadjue, al sumar y restar una
misma cantidad, pueden llevarse al caso anterior y desautengm

Ejemplo 4.3.9.
1. Descomponera®* + 4b*.
at +4vt = a' + 40" + 4PV — 4a*V?
= a* +4a°* + 4b* — 4a%V?
= (a®+20*)? — 4a*b?
(a® + 2b* + 2ab)(a* + 2b* — 2ab).

Caso 6.Trinomio de la formar? + bx + c.

La regla practica para factorizar un trinomio de la forrha bz +-c es la siguiente. El trinomio
se descompone en dos factores binomios cuyo primer teresinoes decir, la raiz cuadrad
del primer término del trinomio.

En el primer factor, después dese escribe el signo del segundo termino del trinomio, y en
el segundo factor, después dase escribe el signo que resulta de multiplicar los signos del
segundo y tercer términos del trinomio.

Si los dos factores binomios tienen en el medio signos igusdebuscan dos numeros cuya
suma sea el valor absoluto del segundo término del tringraigyo producto sea el valor del
tercer término del trinomio. Estos nUmeros son los segsitérminos de los binomios.

Si los dos factores binomios tienen en el medio signos difesese buscan dos nUmeros
cuya diferencia sea el valor absoluto del segundo term@hdriciomio y cuyo producto sea
el valor absoluto del tercer término del trinomio. Estasneros son los segundos términos
de los binomios.

Ejemplo 4.3.10.
1. Factorizarz? + 5x + 6.

45546 = (v )z )



4.3. Distintos tipos de factorizacion 53
2. Factorizarz? + 2x — 15.

420 -15 = (z (x )

3. Factorizarn® + 28n — 29.

n?+28n-29 = (n )n )

4. Factorizarxz* + 522 — 50.

v+ 527 -50 = (2 )(z* )

Caso 7.Trinomio de la formauz? + bz + c.

Los trinomios de esta forma se diferencian de los trinom@adso anterior en que el rimer
término tiene un coeficiente distinto de

Ejemplo 4.3.11.

1. Factorizar 6z — Tx — 3.

6(62> —Tr—3) 1

62° — Tz —3 = - :6(36x2—7(6x)—18)
1 1
= §(6x ) (6 ):6i6x— )(6x+ )
= (62 —9)(62 +2) = (62— 9)(6x +2)
_ 6r—9 6x+2
-3 2

= (20 -3)(3x+1).

2. Factorizar 2022 + 7x — 6.
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2022 +T7xr—6 =

20(62* + Tz — 6)

Capitulo 4. Factorizacion

20

- Lo
- 0\

1
= 2—0(202:52 + 7(20x) — 120)

L 200+ )00 — )

200 )=

1 1
= —(20z + 15)(20x — 8) = ﬂ(QOx + 15)(20x — 8)

20

200 +15 20z —8

bt

4

= (42 +3)(5z — 2).

Caso 8.Cubo perfecto de binomios.

En el capitulo 3 de productos notables se estudiaron tmhuptos

(a+b)* = a® + 3ab + 3ab® + b°,

(a—b)* = a® — 3a®b + 3ab® — V°,

gue son expresiones llamadas binomios al cubo o cubo pedediinomios. En general, una
expresion es el cubo de un binomio si tien&rminos, donde el primer término y el Gltimo
son cubos perfectos. Ademas, el segundo término es masasraktriple del cuadrado de la
raiz clbica del primer termino multiplicado por la raizbica del tltimo término; y el tercer
trmino es el triple de la raiz ctbica del primer términe pbcuadrado de la raiz clbica del

ultimo.

Ejemplo 4.3.12.

1. Factorizar 1 + 12a + 48a? + 64a°.

1+ 12a + 48a® + 64a®> =

12 4+ 3(1)% - 4a + 3(1)(4a)* + (4a)?
(1+4a)®.

2. Factorizar o — 18a°0® + 108a®b'0 — 216b"°.

a’ — 18a°b° + 1084300 — 216b*°

= (a®)® —3(a®)? - 9" + 3(a*)(90°)* — (9°)?
(a® — 9b°)3.

Caso 9.Suma o diferencia de cubos perfectos.

Sabemos que

a’+ b =

a3—b3 —

(a+ b)(a® — ab+ b?)
(a —b)(a* + ab + b).

(4.1)
(4.2)
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La formula (4.1) nos dice que la suma de dos cubos perfeetdescompone en dos factores:
la suma de sus raices clbicas y el otro factor es el cuadiad® primera raizmenosel
producto de las dos raices, mas el cuadrado de la segurda ra

La formula (4.2) nos dice que la diferencia de dos cuboseptr$ se descompone en dos
factores: la suma de sus raices clbicas y el otro factdreemdrado de la primera raimas

el producto de las dos raices, mas el cuadrado de la segpiada

Ejemplo 4.3.13.
1. Factorizar 23 + 1.
?4+1=(x+1)(2* —2(1) +1°) = (z + 1)(2* =z + 1).
2. Factorizar a® — 8.
a’ —8 = (a—2)(a®+2(a) +2°) = (a —2)(a® + 2a + 4).
3. Factorizar 274 + 1S.
274 + % = (3a + b*)((3a)® — 3a(b®) + (b*)?) = (3a + b*)(9a* — 3ab* + b*).
4. Factorizar 823 — 125.

823 — 125 = (2 — 5)(42* 4 10z + 25).

Caso 10.Suma o diferencia de dos potencias iguales.

Por medio de la divisibn de polinomios se puede mostraigioisite.

Propiedades 4.3.14(a) o™ — b" es divisible entre — b cuandon es par o impar.
(b) a™ + b"™ es divisible entre + b sin es impar.
(¢) a™ — b™ es divisible entre + b sin par.

(d) a™ 4+ b™ nunca es divisible entre + b ni entrea — b cuandon es un fimero par.

Ejemplo 4.3.15.
1. Factorizar m® + n®.

m® 4+ n° = (m +n)(m* —m*n + m?*n? — mn® 4 n*).
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2. Factorizar x°® + 32.
P’ +32=2"4+2° = (x+2)(a* —2*2) +27(2?) — 2(2°) +2%)
= (24 2)(z* — 22% + 42® — 8z + 16).

3. Factorizar z7 — 1.

r —1l=(@-D@b+2+at + 22+ 2+ +1).

4.3.1. Ejercicios resueltos
1. Factorice el polinomi@z3y — 8z%y* — 6x1°.

Solucion.

20y — 82%y® — 6y’ = (2wy)2® — (2xy)dwy — (27y)3y
= 2zy(2® — day — 3y?).

2. Factorice completamente el siguiente polinomio

422 +7)(x = 3)* + 2(22 + 7)*(x — 3).

Solucion.

42z + )z =32 +222 +7)*(x —3) = 222+ 7)(z —3)[2(x —3) + (22 + 7)]
22z +7)(x —3)(2x — 6+ 22+ 7)
= 222+ 7)(x —3)(4x +1).

3. Factorice completamente? — 6x + 4x — 8.
Solucion.
372 —6r+4r —8 = (32° —61) + (4o —8)

= 3z(r—2)+4(x — 2)

= (Bz+4)(x—2).
4. Factorice completament€2x + 5)(3z 4+ 1)? + 6(2z + 5)*(3z + 1).
Solucion.
422 +5)(Bx +1)*+ 622 +5)*Br +1) = 227 +5)(3x +1)[2(3z + 1) + 3(27 + 5)]

= 2(22+5)(3x + 1)(6z + 2 + 6z + 15)
= 222+5)(3x + 1)(122 4+ 17).
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; 1 b b2
5. Factorlzarz —3+5-

Solucién. La expresion es un trinomio cuadrado perfdatgo

L b 0 1 b)?
4 3 9 \2 3)°

6. Factorizaa + z)? — (x + 2)°.

Solucion. La expresion es un diferencia de cuadradogplue

(a+2)* — (v +2)?

7. Factorizaw®* + a® + 1.

= [(a+2)+ (z+2)][(a+x) — (x4 2)]
(a+x+x+2)(at+x—2—2)
= (a+2x+2)(a—2).

57

Solucion. Tenemos que convertir la expresion en un trinamadrado perfecto, es decir,

at+a?+1 = a4+a2+1+a2—a2

8. FactorizaB0 + y* — y*.

Solucion.

9. FactorizaB® —

Solucion.

(a*
= (a* +1)* —d?
(a?

30+y*—y' = —(y' —y*—30)
= - )
= —(- )+ )
= —(*—6)(y°+5)

(6 —y) (Y +5).

(z —y)*.

8—(r—y) =

10. Factorizan?

—4x — 2 + 4.

(2= (z—y)(2°+2(x—y)+ (z—y)°)
(2—24+y)((4+22 — 2y + 2* — 22y + 9.
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Solucion.

2 —dr -2 +4 = (2" —dx

4.3.2. Ejercicios

Factoriza las siguientes expresiones.

a) 10b + 30ab b) 24a%xy? — 362%y*
c) 12a%* — 30a3b* + 18ab* — 42a"b d)z(2a+b+c)—2a—b—c
e) 3z% — 6x — 4y — 2y f)a(z—1)— (a+2)(z —1)

9) 2av? + 3u? + 2auv — 3av? — 2au? — 3vu?
h) 222y + 2222 + 4?22 + x93
i) 523 — 5a2y + 322 — 3ay + To — Ty

) a?b® —n* + a?b®2? — n*z? — 3a?b3x + Intx

k) 22 —4 ) 2% — o3

m) zt — ¢t n) a® + ¢

0) s34+ 13 p) 72925 — 64b°
q) 16z2* — 3* r 5° + 22a°

s) 2?2 + y? t) a'® — b0,

4.4. Fracciones complejas

Unafraccion complejaes una fraccion en la cual el numerador o el denominador,bmam
son fracciones algebraicas o expresiones mixtas, como

SRS
I
SHR

—_
+
SHES]
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Una fracciobn compleja no es mas que una division indickdeaya de la fraccion equivale
al signo de dividir y ella indica que hay que dividir lo quegeshcima de la raya por lo que
esta debajo de ella.

a T
Asi, la fraccion™—Z equivale a(g — E) = (1 + 2)_
14 = T a T
T

Simplificacion de fracciones complejas

1. Se efectlan las operaciones indicadas en el numeradarominador de la fraccion
compleja.

2. Se divide el resultado que se obtenga en el numeradoretnégultado que se obtenga
en el denominador.

4.4.1. Ejercicios resueltos

4_3
8

1. Simplificar-2—5_.
_ 2718
Solucion.
-5 _ BGE-§ _8-%F  48-%) _32-21_ 5 _ 5
-5 18(L-1%) L -11 4(3-11) 42-44 2 2

Nota que en esta manera de simplificar solo elegimos el deroloi mas grande para mul-
tiplicar y dividir, lo cual no garantiza que desaparezcatosolos denominadores, y asi el
proceso de debe repetir. Solucionaremos el problema de anarmalternativa donde no
sera necesario multiplicar mas de una vez.

Segunda solucion. El minimo comun maltiplo de los deimaores es 72

-8 _ T(3-3) _32-21_ 5 5
LWL Ly 4944 2 2’

Los siguientes ejercicios los resolveremos de esta fortii@ando el minimo comn malti-
plo (m.c.m.).

X
2. Simplificar———
P T+2-
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Solucion. El m.c.m. de los denominadoreges- 1), luego

Tz —2

(x—1)(z —2)

4

6

r—4
18 *

3. Simplificarx
x r—4

T -z +2)—4

_ 1 ):(x—l)(x—Q)
2?2+r—-2-4 2 +x—6

_ (x—l)(x—2):x—1
(r+3)(x—2) x=+3

Solucién. EI m.c.m. de los denominadoresces 4, luego

3
T+ +x—4

(x_Q(x+3+;gz)_.@_4xm+$+6

L5y
x —_—
r—4

4.4.2. Ejercicios

r—4
?—z—-1246 1°—z2-6
24+ —20+18 2241 —2
(x—=3)(z+2) x-3

(x+2)(z—1) x-1

(z — 4) <x+5+£) " (z—4)(z+5)+ 18

Simplifica las expresiones siguientes.

z+1
1+
z—1

1 1

a)

a+btc a—-b+ec
i i

a—b+c_a+b+c
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23+ 322 — 4 — 12
22+ 22— 3
4 — 222

3 — 222 + x

9)

1
h) a+1
a+2—
1
a/__
a
. z—1
) x>+ 2
T+2—
Tr — 2

61
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Capitulo 5

Ecuaciones de primer grado

Unaecuacbn es una igualdad en la que hay una o varias cantidades destambtiamadas
incognitasy que solo se verifica o es verdadera para determinado®sgalerlas incognitas.

Las incognitas se representan por las Gltimas letradfdéledou, v, w, x, y, z. Asi,br+2 =
17 es unaecuacbn, por que es una igualdad en la que hay una incognitg yasta igualdad
sblo se verifica, es decir, sblo es verdadera para el vatoB. En efecto, si sustituimos la
por 3, tenemos qué(3) + 2 = 17, es decir,l7 = 17. Si damos a un valor distinto de3 la
igualdad no se verifica 0 no es verdadera.

Se llamaprimer miembro de una ecuacion a la expresion que esta a la izquierdaghel s
de igualdad, y segundo miembro, a la expresion que estdeadaha.

5.1. Clases de ecuaciones

Unaecuacbn numeérica es una ecuacion que no tiene mas letras que las incogrota®s
4dxr — 5 =x + 4,
donde la unica letra es la incognita

Unaecuacbn literal es una ecuacion que ademas de las incognitas tiene etras, lque
representan cantidades conocidas, como

3z + 2a = 5b — Hbx.

Una ecuacion esntera cuando ninguno de sus términos tiene denominador comosen lo
ejemplos anteriores, y dsaccionaria cuando algunos o todos sus términos tienen denomi-

nador, como
3x+6x_5+x
2 5 5

63
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El grado de una ecuacion con una sola incognita es el mayor expmgasttiene la incognita
en la ecuacion. Asi4z — 6 = 3x — 1 es una ecuacion derimer grado porque el mayor
exponente de esl.

5.2. Concepto de solucion de una ecudi

Lasraices o solucionede una ecuacion son los valores de las incognitas quecaarifi sa-
tisfacen la ecuacion, es decir que sustituidos en lugarsdatognitas, convierten la ecuacion
en identidad. Asi, en la ecuacion

5 — 6 = 3x + 8§,
la raiz es7 porque haciende = 7 se tieneb(7) — 6 = 3(7) + 8, es decir29 = 29, donde
vemos que satisface la ecuacion.

Las ecuaciones de primer gradocon una incognita tienenna sola raz. Resolver una
ecuacbn es hallar sus raices, o sea el valor o los valores de lagnite® que satisfacen la
ecuacion.

Axioma fundamental de las ecuaciones
Si a cantidades iguales se aplican operaciones igualegdolados seran iguales.

Reglas que se derivan de este axioma.

1. Sialos dos miembros de una ecuacion se suma una misnaachpbsitiva o negativa,
la igualdad subsiste.

2. Sialos dos miembros de una ecuacion se resta una mistidachipositiva o negativa,
la igualdad subsiste.

3. Silos dos miembros de una ecuacion se multiplican pomisma cantidad, positiva
0 negativa, la igualdad subsiste.

4. Si los dos miembros de una ecuacion se dividen por unaanismtidad, positiva o
negativa, la igualdad subsiste.

5. Si los dos miembros de una ecuacion se elevan a una misierac@oo si a los dos
miembros se extrae una misma raiz, la igualdad subsiste.

Latrasposicion de terminos consiste en cambiar los términos de una ecuacion de un-miem
bro al otro. Cualquier miembro de una ecuacion se puede dasan miembro a otro cam-
biandole el signo.

Por ejemplo, consideremos la ecuactart- b = 2a. Restand® a los dos miembros de esta
ecuacion, la igualdad subsiste, y se tienegjue- b — b = 2a — b, y comob — b = 0, queda
3r = 2a — b.
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Resolucbn de ecuaciones enteras de primer grado con una incognita.
Se tiene la siguiente regla general.
1. Se efectlan las operaciones indicadas, si las hay.

2. Se hace la trasposicion de términos, reuniendo en umlon@&todos los términos que
contengan la incognita y en el otro miembro todas las cadéd conocidas.

3. Se reducen términos semajantes en cada miembro.

4. Se despeja la incognita dividiendo ambos miembros dedaagon por el coeficiente
de la incognita.

Por ejemplo, resolvamos la ecuacién— 5 = = + 3. Pasanda al primer miembro y-5
al segundo, cambiandoles los signos, tenefos x = 3 + 5. Reduciendo los términos
semejantes, tenem@s = 8. Dividiendo los dos miembros de la ecuacion egtreenemos

Por tltimo simplificamos y obtenemas= 4.

5.2.1. Ejercicios

Encuentra el valor de en las siguientes ecuaciones.

a) 11z + 5z — 1 = 65z — 36.

b) 8¢ — 15x — 30z — 51x = 53z + 31x — 172.

c) (5—3x) — (—4z +6) = (8 + 11) — (3z — 6).

d) 152z + (—6x +5) —2— (-2 +3) = —(Tx +23) —z + (3 — 22).
e) lde — 3z —2)— b +2—(z—1)]=0.

= lim=5-%
g) 14 — 122 + 392 — 18 = 256 — 60z — 657x.
h) 10z — 8222 = 2(z — 3).

i) 714 [5x4+ (=224 3)] =25 — [-(3z + 4) — (4z + 3)].

J) 3z—1 Sx+4 42 _ 2x—3 1
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5.3. Planteamiento y resolu@n de problemas

5.3.1. Ejercicios resueltos
1. El triple de un nimero excede en 48 al tercio del mismoarorrHallar tal nUmero.

Solucion. Sea el nUmero buscado, entonces el enunciado nos dice que

T
3r = — + 48
T 3+

Tenemos entonces qoe = r+144, de dond&x = 9x—x = 144. Por lo tantor = % = 18.

2. Hallar dos nUmeros consecutivos tales que el menor exaatl a la diferencia entre los
2 del menory los del mayor.

Solucién. Sea: el nUmero menor y sea+ 1 el nUmero mayor, entonces el enunciado dice
que
3 2x+1)

1.
1 5 +38

T

Resolviendo

20x = 1bx —8(zx+ 1)+ 1620
152 — 8xr — 8 + 1620
= Tx+ 1612,

de dondel3z = 20x — 7z = 1612, es deciry = % = 124.

3. Hallar tres nUmeros consecutivos tales que si el merdivgle entre 20, el mediano entre
27 y el mayor entre 41, la suma de los cocientes es 9.

Solucion. Como son tres nimeros consecutivos, es el menor de los nUmeros, los otros
seranr + 1y x + 2. Entonces se tiene que

x+x+1+x+2_9
20 27 41 7

El m.c.m. de 20, 27 y 41 €%)(2)?(3)3(41) = 22140, por lo que

110724 820(x + 1) +540(z +2) = 199260, 1107z + 820z + 820+ 540z + 1080 = 199260

2467x + 1900 = 199260, 2467x = 199260 — 1900 = 197360,
de donder = 80.

4. Un hombre viajo 9362 km por barco, tren y avion. Por tmmrriog de lo que recorrido en
barco, y en aviog de lo que recorrid en tren. ¢ Cuantos km recorrid de cane@o
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., v -/ s 25 /4.
Solum_o,n. Sea los km que recorrid por barco. Entonces reco@ﬁqnor tren,y recorrlcg(g’)
por avion. Entonces

dr 20
z+ g n 7—; — 9362, 72 + 321 + 20z — 674064,

de donde 124z = 674064 0 z = 5436.
Entonces recorrio 5436 km por barco, 2416 km por tren y 15t@pion.

5.3.2. Ejercicios

Resuelve los siguientes problemas.

a) Un padre tiene 35 afios y su hijo 5, ¢ Al cabo de cuantos afrasla edad del padre 3
veces mayor que la edad del hijo?

b) Un enjambre de abejas salio a libar miel; la mitad de ellagiseld en la primera flor que
encontro, la tercera parte en la segunda flor y cinco signierlando. ¢ Cuantas abejas
conformaban el enjambre?

c) Si al doble de un nimero se le resta su mitad resulta 54.1 g€eanumero?

d) La base de un rectangulo es el doble que su altura. ¢ Cualesusalimensiones si el
perimetro mide 30cm?

e) Enunareunion hay el doble de mujeres que de hombres, plel tie nios que de hombres
y mujeres juntos. ¢ Cuantos hombres, mujeres y nios hayreuhion la componen 96
personas?

f) Se han consumid@de un bidon de aceite. Reponemos 38ltrs. y el bidon ha glodténo
hasta su% partes. Calcula la capacidad del bidon.

g) Una granja tiene cerdos y pavos, en total hay 35 cabezas yatd$. g Cuantos cerdos y
pavos hay?

h) En una libreria, Ana compra un libro con la tercera parte ddirsero, y un comic con las
dos terceras partes de lo que le quedaba. Al salir de laibleria 12 pesos. ¢, Cuanto
dinero tenia Ana?

i) Las 3 cuartas partes de la edad del padre de Juan excedesld lafedad de este. Hace 4
anos la edad del padre era el doble de la edad del hijo. Hafl@dades de ambos.

j) Trabajando juntos, 2 obreros tardan en hacer un trabajes 148uanto tiempo tardaran en
hacerlo por separado, si uno es el doble de rapido que el otro?
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Capitulo 6

Ecuaciones de segundo grado

Unaecuacbn de segundo grades toda ecuacion en la cual, una vez simplificada, el mayor
exponente de la incognita 8sAsi,

42 + 76 4+6=0
es una ecuacion de segundo grado.

Lasraices de una ecuadin de segundo gradson los valores de la incognita que satisfacen
la ecuacion. Asi, las raices de la ecuaciBn- 2z — 3 = 0 sonz; = 3y x5 = —1; ambos
valores satisfacen esta ecuacion.

Lasecuaciones completade segundo grado son ecuaciones de la forma
ar? +br 4+ ¢ =0,

las cuales tienen un término ef, un término enr y un término independiente de Asi,
222 4+ 7xr — 15 = 0y 22 — 8x + 15 = 0 son ecuaciones completas de segundo grado.

6.1. Ecuaciones de segundo grado incompletas

Las ecuaciones incompletas de segundo grado son de la farinac = 0, que no tienen
término lineal, es decir, no tienen término gno de la formanz? + bz = 0, que no tienen
termino independiente. Asi* — 16 = 0y 322 + 5z = 0 son ecuaciones incompletas de
segundo grado.

6.1.1. Ecuaciones incompletas de la formaz? + ¢ = 0

Para encontrar las raices de ecuaciones de la farfac = 0, primero pasamosal segundo
miembro, asi
axr® = —c,

69
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despues dividimos ambos miembros de la ecuacion enarsi

Si a y c tienen el mismo signo, las raices son imaginarias por seifacuadrada de una
cantidad negativa; si tienen signo distinto, las raicesrsales.

Ejemplo 6.1.1 Resuelva la ecuagn

72
x2+1:%+3.

Quitando denominadores obtenemos la ecdadiz? + 9 = 722 + 27, la cual podemos
simplificar coma2z2 — 18 = 0, la cual es una ecuagn de segundo grado incompleta sin
termino enz. Luego, las soluciones san= 419 = +3.

6.1.2. Ejercicios resueltos

1. Resolver la ecuaciof — =2
4o2 — 1
Solucion. Simplificando la ecuacion dada obtenemos que
3
1=3-2=—— nde 42> —1=3.
3 FPCEER de donde 4z 3

Esta es la ecuacion incomplete? — 4 = 0, la cual se resuelve par= £1.
2. Resolver la ecuacionz? + 12 = 322 — 20.

Solucion. Agrupando término similares, obtenemos ge— 322 = —20 — 12, es decir,
222 = —32. De esta manera, tenemos que resolver la ecuacion inctzmple —16, la cual
tiene dos raices imaginarias= ++/—16.

6.1.3. Ejercicios

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)2?—25=0 b) 222 —6 =10

c) hz? —11=0 d) (22 —3)(22+3)=0

e) 322 —24=0 f) 322 = 48

9) (5z —4)(5z +4) —25 =0 h)2z —3— 24l = 7
i)3_w3_1:2 i) x23—5+4x25—1_1411»25—1:0_
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6.1.4. Ecuaciones incompletas de la formaz? + bz = 0

Encontremos las soluciones de la ecuaeiéh+ bz = 0 por factorizacion. Descomponiendo
en factores obtenemos que? + bx = z(ax + b) = 0, de donder = 0 0 ax + b = 0. Por lo
tanto, las soluciones san=0y =z = —2.

a

En este tipo de ecuaciones incompletas de segundo gradarsiema raiz es ceroy la otra es

el coeficiente del término er, con signo contrario, dividido entre el coeficiente derti&ro
2

enz?.

Ejemplo 6.1.2 Resuelva la ecuagn

Quitando denominadores obtenemos la expre&x — 1)(x — 2) = 5z + 2, la cual podemos
simplificar como3z? — 12z = 0, la cual es una ecuagn de segundo grado incompleta sin
termino constante. Esta exprénise puede factorizar confa? — 12z = 3z(z — 4) = 0
Luego, las soluciones san=0y = = 4.

6.1.5. Ejercicios resueltos
1. Resolver la ecuaciofiz? = —3z.

Solucion. Trasponiendo los téerminos, obtenemos que

3
502 +3r =252 +3)=0, dedonde x=0y T=—z.

., 1 4
2. Resolver la ecuamor":.C tlor+d 1.

r—1 x-2
Solucion. Multiplicando la ecuacion por el minimo conmadltiplo (z—1)(z—2), obtenemos
que(x +1)(z —2) — (z+4)(z — 1) = (x — 1)(z — 2), la cual se simplifica come® — x —
2 — (2% + 3z — 4) = 22 — 3z + 2. Agrupando términos semejantes, obtenemos la ecuacion
2? + 2 = 0, la cual tiene soluciones= 0y z = —1.

6.1.6. Ejercicios

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) 22 =5z b) 422 = —32x

c) x* — 3z = 32% — 4z d) 522 + 4 = 2(x + 2)

2 _
e) (z —3)2— (22 +5)2 = —16 f)%—xe)g:z.
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6.2. Ecuacon general de segundo grado
Si tenemos una ecuacion de la forma
2 + 2ma +m? = d, (6.1)

donde el primer miembro de la igualdad es un trinomio cuadpadfecto, podemos encontrar
las raices de la ecuacion factorizando el primer miendsb,

(x +m)? =d,
luego extraemos la raiz cuadrada en ambos miembros dedaiényasi
r+m= :I:\/a,

despues trasponemps para obtenet = —m + V/d.

6.2.1. Deducdn de la formula general de la solu@n de una ecuadn
de segundo grado

El procedimiento para completar cuadrados en una ecudeiéagundo grado de la forma
ar? +br 4+ ¢ =0,

consiste transformar esta ecuacion en una ecuacion ¢ntivadonde el primer miembro es
un trinomio cuadrado perfecto y el segundo miembro es umit@rindependiente, es decir,
como en la ecuacion (6.1).

Procedimiento:

1. Multiplicamos ambos miembros de la ecuacionfgrtenemos

40’z + 4abx + 4ac = 0.

2. Se suma? en ambos miembros

4a’2?® + dabx + dac + b* = V?.
3. Trasponemosac al segundo miembro
4a%2? + dabx + b* = b? — 4ac.

4. De este modo el primer miembro de la ecuacion es un trimemadrado perfecto, por
lo que obtenemos la ecuacion

(2ax + b)* = b* — dac.
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5. Extraemos la raiz cuadrada de ambos miembros de la 6éayasi

2ax + b= +vVb% — 4ac.

6. Trasponemos,
2ar = —b+ Vb% — 4ac.

7. Dividimos ambos miembros ent2e, para obtener

b= Vb? — 4dac
N 2a ’

(6.2)

A la férmula (6.2) se le conoce comformula general. De hecho, hemos mostrado el si-
guiente resultado.

Proposicion 6.2.1 Si P(z) = ax® + bx + ¢ es un polinomio cuaditico, entonces las solu-
ciones o races de la ecuadin cuadatica P(x) = ax? + bx + ¢ = 0 son

—b+V/b? — 4ac y —b — Vb? — 4dac

2a 2a (6.3)

Otra manera un tanto distinta de encontrar las raices deawaaion cuadratica es la siguien-
te. Comoa # 0, podemos reescribir el polinomi®(z) como

b
P(z) = ax2+bx+c:a<x2+—x+f)

B N 2bx N b2 b2 +
N 7’ 2a¢  4a?  4a?
4ac

x—i-% 2a

e[l ) T [ 2) - 255
o (R - ()

2a

( b)z—(mﬂ

—b+ Vb2 —4 —b— Vb2 -4 ]
Luego, i Ty % son sus raices.
2a 2a
Al nimeroA = b? — 4ac le llamamos ebiscriminante del polinomio cuadraticd(z) =

ax® + bx + c.
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Observacbn 6.2.2 Si el discriminanteb® — 4ac, del polinomio cuadatico P(z) = az? +

bx + c se anula, el polinomid(z) puede ser escrito como una constante multiplicada por
el cuadrado de un polinomio lineal. En este caso, el polimoRiiz) sdlo tiene una ré real,
que es igual a- 2.

En el caso en que el discriminante es mayor a cero, es décit, 4ac > 0 vemos que el
polinomio P(x) tiene dos réces reales distintas.

Finalmente, cuando el discriminante sea negativo, se pbti€los r&ces complejas distintas.

En conclusion, siy s son las dos raices del polinomit(x), entonces el discriminante se
anula si y solo sir = s. En el caso que el discriminante sea diferente de geeg, s, y
P(z) =a(x —r)(x — s).

Ahora veamos el significado geométrico del discriminante dn polinomio
cuadratico. Recordemos qi¥zr) = ax? + bx + ¢ puede escribirse como

Para graficar la ecuacion anterior, es decir, dibujar lagjaade puntose,y) = (z, P(x))
en el plano cartesiano, hacemps: P(x), de donde obtenemos la ecuacion

A b\>

la cual representa la ecuacion de una parabola con eé&ticel punto(—%, —ﬁ), donde
el signo del coeficiente determina si la parabola abre hacia arriba> 0), o hacia abajo
(a < 0).

De hecho, la ecuacion (6.4) nos dice mucho mas acerca liebpio cuadraticaP(z). Su-

pongamos que > 0, es decir, la parabola abre hacia arriba. La segunda comddedel
vértice,—ﬁ es positiva si y sblo siA > 0, es decir, el discriminante dé(x) es negativo,
lo cual significa que la gréafica de la parabola no intersectge X. Luego, P(x) no tiene
raices reales.

Si —ﬁ es negativo, la grafica de la parabola intersecta aleg@ dos puntos; y x», que son

las raices dé’(x). Observemos que en este caso se tiene/gae positivo, lo cual coincide
con el hecho de qué&(x) tenga dos raices reales. Ademas, el polinofje) alcanza su
valor minimo en el punte = —%, y dicho valor minimo e&ﬁ.

Haciendo un analisis similar si < 0, podemos concluir que cuando la parabola abre hacia
abajo, intersectara al ej€ siy sblo siA > 0. Aqui, el polinomioP(x) alcanza su maximo
valor en el punta: = —% y el valor maximo es—ﬁ.
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A >0 A <0
. a>0 a<0

Cuando la grafica de la parabola es tangente aKejeorresponde al caso cuando el discri-
minante es cero, es decir, las dos raices son iguales.

Ejemplo 6.2.3 Resuelva la ecuadn 42% + 3z — 22 = 0.

Usamos la®rmula (6.2) para encontrar las soluciones de la ecéaciEn este caso = 4,
b = 3yc = —22. Usando la dbrmula mencionada, obtenemos que

—34+ /32 —4(4)(-22) —-3+/9+352

xTr = =

2(4) 8
. —3+£4361  —3£19
B 8 -8
. 11
de donde las soluciones son=2y x = 1

6.2.2. Ejercicios resueltos

1. Resolver la ecuaciofiz? — 7z + 2 = 0.

Solucion. Usando la formula (6.2) can= 3,b = —7y ¢ = 2, obtenemos que

T+/(=7)2—4(3)(2) 7+£V19-24
2(3) B 6
7T+V25 T+5
6 6

. 1
de donde las soluciones sor=2y x = 3

2. Resolver la ecuaciofiz — 22 — 9 = 0.
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Solucion. La ecuacion es equivalente a la ecuacton 6z + 9 = 0. Usando la formula (6.2)
cona=1,b= -6y c=29, obtenemos que

6+ +/(—6)2—4(1)(9) 6=++/36—36
2(1) B 2

6+ /0

6
— =3
2 2 ’

de donde s6lo hay una solucion= 3.

6.2.3. Ejercicios

Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) 32024+ 18z —17=0 b) —642% + 1762 = 121
c) 8z + 5 = 3622 d) 2722 + 122 — 7 =0
e) 15z = 2522 + 2 a2 —32+2=0

g) 922 + 18z + 17 =0 h) 422 = 8x +5

) 922 +120+4=0 j) 202 =32 +5=0.

6.2.4. Ecuaciones con radicales

Las ecuaciones con radicales se resuelven haciendo desapalrradical mediante la eleva-
cion a la potencia, que indique el indice del radical, dedos miembros de la ecuacion.

Cuando la ecuacion que resulta es de segundo grado, aledaalbtenemos las dos raices de
la ecuaciobn, pero es necesario hacer la verificacion cdraamaices en la ecuacion original,
porque cuando los dos miembros de una ecuacion se elevanmaisima potencia, general-
mente se introducen nuevas soluciones extrafias o indulesisAl hacer la verificacion se
tiene en cuenta solamente el valor positivo del radical.

Ejemplo 6.2.4 Resolver la ecuabn 4z — 3 — v/x — 2 = \/3z — b.

Elevando al cuadrado ambos lados de la ecbacge obtiene que
(4dx — 3) — 2v4x — 3Vax — 2+ (x — 2) = (3x — b).
Desarrollando ambos lados de la ecuaej se tiene que

—2V4x —3vVr —2+5x —5 =3z — 5,
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ecuacbn gque es equivalente a tener
—2V4x — 3V —2 = —21.
Cancelando e? y elevando nuevamente al cuadrado, se llega a que
(4 — 3)(z — 2) = 42 — 11z + 6 = 22,

es decir, tenemos la ecuéai cuadética 322 — 11z + 6 = 0. Usando la érmula (6.2),
obtenemos que=30x = % Haciendo la verificadn se ve que el valor = 3 satisface la
ecuacbn dada, pero el valot = § es una solud@n extrdia, que no se toma en cuenta.
La solucbn correcta de la ecuadn esx = 3.

6.3. Planteamiento y resolu@n de problemas

6.3.1. Ejercicios resueltos

1. Un comerciante compro cierto numero de sacos de aziorat000 pesos. Si hubiera
comprado 10 sacos mas por el mismo dinero, cada saco lehaisfado 5 pesos menos.
¢,Cuantos sacos compro y cuanto le costé cada uno?

Solucién. Sea: el nUmero de sacos que comprd. Entonces cada saco Ie%@sﬁmsos. Si
hubiera comprado 10 sacos mas le hubiera cos%%oy segln el enunciado

1000 1000_5
r+10 =z

1000z — 1000(x + 10) 4+ 5(z + 10)(z) = 0.

Tenemos entonces
522 + 502 — 10000 = 0

22 4+ 10z — 2000 =0

. —10 £ /102 — 4(1)(—2000)  —10=+/100 + 8000
B 2(1) B 2
—10 /8100

2
—10=£90

2 Y

de donder = 40 o x = —50. Como el nimero de sacos no puede ser un nimero negativo, la
respuesta es que compré= 40 sacos a 25 pesos cada uno.

2. Lalongitud de una sala excede a su ancho en 4m. Si cadagionese aumenta 4m el area
sera el doble. Hallar las dimensiones de la sala.
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Solucion. Sea el ancho de la sala de modo que la longitud est y el area seria(z+4) =
% + 4.
Al aumentar en 4 las dimensiones, segun el enunciado tenemo

(z+4)(x + 8) = 2(2* + 4z)

22+ 122 + 32 = 222 + 8z
22 —4r—32=0

+ /(—4)2 — 4(1)(-32) 4++/16+ 128
2

44+ +/144

2
4+12

2 )

DO
—~
—_
~—

de donder = 8 0z = —4. Comoz es el ancho de la sala,no puede ser un valor negativo,
por lo que el ancho de la sala es 8 y la longitud es 12.

6.3.2. Ejercicios

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) La suma de dos numeros naturales es 14. La diferencia deiadsados supera en 11 al
producto de los nUmeros. ¢ Cuales son los nUmeros?

b) El nUmero de diagonales de un poligono de n lados estap@do = @ ¢, Cuantos
lados tiene un poligono regular que posee 54 diagonales?

c) Determinar la longitud: del lado de un triangulo isésceles rectangulo que tieaehipo-
tenusa de 7.5 unidades

d) En la casa de Mario hay un jardin rectagular que ti#he? de area. Alrededor del jadin
se hace una cerca de 3m de ancho, en este caso el area &itah€s Encuentra las
dimensiones del jardin.

e) El producto de dos nUmeros 83) y su cociente}. Hallar los nimeros.

f) La edad de A hace 6 afos era la raiz cuadrada de la edad qlné tentro de 6 afos.
Hallar la edad actual.

g) Compreé cierto nUmero de libros por 40 pesos y cierto nordemplumas por 40 pesos. Ca-
da pluma me costo un peso mas que cada libro. ¢ Cuantos ¢ibnapre y a qué precio
si el nmero de libros excede al de plumas en 2?
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h) Se vende un reloj en 75 pesos ganando un porcentaje sobr&t@ligaal al del nUmero
de pesos que me costo el reloj. Hallar el costo del reloj.

i) Para vallar una finca rectangular @&m? se han utilizada 10m de cerca. Calcula las
dimensiones de la finca.

j) Halla un nUmero entero sabiendo que la suma con su inver%‘o es

6.4. Solucon de ecuaciones de grado mayor
Unaecuacbn binomia es de la forma
"+ A=0.

Vamos a considerar algunas ecuaciones binomias que sé/sgstaeilmente por descompo-
sicion de factores.

Ejemplo 6.4.1 1. Resolver la ecuadnz* — 16 = 0.
Descomponiendo* — 16 se tiene

(2% 4+ 4)(z* — 4) = (v — 2i)(x + 2i)(z — 2)(z +2) = 0,
por lo que la ecuadn tiene cuatro ricesz; = —2, x5 = 2, x3 = —2i, 14 = 2i.

2. Resolver la ecuagn z® — 27 = 0.
Descomponiendo® — 27 se tiene

(z —3)(2* 4+ 3z +9) =0,
igualando a cero cada uno de los factores se tiene

r—3 =0, (6.1)
2 +3x+9 =0. (6.2)

Resolviendo la ecuamn (6.1) tenemos que = 3; la ecuacbn (6.2) se resuelve por
formula general. Ais
—3+3v/-3
r= ——

2

La ecuachn z® — 27 tiene tres racesr = 3, xp = —2E3V3 gy — Z3-3V31

Lasecuaciones trinomiasson aquellas que constan de tres términos de la forma

ar®™ + bz 4 ¢ =0,
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donde se ve que, después de ordenada la ecuacion en osdbemdiente con relacionaa
en el primer término la: tiene un exponente doble que en el segundo término, y arterc
termino es independiente deEjemplos de ecuaciones trinomias son

z* +92% + 20 = 0,

28+ 623 —7=0.

Las ecuaciones trinomias en que el primer término tiengel segunda:? se llaman ecua-
ciones bicuadradas.

6.4.1. Procedimiento para resolver ecuaciones trinomias

1. Escribimos la ecuacion trinomia como
a(x™)? +ba" +c= 0.
2. Aplicamos la formula general para resolver ecuacionegdando grado. Asi

n —bEVV? —dac
B 2a '

T

3. Extraemos la raiz enésima

V—bzl: Vb2 — 4dac
T = )
2a

Este tipo de ecuaciones tiengmraices.

Ejemplo 6.4.2 1. Resolver la ecuagn4z* — 3722 + 9 = 0.
Esta es una ecua@n bicuadrada, la cual puede escribirse con{e?)? — 3722 +9 = 0.
Aplicando la brmula (6.2) obtenemos el valor de,

) 37+ /372 —4(4)(9) _ 37+ /1369 — 144

€T =
8

8
37+V1225 37+35
8 8

Luego,z? = 902? = i Por lo tanto, las soluciones de la ecuasibicuadrada son
r=+3yxr ==+,

2. Resolver la ecuagn z% — 1923 — 216 = 0.
Usando la érmula (6.2), obtenemos el valor dé,

5 19+./37 —4(-216) 19++1225 19435
B 2 B 2 5

i
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Entoncesz® = 27 0z® = —8.

Ahora tenemos que resolver las dos ecuaciornes 27 = 0y z° + 8 = 0. Ambas

ecuaciones se pueden factorizar come- 27 = (z — 3)(z*+32+9) =0y x> +8 =

(x + 2)(2* — 2z + 4) = 0. Luego, resolviendo estas ecuaciones, encontramos las
-3+ v-27 24++/—12

solucionest = 3,z = —2
v 2 2

6.4.2. Soluobn de ecuaciones por factorizaén

Algunas ecuaciones se pueden resolver factorizando ekprimembro de la ecuacion de
modo que cada uno de los factores sea lineal, es decir, qiadimses sean de la forma
(x —a).

Ejemplo 6.4.3 Resolver la ecuadin z® + x? — 16z — 16 = 0.

Factorizando el miembro derecho de la ecuagise obtiene que

2? +2? - 162 —-16 = 2*(x+1) —16(x + 1)
= (22— 16)(z +1)
= (z+4)(z—4)(x+1).

Luego, la ecuadn tiene tres recesr, = —4, x9 = 4, x3 = —1.

6.4.3. Ejercicios resueltos
1. Resolver® + 30z* + 81 = 0.
Solucion. Factorizando obtenemos
(2 +27)(2® +3) =0, luegoz®+27=0 0 2°+3=0.
Ahora para resolver la ecuacion binomia+ 27 = 0 factorizamos
(x+3)(2* =3z +9) =0.
Usamos ahora la formula cuadratica para el segundo factor

3+v9—-36 3+5:¢
T = = .
2 2

Para resolver la ecuacion binomigl+ 3 = 0 factorizamos
2243 = (x+V3)(2? — V3z + (V3)?) = 0.
Usamos la formula cuadratica para el segundo factor

_ VB (BB B+ YBV/TE 9B VBV,
- 2 N 2 T2 T2

Xz
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No6tese que en total hay 6 soluciones:

3+ 5 /3 /3v/3
T =-3, To3= 5 27 x4 = —V/3, $5,6:§:|: \/_2\/_1

6.4.4. Ejercicios

Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) 4 — 16 = 0 b) 28 — 729 — 0
) x*+a2l—a2—-1=0 d) 23 —422 +2+6=0
e) n* —27n% —14n +120 =0 f)a* — 150> —10a +24 =0

g) 425 + 32* — 10823 — 2522 + 5222 + 360 = 0
h) 2° +22% — 152% — 322 — 62 +45 =0
i) 27— 2025 — 22 + 6423 + 402% — 128 = 0

j) a®—8a® + 6a* + 103a® — 344a* + 396a — 144 = 0.
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Sistemas de ecuaciones lineales

Dos 0 mas ecuaciones, con dos 0 mas incognitassismitaneascuando se satisfacen para
iguales valores de las incognitas. Asi, las ecuaciones

rT+y =95

r—y =1
son simultaneas porque= 3, y = 2 satisfacen ambas ecuaciones.
Ecuaciones equivalenteson las que se obtienen una de la otra. Asi,

r+y =4 (7.1)
2 +2y =38 (7.2)

son equivalentes porque multiplicando la ecuacion (7ot Rpse obtiene la ecuacion (7.2).
Las ecuaciones equivalentes tiemgimitas soluciones comunes.

Las ecuacionemdependientesson las que no se obtienen una de la otra. Cuando las ecua-
ciones independientes tienana solasolucibn comin son simultaneas.

Ecuacionesncompatiblesson ecuaciones independiantes que no tienen solucibarcom”

Un sistema de ecuacioness la reunion de dos o mas ecuaciones con dos o mas iresgnit
Asi,

20+ 3y =13
dr—y =5

es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dositasbg

83
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7.1. Concepto de soludin de un sistema de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones 2l& 2 tiene dos ecuaciones con dos incognitas, es decir, es de la
forma

ar+by =c
de+ey = f,
donde las incognitas san y.

Resolver un sistema de ecuaciones @ex 2 es encontrar los valoresy y que satisfacen
ambas ecuaciones, si es que existen.

Un sistema de ecuaciones 8lex 3 tiene tres ecuaciones y tres incognitas, es decir, es de la
forma

11T + a12Y + aizz = b1
(217 + Aoy + Az32 = by
az v+ azoy +azzz = bs,

donde las incognitas sany vy z.

Resolver un sistema de ecuaciones @ex 3 es encontrar los valores y y z que satisfacen
las tres ecuaciones, si es que existen.

Un sistema de ecuaciones 2e< 2 0 de3 x 3 puede tener una solucién, una infinidad de
soluciones o ninguna.

7.2. Resoluadn de sistemasdé x 2y 3 x 3

Primero vamos a estudiar los diferentes métodos paravegstuaciones de x 2.

7.2.1. Metodo de igualacbn

Resolver el sistema

Tr+4y = 13 (7.3)
br —2y = 19. (7.4)
Despejamos cualquiera de las incognitas, por ejempém ambas ecuaciones para obtener
13-4y x_19+2y
T 5
Ahora seigualan las Gltimas dos ecuaciones, para tener que
13-4y 19+ 2y
T 5

X
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y ya tenemos una ecuacion con una sola incognita. Resdlwviesta ecuacion se obtiene que

y = —2. Sustituyendo el valor dg en cualquiera de las ecuaciones (7.3) o (7.4) se llega a
que
13 — 4(-2)
== ~ Z -3
v 7

Por lo quer = 3, y = —2 es la solucion del sistema.

Ejemplo 7.2.1 Resolver el sistema

r+5y = 7
20 —y = —4
Despejamos g de la primera y segunda ecuaci

_7—3:6
=

Y y =2z —4.

Ahora igualamos ambas expresiones pgypara despejatr

7 — 3x

=2r+4, 7—3x =10x 4+ 20

13z = —13, r=—1.

Sustituimos ahora el valar = —1 en cualquiera de las expresiones pasgyara obtener
y=2(-1)+4=-2+4=2.

Las soluciones son = —1, y = 2.

Obsérvese que no importa cual de las incognitas se despgmbas ecuaciones el resultado
sera el mismo.

7.2.2. Metodo de sustitucdn

Resolver el sistema

2% +5y = —24 (7.5)
8r—3y = 19. (7.6)

Despejamos una de las incognitas, por ejempkn una de las ecuaciones. Vamos a despejar
x en la ecuacion (7.5). Luego
—24 — by
r=-————.
2
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Este valor der sesustituyeen la ecuacion (7.6),

245
8 (Ty) ~ 3y =19,

y ya tenemos una sola ecuacion con una incognita. Readlviesta ecuacion se obtiene que
y = —5. Sustituyendo el valor dgen la ecuacion donde se despejdéenemos que

—24 —5(—5 1
p= 22280 _ 1

2 2

Por lo quer = % y = —b es la solucion del sistema.

Ejemplo 7.2.2 Resolver el sistema

r+6y = 27
Tvr—3y = 9.

Iniciamos despejando:aen la primera ecuaéin, z = 27 — 6y. Se sustituye ahora este valor
dex en la segunda eucam y se despeja

7(27—6y) —3y =9, 189—42y—3y=9, 45y=180 0 y=4.
Se sutituye = 4 en la primera ecuadin para obtener
x+(6)(4) =27

T =27—24 = 3.

Ad = = 3,y = 4 es la soluddn.

7.2.3. Metodo de suma o resta

Resolver el sistema

bx +6y = 20 (7.7)
dr — 3y = —23. (7.8)

En este método se hacen iguales los coeficientes de una idedgsitas. Vamos a igualar
los coeficientes dg en ambas ecuaciones por que es lo mas sencillo.

Multiplicamos ambos miembros de la ecuacion (7.8) por eficeente dey en la ecuacion
(7.7) dividido entre el coeficiente dede la ecuacion (7.8), es decir, multiplicamos é@r:
—2.
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Obtenemos el sistema de ecuaciones

dr+ 6y = 20
—8xr + 6y = 46. (7.9)

Este sistema de ecuaciones es equivalente al sistemaabyigigue significa que tienen la
misma solucién. Luego restamos la ecuacion (7.9) de laagon (7.7),

oL 6y = 20
8r —6y = 20
13z = —206.

Despejamos, en la ecuacion3z = —26, se obtiene que

—23
— = —2.
13

xr =

Sustituyendo el valor de en cualquiera de las ecuaciones, por ejemplo en la ecugtion
se tieneb(—2) + 6y = 20. Despejando, tenemos qye= 5. Por lo quer = -2,y = 5esla
solucion del sistema.

Ejemplo 7.2.3 Resolver el sistema

10z + 18y = —11
16x —9y = -—5.

Multiplicando todos losérminos de la segunda ecuéanipor2 obtendremos el nuevo sistema

10z + 18y = —11
32x — 18y = -—10.

Ahora sumamos ambas ecuaciones, combina@ainihos semejantes para obtener:

1
427 = —21 =
x , x 5

Sustituimog: = —% en cualquiera de las ecuaciones originales para obtener

1 1
10 (—5) + 18y = —11, 18y = —6, y:—g.

Las soluciones son entonces- —%, Yy = —%. Una vez ras observamos que no importaatu
de las in©gnitas se elije para ser eliminada, el resultado&el mismo.
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Ejemplo 7.2.4 Resolver el sistema:

3 —(9z+y) = 5Sy— (2z+9y)
dr — (3x+7) = by —A4T.

En ocasiones se debe desarrollar la expbesantes de aplicar los @todos explicados ante-
riormente, asel sistema anterior se convierte

—br—y = —2z—4y
dr —3y—7 = by —A47,

gue finalmente se puede expresar como

—dr+3y = 0
4 —8y = —40.
Aplicamos ahora el gtodo de suma y resta, de dondéy = —40, y = 8. Sustituyendo en

la otra ecuacbn se obtiene quedx + 3(8) =00z = 6.

Ejemplo 7.2.5 Ahora vamos a resolver un sistemadle 3.
r+y+z = 12
2e—y+z = 7
r+2y—z = 6.

Para eliminar la in@gnita z restamos la segunda ecuéani a la primera ecuadin, para
obtener—z+2y = 5. Luego sumamos la segunda y la tercera eciapiara obteneBz+y =
13.

Luego, tenemos un nuevo sistema de ecuaciones
—r+2y = 5
3xr+y = 13.

Este sistema se puede resolver con cualquiera de &edos anteriores, despejandale la
primer ecuaddn obtenemos = 2y — 5. La cual sustituimos en la segunda ec\@erci

3(2y —5) +y = 13,
6y — 15+ y = 13,
Ty =128,  y=A4.

Regresando a la primera ecuéci tenemos = 2(4) — 5 = 3. Estos valores se sustituyen en
cualquiera de las ecuaciones originales para obtener

3)+ (@) +z=12,  2=5

Las soluciones son entonces= 3,y = 4, z = 5.
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7.2.4. Metodo del determinante
Unamatriz de 2 x 2 es un arreglo

aix aig
a1 Q22

dondea;1, a2, az1 Y aze SON nUmeros reales. Eeterminante de la matriz anterior, que
denotamos por

a1; a2

A21 (22
es el numero real definido pay;ass — aizas.
Unamatriz de 3 x 3 es un arreglo

aix aizg ais
a21 Qg2 A23
az1 asz ass

donde, nuevamente, cadaes un nimero. Los subindices nos indican la posicionittakmo
en el arreglo. Asig;; se encuentra en élesimo renglon y Ig-ésima columna. Definimos el
determinante de una matriz de3 x 3 por la regla

@11 a2 13

A2 Qa23 Q21 Q23 a1 Q22

1 Q2 Q23 | = Q11 — Q12 + a3

ag2 ass a31 Aass azy asg

as1 aszz ass

Es decir, nos movemos a lo largo del primer renglon, mut@pldoa, ; por el determinante
de la matriz d& x 2 obtenida al eliminar el primer renglon y jaésima columna, y después
sumando todo esto, pero recordando poner un signo negat®s deu,,. Cabe aclarar que
el resultado del determinante no se altera si en lugar deges&b primer renglobn como
primer paso escogemos el segundo o el tercero. En caso deapjareos el segundo renglon
iniciamos con un signo negativo y si escogemos el tercelt@ared primer signo es positivo,
es decir,

aixz a2 ais

Q12 A13 aijl as ail Az

Qo1 G2 QG233 | = —a21 + a99

32 A33 az1 ass asy Aasz

31 as2 ass
Los signos se van alternando, siguiendo el siguiente diagra
+ - +
J— _|_ —
+ - +

Los determinantes cumplen varias propiedades, que sordiatag de las definiciones, las
mas (tiles son las siguientes.
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Propiedades 7.2.6(a) Al intercambiar dos renglones consecutivos o dos columoase:
cutivas, el signo del determinante cambia, por ejemplo,

@11 a2 i3 Q21 Ag2 (23
Q21 Qg2 Q23 | = — | A11 Q12 A13
a3; dazz2 ass a3; dazz2 G33

(b) Se puede sacar un factor cama cualquier rendgn o columna de una matriz y los
determinantes se relacionan de la siguiente manera, pongie,

aa;; a1z Qa3 aix a2 a3
21 22 @23 = 0| G21 Q22 23
a3 a32 a33 azyp asz Aass

(c) Siaunrengbn (o columna) le sumamos otro refgl(o columna), el valor del determi-
nante no cambia, por ejemplo,

aip G2 a13 a11 + Qg1 Q12 + Gz A3 + Aoz
Q21 Ag2 (23 = 21 22 23
a31 daz2 a33 a3 as2 a33

air + a2 G2 a3
= 0] Qo1 + G2 G2 @23 |,

asy + azz G3z a3z

(d) Siuna matriz tiene dos renglones (o dos columnas) igualéstefminante es cero.

Ejemplos. Calculemos los determinantes de las matricessdad

1. 2 i‘:3x4—2x5:2.
2.7 :g'—g(—z)—(—5)(1):—1
3| 33 |- e - e -

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

ar+by = r
cx+dy = s,
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el cual tiene solucion, usando alguno de los métodosiardgsr

_rd—bs _as—cr
x_ad—bc y y_ad—bc'

Entonces, note que la solucion puede ser escrita en tésrdmdiscriminantes de matrices de
la siguiente manera

r b
s d rd — bs
Tr = =
a b ad — be
c d
a T
cC S ac — Ccr
y pr— p—
a b ad — be
c d
Si el determinante Z 3 = 0, significa que el sistema tiene infinidad de soluciones o que
no tiene solucion.
Si el determinante CZ 2 # 0, significa que el sistema tiene una Unica solucion.

Ejemplo 7.2.7 Resolver el sistema de ecuaciones

5t +3y = b
de+Ty = 27.

Calculamosr y y usando determinantes

_ _—2_5,
4 3 23 23
7

5 5

'4 27‘ 135-20 115
5
4
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7.2.5. Ejercicios

Resolver los sistemas de ecuaciones dados.

a) Resolver por sumay restde + 16y = 7; 4y — 3x = 0.

b) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el méwmapelacion10x — 3y = 36;
2z — by = —4.

c) Resolver por sustituciotbxr — 11y = —87; —12x — by = —27.

d) Resolver por determinantes: + 9y = 0; 2z + 5y + 3y = L.

e) 6x + 3y + 2z =12; 92 — y + 4z = 37; 10x + by + 3z = 21.
f) 3v —4y — 222 —7)=0;5(x — 1) — (2y — 1) = 0.

0) 2+ 4y + 3z =3; 10z — 8y — 92 = 0; 4o + 4y — 3z = 2.
x+1:y—4_x—4 Yy — 2

10 5 75 10
) bx —32=2;22—y=-b,x+2y—4z =8.

h)

) 204+3y+2=1,6r—2y—z=—-14;3x+y — z = 1.

7.3. Planteamiento de problemas

7.3.1. Ejercicios resueltos

1. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidadles citmero es 13, y si al
numero se le resta 45 las cifras se invierten. Hallar elerom

Solucién. Sean: la cifra de las decenasyyla cifra de las unidades, de modo que el nUmero
es10x + y. Segln el enunciado del problema- y = 13y ademad0x + y — 45 = 10y + x.

Entonces tenemos que resolver el sistema

r+y = 13
9z — 9y = 45,
gue se puede simplificar como
r+y = 13

r—y = O.
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Despejanda: de la primer ecuacion, tenemos= 13 — y lo cual sustituimos en la segunda
ecuacion, para obtener

13—y—y=25, 2y = 8§, y=4.

Regresando a la primera ecuacion obtenemes13 — 4 = 9. El nUmero que buscamos es
entonce®4.

2. Se tiene que 5 kilos de azlcar, 3 de café y 4 de frijolestanel 18; 4 de azlcar, 5 de café y
3 de frijoles cuestan 145; 2 de azlcar, 1 de café y 2 dedsdjoliestan 46. Hallar el precio del
kilo de cada mercancia.

Solucion. Searr los kilos de azlcary los kilos de café y: los kilos de frijoles. Segun el
enunciado tenemos el sistema

S5t 43y 44z = 118
dr 4+ dy+3z = 145
20 +y+ 2z = 46.
De la ultima ecuacibn despejamgs
y=46 —2x — 2z
y la sustituimos en las dos otras ecuaciones
br+3(46 — 2z —2z) + 42z = 118
dr +5(46 — 2x — 22) + 3z = 145.
Para obtener el nuevo sistema de ecuaciones

r+2z = 20
6x+ 7z = 8b.
Despejanda: de ambas ecuaciones obtenemos
r=20—2z, x:85_7z.
6
Igualamos y resolvemos pata
20—2z=85g72, 120 — 122 = 85 — 72,
5z = 35, z="T.

Ahora sustituimos para encontrar el valorde
x =20 —2(7) =20 — 14 = 6.
Por Gltimo sustituimos estos dos valores en cualquierasleduaciones originales para ob-
tener el valor de
y =46 — 22 — 22 = 46 — 2(6) — 2(7) = 46 — 12 — 14 = 20.
De esta manera tenemos que el azlcar cuesta 6 el kilo,eetgas$ta 20 el kilo y el frijoles
cuesta 7 el kilo.
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7.3.2. Ejercicios

Resuelva los siguientes ejercicios.

a) En un examen d&0 preguntas la nota de Juan ha sid®8ui cada acierto vale un punto
y cada error resta puntos, ¢ Cuantas preguntas ha acertado y cuantas msdumnt
fallado Juan?

b) Sise le sumaf al numerador de una fraccion y se le restah denominador, la fraccion
se convierte er%, pero si se resta al numerador y se sunmal denominador, la
fraccion es igual % Hallar la fraccion.

c) Calcula un numero sabiendo que la suma de sus dos cifreg gsjue si invertimos el
orden de dichas cifras, el nUumero obtenid@&snidades mayor que el original.

d) Seis veces el ancho de una sale excedé¢ ena la longitud de la sala, y si la longitud
aumentada eB mse divide entre el ancho, el cocientebgsel residuo e8. Hallar las
dimensiones de la sala.

e) 5 trajes y3 sombreros cuestali 80 pesos, \8 trajes y9 sombrero$940. Hallar el precio
de un traje y un sombrero.

f) Siun nbmero de dos cifras se disminuyel&ry esta diferencia se divide entre la suma de
sus cifras, el cociente ésy si el nUmero disminuido ehse divide entre la cifra de las
unidades disminuida ehel cociente e49. Hallar el nUmero.

g) Enun cine hay00 personas entre adultos y nifios. Cada adulto gagiesos y cada nifio
15 pesos por su entrada. La recaudacion es3de0. ¢ Cuantos adultos y cuantos nifios
hay en el cine?

h) Sig al doble de la edad dé se suma la eda#, se obtiene la edad dé aumentada en
32 afos. Si al tercio de la edad dese le suma el doble de la d& se obtiene la del
aumentada efr ainos. Finalmente, el tercio de la suma de las edaddsydB es1 afo
menos que la edad de Hallar las edades respectivas.

i) 5 kilos de azlcard de café, y de frijoles, cuestan.18 pesos# de azlcar) de cafe, y3
de frijoles cuestam.45 pesos? de azlcar] de café y2 de frijoles cuestan6 centavos.
Hallar el precio de un kilo de cada mercancia.

j) Ayer ganél0 mas que hoy. Si lo que gané hoy es g)sle lo que gané ayer. ¢ Cuanto
gané cada dia?



Capitulo 8

Desigualdades

Unadesigualdades una expresion que indica que una cantidad es mayor o meeatra.
Por ejemplop < 15,a+b > ¢, =5 < —1.

Se llamaprimer miembro de una desigualdad a la expresion que esta a la izquiesda y
gundo miembro a la que esta a la derecha del signo de la desigualdad.

Propiedades de las desigualdades.

Propiedades 8.0.1(a) Si a dos miembros de una desigualdad se suma o resta una misma
cantidad, el signo de la desigualdad no \arAd, dada la desigualdad < b, podemos
escribir

a+c<b+ec,

a—c<b-ec.

Consecuencialn termino cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un-mie
bro a otro camb&ndole el signo.

(b) Si dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividerupa misma cantidad
positiva, el signo de la desigualdad no variaiAsada la desigualdad < by siendo
¢ una cantidad positiva, podemos escribir

ac < be,
a b
c ¢

(c) Silos dos miembros de una desigualdad se multiplican oeliMiebr una misma cantidad
negativa, el signo de la desigualdad 1&arAd, si en la desigualdad < b multiplica-
mos ambos miembros petc, tendremos

—ac > —be,

95
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a b
—— > —-.
c c

(d) Sicambia el orden de los miembros, la desigualdad cambidgi®sAS, sia > b es
evidente queé < a.

(e) Altomar los re@procos de los dos miembros, la desigualdad cambia de shghasiendo
a < b se tiene que

Q|
S =

>

(f) Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevara anisma potencia
positiva, el signo de la desigualdad no cambiai,As < 5, elevando al cuadrado
3% < 52, es decir9 < 25.

(9) Silos dos miembros o uno de ellos es negativo y se elevan aoteracia impar, el signo
de la desigualdad no cambia. hs-5 < —3, elevando al cubo(—5)® < (—3)3, es
decir,—125 < —27.

(h) Silos dos miembros son negativos y se elevan a una mismacjgofsr positiva, el
signo de la desigualdad cambia.iAs-5 < —3, elevando al cuadraddq,—3)* = 9y
(=5)% =25, (—=5)% > (—3)%

(7) Si los dos miembros de una desigualdad son positivos y sedtie® a@ina misma ra
positiva, el signo de la desigualdad no cambial,Asa < b, 0 < a y n es positivo, se
tiene que

Ya < Vb.

(j) Sidos o ras desigualdades del mismo signo se suman o multiplicanbmaearmiembro,
resulta una desigualdad del mismo signoi,Asa < by ¢ < d, se tiene que

a+c<b+d,

ac < bd.

Unainecuacbn es una desigualdad en la que hay una o mas cantidades dasesr{icogni-
tas) y que solo se verifican para determinados valores diedagnitas.

Asi, la desigualdadx — 3 > x + 5 es una inecuacion por que tiene la incognita sélo
se verfica para cualquier valor demayor ques. En efecto, para = 8 se convertiria en
igualdad y para: < 8 se convertiria en una desigualdad de signo contrario.

Resolver una inecuadn es hallar los valores de las incognitas que satisfaceretaiacion.



8.1. Desigualdades de primer grado

8.1. Desigualdades de primer grado

8.1.1. Ejercicios resueltos
1. Encuentra el conjunto solucion de la desigualdads > 2.
Solucién. Sumande-5 a ambos lados de la desigualdad, obtenemos
r+5—-5>2-5
x> —3.
Por lo tanto el conjunto solucion es

{reR|z> -3}

2. Hallar el conjunto solucion de la desigualdag 2(4x — 5) > 5(2x — 3).

Solucion.
x+2(4x —5) > 5(2z — 3)

r+8x—10>10 < —15
9z — 10 > 10z — 15
9z +5 > 10x
o> .
Por lo que el conjunto solucion §s € R | = < 5}.

3. Determinar el conjunto solucién de la desigualdad

32x —5) —7(1 —z) > —4(4 — 32).

Solucion. Aplicando la ley distributiva para eliminar lparéntesis, tenemos
6xr —15—74+7x > —16 + 12z.
Al reducir terminos semejantes, se obtiene
132 — 22 > —16 + 12z.
Sumandd22 — 12x) a ambos lados de la desigualdad, se obtiene
130 — 22422 — 122 > —16 + 122 + 22 — 12«

T > 6.

Por lo tanto el conjunto solucion ¢s € R | z > 6}.

97
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8.1.2. Ejercicios

Resolver las siguientes desigualdades.
a) 3(x —5) —4(4—3x) > 2(7T—x) — 3(x — ).

b) 3z — 14 < 7x — 2.

3z+1 2—4x —bx—4 Tx
C) 7 3 > 14 + 6

d —6<—-2(1—-2) <4

e) iz —(1-%33)]+1 <

3z+1 _ 5z—9
f) 82 >0 — 222,

5 T
g) 2x — 3 > ¢ + 10.

h) 3z —4+2% <242

1y 2x+2 3z—6
I) 5 < 10 °

e

8.2. Ecuacionesy desigualdades con valor absoluto

8.2.1. Ejercicios resueltos

1. Hallar el conjunto solucion déx + 3| = 9.

., . 3
Solucion. Primer caso, cuando + 3 > 0, esto esg > —5

122 + 3| = 2z + 3.

La ecuacion se convierte entonces en

2 +3] = 2x4+3=9
2 = 9-—3
r = 3.

El conjunto solucibn es la interseccion de los conjuntdacon dex > —% y x = 3. El
conjunto solucion es entoncés}.

Segundo caso, cuand@e + 3 < 0, es deciry < —%

22+ 3| = —(22 4+ 3) = —22 — 3.
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La ecuacion se convierte en

2r+3] = —2x—-3=9
—2r = 943
r = —6.
El conjunto solucion es la interseccion de los conjuntdga@on dex < —% y x = —6. El

conjunto solucion es entoncés6}.

El conjunto solucion es la unién de los conjuntos solaaé los dos casos. Por lo tanto, el
conjunto solucion e$—6, 3}.

2. Determinar el conjunto solucion ¢i&r — 5| = = + 3.

Solucion. El primer caso es cuanglo — 5 > 0, esto esg > 2. Se tiene asi qu@z — 5| =
2z — 5. Luego

20 —5 = x+3
20—x = 3+5
r = 8.

El conjunto solucion es la interseccion de los conjuntdsaon dexz > 3y 2 = &, por lo
que el conjunto solucion €s}.

Segundo caso, es decir< 3 si2z — 5 < 0. Resulta qué2z — 5| = —(2z — 5) = —2z + 5.
De esta maneré2z — 5| = = + 3 se convierte en

—2r+5 = x+3

—2r—x = 3-95
2
r = -.

3
El conjunto solucion es la interseccion de los conjuntdeson dex < g yr = % El
conjunto solucion e$2}.
Luego, el conjunto solucion dez — 5| = = + 3 es la unién de los conjuntos solucion de los
dos casos. Por lo tanto, el conjunto soluciof £s3}.

3. Determinar el conjunto solucion ¢z — 3| > 1.

Solucion.|2z — 3| > 1 es equivalente a

2r —3>1 cuando 2z —3 >0, o bien
—(2z —3)>1 cuando 2z — 3 < 0.

Ahora, resolvemos cada desigualdad y consideramos la enibe ambas soluciones> 2
cuand®z — 3 > 0 unibn—2x + 3 > 1 cuand®x — 3 < 0. Es decir, se tiene que la solucion
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es

N W

3 .
x22yx2§ union 1>z y x <

Resolviendo cada lado de la union, se obtiene que 2 unibnz < 1. Por lo tanto, el
conjunto solucione$xr e R |z >2 o x < 1},

8.2.2. Ejercicios

Resolver las siguientes desigualdades.

a) |3z + 1| > 2|z — 6] b) |z + 2| > 3
C) | —4x+8|<5 d) |22 — 5| < 4
e) |3z + 8| > 2 flz—1<1
9) Bz —7] <2 h) |32 — 2| < 4

i) |4z +2|>6 ) |2z —1| > 3.



Capitulo 9

Funciones elementales

9.1. Logaritmo

El logaritmo de un nimero dado es ekponenteal que tenemos que elevar otro nimero
llamadobasepara obtener el numero dado. Como

5°=1, 5' =5, 52 =25 5% =125,

luego, siendo ldase 5el logaritmo del (se escribéog; (1)) es0, por quel es el exponente
al que tenemos que elevar la baggara obtenet. Luego,

logs(1) = 0, logs(5) =1, logs(25) =2, logs(125) = 3.

Cualquier nimero positivo se puede tomar como base de temsisie logaritmos. Los sis-
temas de logaritmos usados generalmente son dos, el sideogaritmos vulgareso de
Briggs, cuya base eH), y el sistema dégaritmos naturales o Neperianoscuya base es el
namero

e =2.71828182845. . ..

Propiedades de los logaritmosSeab la base del logaritmo, la ecuacibh = A, sera equi-
valente a escribir

log,(A) = y.
Propiedades 9.1.1(a) La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa.
(b) Los rumeros negativos no tienen logaritmo.

(c) En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la basé, &s decir,
log, (b) = 1.

101
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(d) Ellogaritmo del es0, es decir,
(e) Los rimeros mayores quletienen logaritmo positivo, es decir, i > 1 se tiene que

log,(A) > 0.

(f) Los rimeros menores guetienen logaritmo negativo, es decir,i< A < 1 se tiene
que
log,(A) < 0.

(9) Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logar#rde los factores. As

log,(AB) = log,(A) + log,(B).

(h) Ellogaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividermenos el logaritmo del
divisor. AS,

log, (%) — log,(A) — log,(B).

(7) El logaritmo de una potencia es igual al exponente multguliw por el logaritmo de la
base. Ag
log,(A") = nlog,(A).

() Ellogaritmo de una r& es igual al logaritmo de la cantidad subradical dividiciate
elindice de la rédz. AS,

logy(VA) = 2&lA)

n

9.1.1. Ejercicios resueltos
1. Encuentrey siy = log, 8.

Solucion. Escriba = log, 8 en una forma exponencial equivalente, es decir

§g=4Y, 2°=2%
3
2y=3, y=-.
y=3 y=5

2. Encuentrer silog; x = —2.

Solucion. Escribdog, = = —2 en forma exponencial equivalente
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3. Encuentré silog, 1000 = 3.
Solucion. Escribdog, 1000 = 3 en forma exponencial equivalente
1000 = b*, luego 10° = 4%, de donde = 10.

4. Silog, 3 = 1.1y log, 7 = 1.95, encuentréog, (1) y log, v/2L.

Solucion. .
log, <§) =log, 7 —log,3 =1.95—1.1=0.85

. 1 1 1
log, V21 = log,(21)s = 3 log,(3)(7) = g(loge 3+ log,7)
1
= (L1+1.95) = L0

5. Encuentrer tal quelog, = = 2 log, 27 + 2log, 2 — log; 3.

Solucion.

2
log,z = 3 log, 27 + 2logy, 2 — log, 3 = log, 273 + log, 22 — log, 3

(9)3(4) = log, 12.

— logb 9 ‘I‘ logb 4 - logb 3 — logb

Asi, log, © = log,12, por lo tantar = 12.

9.1.2. Ejercicios

Encuentra las soluciones de las siguientes ecuacionastiogas.
a) log(x +3) +logz = 1.

b) log (3z +2) = 2log2 + log (22 — 1).

c) logh +logx = 2.

d) log (6z + 3) — log 3 = log (5z — 3) + log 4.
e) logx + log (z — 3) = 1.

f) log, 8 = .

g) logx —log5 =log 2 — log (z — 39).

h) logx —log8 = 1.

i) log(logz) = 1.

j) log (6x + 3) —log3 =log2 — log .
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9.2. Funcibn exponencial

Se dice quéP es una funciorexponencialde z (la variable es) conbaseaq si
P= P()Cl,x,

siendoF, la cantidad inicial (cuando = 0 tenemosP = F,) y a es un factor de cambio de
P, cuandar aumenta en. Sia > 1 se trata de un crecimiento exponencial; st 1 se trata
de una disminucion exponencial.

Ejemplo 9.2.1 Sia = 2y Py = 3, hacemos variar: para tener la ecuaéin P = 3(2)%,
entonces por ejemplo se tiene que

3(2)Y =3, 3(2)' =6, 3(2)* =12, 3(2)° =24, 3(2)° = 96.

Propiedades de los exponentes.

A continuacion se presentan la lista de las definicione®pipdades necesarias para mani-
pular los exponentes, algunas de las cuales ya hemos rewisastas notas.

(@) a’ =1, (b) a' = a,

) a' =g, d)a =,
(€) a* = Va, (f av = V/a,
@) an = Jam, (h) a*at = a®,
() & =a"", 0) (a®)" = a™.

(k) Siz < 0tenemos que < a” < 1.

() Siz > 0tenemos que”® > 1.

9.2.1. Ejercicios resueltos
1. Despejer de4*—3 = 8.

Solucion. Exprese ambos lados en términos de la misma base
450—3 — 87 (22)1’—3 — 23
2070 =2° 2r-6=3

9
20 =9 = —.
T , x 5

2. Despejer de27*+! =9,
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Solucion. Exprese ambos lados en términos de la misma base
27:24—1 — 97 (33):E+1 — 327
33 =32 3r+4+3=2,
1

r=-1, z=-—-.

3

3. Tiempo de duplicacion. Para cierta bacteria se hallssqugmpo de dupicacion es de 25
minutos. Supbngase que no hay ningln cambio en el tiemgplupléecacion y que se inicia
con un cultivo de 1000 bacterias. ¢ Cuantas bacteriasiagtegsentes en 10 minutos?, ¢y en
5 horas?

Solucién. La formula que usaremos es
P(t) = (1000)27,
donde el tiempa se mide en minutos. Pata= 0 se tiene que
P(10) = (1000)2% = (1000)27 = 1000/4 ~ 1320.
Parat = 300 obtenemosP(300) = (1000)2% = (1000)2'2 = 4, 096, 000.

4. Decaimiento radiactivo. El isbtopo del galio 67 usadeekdiagnostico de tumores ma-
lignos, tiene una vida media de 46.5 horas. Si se empieza@@miligramos del is6topo,
¢cuantos miligramos quedaran después de 24 horaspugdele una semana?

Solucion. Se usa el modelo de decaimiento de vida media

A=A (%) — A2,

TomandoA, = 100y h = 46.5, se obtiene
A =100(2"75).
El valor deA cuandof = 24 horas es
A= 100(2‘%) = 69.9 miligramos

El valor deA cuandof = 168 horas (una semana=168 horas) es

A= 100(2‘53%) = 8.17 miligramos

5. Medicina - Crecimiento bacteriano. El colera es unareméelad intestinal causada por la
bacteria del colera que se miltiplica exponencialmentelgpdlivision de células modelada
por

N — ]\7061.38157
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donde N es el nUmero de bacterias presentes despues ds y Agras el nUmero de bacterias
presentes cuanto t=0. Si se empieza con una bacteria tasiéacterias habra en 5 horas?

Solucion. UtiliceN, = 1y t = 5 para obtener que

N = N061.386t — 61.386(5) = 1020.

9.2.2. Ejercicios

Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales.

a) el — v b) e%e 3 = Mo 26
C) e = e° d) 45+1 — 90 —

e) 2%-5 — 5 0 2T :

g) 10°7% =100 h) 3 — e

i) ool ertl = pla—d i) 1061 . 10+ — 1027

9.3. Funciones trigononétricas

SeaA BC' un triangulo rectangulo con angulo recto@nSi denotamos pad B = ¢, BC' = a
y CA = b, tenemos que? = a® + b?, y si hacemosx = Z/BAC'y 3 = ZABC, podemos
definir las funciones trigonométricaenoy cosenade la siguiente manera

seno —

cosa =

SRR

Estas funciones se pueden extender para que esten defiaidasualquier angulo entfe
y 27, y de hecho para cualquier nUmero real. Las otras 4 funsitigonométricas son las
siguientes.

L tan(e) = S,
2. cot(x) = tarj(x)’
3. sec(x) = L




9.3. Funciones trigopnométricas

4.

Algunas identidades de las funciones trigopnométricadasosiguientes.

1.
2.

3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

1
sen (x)’

csc(x) =

sen?(z) + cos?(r) = 1,
sec?(z) — tan?(x) = 1,

csc?(z) — cot?(x) = 1,

. sen (x + y) = sen () cos(y) + sen (y) cos(x),
. sen (z — y) = sen (z) cos(y) — sen (y) cos(x),
. cos(z 4 y) = cos(z) cos(y) — sen (x)sen (y),

. cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sen (z)sen (y),

tan(z) + tan(y)

- tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)’
_ tan(z) — tan(y)
- tanle = y) = T o tan(y)
sen (2z) = 2sen (z) cos(x),

cos(2x) = cos?(z) — sen ?(y),

tan(2z) = %
sen?(z) = 1_%8@:”)
cos?(z) = H#S(%)
(e — L= C0s(20)

" 1+ cos(2z)”
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9.3.1. Ejercicios

Calcular el valor exacto sin usar tablas o calculadora dsi¢gasentes expresiones.

a) cos0 b) sen 3
C) cos —¢ d) cot 37”
€) csc %’T f) sec %
0) tan—%” h) sec —%

i) sen —% J) csc —r.
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