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Resumen

El estudio de excitaciones elementales en heteroestructuras o sistemas a capas mantiene un lugar pre-
ponderante en las investigaciones basicas por su importancia en el desarrollo de dispositivos con diversas
aplicaciones tecnolégicas. Las ecuaciones de movimiento que describen la dindmica de estas excitaciones
elementales, por lo general siguen un mismo modelo de ecuacién: La Ecuacién Sturm-Liouville matri-
cial (ESLM). Otro aspecto en comun es el uso sistemdtico del método de la funcién de Green o del
método de la matriz de transferencia (MMT) para la solucién de dichas ecuaciones y del problema de
contorno planteado en el sistema a capas. A pesar de ello la solucién para la degradacién numérica (el
problema Q — d) que con frecuencia afecta las aplicaciones numéricas del MMT no habia sido abordada
analiticamente en un marco general como el de la ESLM. El problema 2 —d conduce a soluciones erréneas
en los calculos donde se presenta.

Para evadir o paliar dicha degradacién numérica se han reportado variantes del MMT. Sin embargo,
debido a que con estas propuestas se analizaban problemas especificos de propagacién de ondas en sistemas
elasticos o piezoeléctricos, no existian garantias de que dichas variantes podian ser aplicadas con el mismo
éxito en otros problemas de propagacién de ondas. Tampoco se contaba con una respuesta satisfactoria
a la pregunta de porqué algunas matrices tienen la capacidad de evadir el problema {2 — d mientras que
otras no.

Lo expresado arriba constituyé una motivacién para este trabajo y conforma uno de los objetivos gene-
rales de esta tesis: Desarrollar una técnica analitica que permita determinar variantes del MMT con la
capacidad de evadir el problema 2 — d, en el marco general de la Ecuacién Sturm-Liouville matricial.
La técnica que se propone permite explicar porqué las variantes analizadas son numéricamente estables.
La importancia de este novedoso trabajo radica en que los resultados son aplicables a todo sistema
de ecuaciones de movimiento que siga el modelo Sturm-Liouville matricial para una heteroestructura
compuesta de dominios homogéneos, donde los coeficientes de la ESLM dependen de la coordenada
perpendicular a las intercaras pero son constantes por tramos. A diferencia del método de la matriz global,
tomado como referencia por algunos autores, las matrices que proponemos como numéricamente estables
se caracterizan porque sus dimensiones no dependen del niimero de capas o dominios que conforman la
heteroestructura, consiguiendo asi optimizar los célculos.

Por otra parte, partiendo de la ESLM y aplicando el método estdndard de la transformada de Fourier, asi
como técnicas de integracién por residuos, en particular el lema de Jordan, se obtuvo una forma general y
compacta para la funciéon de Green del medio homogéneo con condiciones de regularidad en el infinito. La
novedosa expresion permite de forma sencilla y directa obtener una funcién de Green para cada dominio
homogéneo de la heteroestructura las que a su vez podran ser utilizadas para calcular la funcién de Green
de toda la heteroestructura con ayuda método de empalme de funciones de Green (SGFM). A partir de
la mencionada expresién, se obtuvo esta funcién de Green para varios modelos fisicos. Utilizando la
condicion de salto caracteristica de la primera derivada de la funcién de Green se obtuvo una ecuacién
algebraica para verificar su validez.

Las aplicaciones para los resultados de esta tesis son miltiples y variadas. Ejemplo de ello es el andlisis de
varios problemas fisicos de interés practico que validan la eficacia de las matrices numericamente estables
propuestas en esta tesis. En cada problema se muestra que su soluciéon mediante la aplicacién del MMT
estandard conduce a errores causados por degradaciones numeéricas.
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Abstract

The study of elementary excitations in heterostructures (layered systems) remains a topic of interest on
basic research because of its importance for the development of devices with different technological ap-
plications. The equations of motion that describe the dynamics of these elementary excitations generally
follow the same model equation: The Matrix Sturm-Liouville Equation (MSLE). Another common aspect
is the systematic use of the Green’s function method and/or the transfer matrix method (TMM) to solve
these equations and the boundary value problem posed for the layered system. However, the solution for
the numerical degradation (the Q —d problem) that often affects the numerical applications of the TMM,
had not been addressed analytically in a general framework like the MSLE. The £ — d problem leads to
wrong solutions in the calculations where it occurs.

To avoid the 2 —d problem some transfer matrix variants have been reported in previous works. However,
since these proposals were used to analyze specific problems of wave propagation in elastic or piezoelectric
layered systems, there was no guarantee that these variants could be applied with equal success to other
wave propagation problems. Moreover, there was not a satisfactory answer to the question of why some
matrices have the ability to avoid the € — d problem while others matrices can not.

The above statement was a motivation for this work and supports one of the general objectives of this
thesis: Develop an analytical technique to determine variants of TMM with the ability to avoid the 2 —d
problem, in the general framework of the Matrix Sturm-Liouville Equation. The proposed approach
explains why the analyzed TMM variants are numerically stable. The importance of this novel work is
that the results are applicable to any system of equations of motion that follow the matrix Sturm-Liouville
model in a heterostructure composed of homogeneous layers where the MSLE coefficients depend on the
coordinate perpendicular to the interfaces but they are piecewise constant. In contrast to the global matrix
method, which is often used as a benchmark to model multilayered structures, we propose numerically
stable transfer matrices whose dimensions are independent of the number of layers in the structure, thus
optimizing calculations.

Moreover, by applying the standard Fourier transform method to the corresponding MSLE, a general
and compact form for the Green’s function (GF) regular at infinity was obtained for the homogeneous
Sturm-Liouville matrix operator. The integration to obtain the GF was performed by residue theorem
together with the Jordan’s lemma. The derived expression is applied to each homogeneous layer of
the heterostructure to subsequently determine the Greens function of the matched system by means of
the Surface Green Function Matching (SGFM) method. The general and compact form of the Green’s
function was applied to different physical models. Using the jump condition in the first derivative of
the Green’s function, an algebraic equation to verify the validity of the calculated Greens function was
obtained too.

The applications for the outcomes of this thesis are multiple and varied. An example of this is the analysis
of several problems of practical interest that validate the effectiveness of the numerically stable matrices
proposed in this thesis. In each problem it is shown that its solution through the application of the
standard TMM leads to errors caused by numerical degradations.
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Abreviaturas

ESLM
MMT
SGFM

QEP
SMM
LI
MFC
EFA
EMT
FM
TH
FL
MCG
DCG
RF
OEM
EFSP
SH
MMG
SVD

Ecuacién Sturm-Liouville Matricial

Método de la Matriz de Transferencia

Método de Empalme de Funciones de Green en Superficies

(Surface Green Function Matching Method, en inglés)

Problema Cuadrético de Eigenvalores (Quadratic Eigenvalue Problem, en inglés)
Modelo Matemédtico Simple (Simple Mathematical Model, en inglés)

Se refiere a soluciones o bases de soluciones Linealmente Independientes

Modelo Fenomenolégico Completo

Aproximacién de la Funcién Envolvente (Envelope Function Approximation, en inglés)
Teoria de Masa Efectiva (Efective Mass Theory, en inglés )

Se refiere a condiciones de Empalme Total (Full Matching, en inglés)
Transversal Horizontal

Factor de Localizacion

Monocapa de Grafeno

Doble Capa de Grafeno

Resonancia Fano

Ondas Electromagnéticas

Espejo Foténico de Silicio Poroso

Se refiere a un tipo de ondas Transversales Horizontales (Shear Horizontal, en inglés)
Método de la Matriz GLobal

Se refiere a la técnica de Descomposicién del Valor Singular

(Singular Value Descomposition, en inglés)

12



Capitulo 1

Antecedentes y objetivos de la tesis

1.1 Introduccién general

El problema Sturm-Liouville Matricial (SLM) aparece de forma natural en diversos campos de estudio
de la Fisica y la tecnologia. Entre los problemas fisicos méds comunes cuyas ecuaciones de movimiento se
rigen por el patrén Sturm-Liouville Matricial encontramos los que derivan de la teoria de la Elasticidad
[1, 2, 3] y el Electromagnetismo [4], algunos con cierto grado de complejidad como la propagacién de ondas
magneto-electro-eldsticas [5]. Este tipo de patrén lo encontramos también en las ecuaciones fundamentales
de varias aplicaciones ingenieriles [6]. El problema SLM no solo aparece en dreas de la Fisica Cldsica,
también es frecuente en la Mecanica Cudntica y la Fisica del Estado Sélido. En particular la descripciéon
de estados electrénicos en la Aproximacién de la Funcién Envolvente (EFA) [1, 7] genera un conjunto
extenso de ecuaciones de movimiento que siguen el patrén SLM.

En su forma original, muchas de las referidas ecuaciones de movimiento son tridimensionales. Sin embargo,
debido a que la mayoria de las heteroestructuras de interés presentan geometria planar, ver figura 1.1, los
modos normales pueden ser seleccionados como exponenciales de ix - p’ multiplicados por alguna funcién
de la variable z, la coordenada perpendicular a las intercaras. Con p = x€, + yé€, hemos denotado el
vector de posicion en el plano de las intercaras y con K = kg€ + K£y€y €l vector de onda correspondiente.
La sustitucion de estos modos en el sistema de ecuaciones original conduce a la forma Sturm-Liouville
Matricial, digase:

dF(z)
dz

dF(z)
dz

L(z) - F(z) = diz B(z) - +P()F)| +Y(2)- FW() - F(2) = Onsr . (L)

La ecuacién maestra (1.1) define el operador Sturm-Liouville Matricial L(z) y se trata de un sistema
de N ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas. La incégnita F(z) es el campo a estudiar y
se describe mediante N componentes, p. ej. las cuatro funciones envolventes de un modelo de cuatro
bandas de una estructura de banda electrénica, o las tres amplitudes de vibracién de una onda elastica,
o las componentes del campo eléctrico en algunos problemas de Electrodindmica. En el caso del modelo
fenomenolégico completo (MFC) para modos épticos polares en heteroestructuras [2] el campo F(z) viene
dado por tres amplitudes mecédnicas y una componente que puede ser interpretada como un potencial
electrostético acoplado [2].

Los coeficientes B(z), P(z), Y(z) y W(z) son matrices cuadradas de orden N y describen las propiedades
de los materiales que conforman la heteroestructura: coeficientes eldsticos, dieléctricos, piezoeléctricos,
etc. Como en general las heteroestructuras se componen de diferentes materiales, estos coeficientes podran
tomar valores diferentes al pasar de un dominio a otro de la heteroestructura. EIl punto - representa el
producto estandard de matrices.

13
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La formulacién (1.1) implica que las ecuaciones diferenciales se han planteado para toda la heteroestruc-
tura. Esto significa que las condiciones de empalme surgen directamente del analisis matematico mediante
la primera integracién alrededor de las superficies de empalme. En esta formulacién global los problemas
de empalme quedan formulados de forma diferente a la formulacién por tramos consistente en resolver
por separado las ecuaciones para el dominio local de cada medio constituyente y después empalmar las
soluciones en cada intercara. En el marco de una formulacién global estandard del problema destaca por
sus propiedades la forma diferencial lineal del operador L(z):

dF(z)
dz

A(z) = B(z)- +P(2)-F(2). (1.2)
La primera integracién de (1.1) entre z — e y z + € [8] revela la propiedad que tiene A(z) de ser continua
en todo z a lo largo de la heteroestructura. La continuidad del campo F(z) y de la forma diferencial
lineal A(z) a todo lo largo de la heteroestructura es el principio bésico en el que se sustentan las reglas
de composicién (seccién 3.3) de las matrices de transferencia definidas a partir de estas magnitudes.

Los temas a tratar en esta tesis estaran centrados en dos herramientas de gran utilidad para la solucién
de la ecuacién maestra (1.1) en heteroestructuras. Nos referimos al método de la matriz de transferencia
y al método de la funcién de Green.

L |12 | 3| - mo o jmA41] .- p—2 |p—1|pu |R

2L 21 Z2 Z3 -t Zm—1 Zm Zm4+1 " Zp—3 Zu—2 Zu—1 ZR z

Figura 1.1: Esquema general de una heteroestructura compuesta de p capas emparedadas entre dos do-
minios externos semi-infinitos: L (a la izquierda) and R (a la derecha). De acuerdo con nuestra convencion,
la capa m estd limitada por las intercaras (m — 1) y m con coordenadas z,,—1 y zn, respectivamente.

1.2 Excitaciones elementales que originan problemas de Sturm-
Liouville Matriciales

Un glosario de problemas fisicos cuyas ecuaciones de movimiento siguen el patrén (1.1) se puede encontrar
en [8] donde ademds se abordan técnicas de matrices de transferencia y de funciones de Green para la
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solucién de la ecuacién Sturm-Liouville matricial. La tabla 1.1 contiene un listado de estos problemas.
En esta seccién se comentara una parte de estos problemas, el resto es tratado en el capitulo 2.

En la tabla 1.1 se ha denotado con @ = (ug,uy,u,) la amplitud de vibracién de las ondas eldsticas; 7
es el tensor de tensiones; ¢, el potencial eléctrico; D, el vector desplazamiento eléctrico y € el tensor
permitividad. El supraindice T indica la operaciéon de transposicién. Las coordenadas espaciales son
indicadas indistintamente como (x,y,z) o en el mismo orden (1,2,3), segin la conveniencia. EFA-N
significa Aproximacién de la Funcién Envolvente para N bandas.

Teoria de masa efectiva

Como primer problema se considera la Aproximacién de la Funcién Envolvente en una banda. Usualmente
el rango de energia de interés es aquel cercano al borde de la banda y de esta forma se recurre a una
aproximacién parabdlica para la relacion de dispersién y se utiliza la teoria de masa efectiva. La ecuacién
para la funcién de onda electrénica en una heteroestructura planar sera:

h? d { 1 dF(z) L F(z) =0, (1.3)

2 dz |m*(z) dz } * [V(z) + 2m*(z)
donde m* es la masa efectiva de los electrones y K = kz€, + Ky€, es el vector de onda de los modos
normales: F(7) = F(z)e'*”. En el problema tridimensional V' es la diferencia entre los niveles de energfa
del borde de la banda al pasar de un dominio a otro de la heteroestructura, la diferencia en el valor
numérico de V es el conocido band offset o desplazamiento de banda. En el problema unidimensional a
V(z)+ % se le conoce como potencial efectivo.

Electrostatica

Problema 2 de la tabla 1.1. La ecuacién del campo es la ecuacién de Poisson [9] y ahora la amplitud es el
potencial electrostdtico ¢(z). El tensor permitividad é se considera dependiente de z y de la frecuencia
w .

Modos 6pticos polares: modelo dieléctrico

Problema 5. Al igual que en el problema anterior, el campo es el potencial electrostatico ¢(z) quien
también depende de la frecuencia w al igual que el tensor permitividad €. La ecuacién diferencial es la
ecuacién de Poisson.

Otros problemas de la tabla 1.1

Problema 11 (N = 4) se basa en el hamiltoniano de Kohn-Luttinger, el cual describe dos bandas acopladas
(electrones y huecos) e incluye el espin. En este caso F es el vector compuesto por las funciones envolventes
involucradas [10].

Problema 12 concerniente al Hamiltoniano de Potz, Porod y Ferry (PPF) [11]. En este caso cuatro bandas
son acopladas y se incluye el espin de manera que N = 8.

Rossler [12] introdujo Hamiltonianos de ocho (problema 13) y catorce (problema 14) bandas sin considerar
el espin. Por tanto F es el vector de N componentes compuesto de las funciones envolventes involucradas,
con N =8 y N = 14, respectivamente.

Problema 16: LCMCT, se refiene a tunelaje multicanal generado por confinamiento lateral (lateral con-
finement multichannel tunneling, en inglés) los detalles se pueden encontrar en [13, 14].

Para exponer los resultados de esta tesis se estudiaron las ecuaciones Sturm-Liouville matriciales de los
problemas fisicos listados en la tabla 2.1 y de los problemas tratados en el capitulo 5.
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Problema N F(z) A(z) Tipo de ecuacién | Problema fisico

1 1 F F'/m* Difusién EFA-1: EMT

2 1 €33’ Onda Electrostdtica

3 1 u, Ti3 Onda Modos actstico TH

4 1 u, Ti3 Onda, Modos 6pticos TH

5 1 o D, Onda Modos 6pticos polares:
Modelo dieléctrico

6 2 Difusién EFA-2: Dimmock

7 2 [uy, u,)” Ti3 Ondas Modos elésticos sagitales

8 2 Modelo de Bogolioubov

9 3 [uy, us, go]T Ti3, D, Onda Modos 6pticos polares. MFC

10 3 [uy,us, o]" Ondas Modos piezoeléctricos

11 4 Difusion EFA-4: Kohn-Luttinger

12 8 Difusion EFA-8: PPF

13 8 Difusion EFA-8

14 14 Difusién EFA-14: Rossler

15 N Difusién Pseudopotenciales locales

16 N Difusién LCMCT

Tabla 1.1: Algunos casos tipicos de sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden que siguen
el patrén Sturm-Liouville matricial. Tomado de [8]. La amplitud F y la forma diferencial lineal A se
muestran explicitamente para los casos estudiados en [8].

1.3 Ubicuidad del problema Sturm-Liouville matricial

En las secciones precedentes se ha ilustrado con ejemplos concretos la amplia gama de problemas cuyas
ecuaciones de movimiento siguen un patrén Sturm-Liouville matricial (1.1). Sin embargo para demostrar
el cardcter ubicuo del problema Sturm-Liouville matricial se comprobé que la ecuacién maestra (1.1)
puede obtenerse a partir de una Densidad Lagrangiana (DL) que considera todos los posibles términos
que conducen a ecuaciones de movimiento lineales.

La Densidad Lagrangiana postulada es:

1 0F OF 1 0F 1
L= 5P o Tag WEFE
1 OF
+§VF:)\:VF+F~M:VF+VF:x~E.

(1.4)

Aqui F es un vector de N componentes dependiente de la posicién 7 y del tiempo ¢t. En general los
pardmetros que intervienen en esta expresion (p, Q, v, A, vy x) son tensores dependientes de la posicién.
De acuerdo con los productos en los que aparecen involucrados estos tensores el nimero de elementos de
cada uno de ellos es: N x N para p,Qy v; 3x N x3 X N para A\; N x3x N para 'y 3x N x N para x.

El primer/segundo término en (1.4) es cuadrdtico/lineal en la derivada con respecto al tiempo y son los
que nos conducen a la ecuacién de movimiento del tipo onda/difusién.

Escribiendo (1.4) en notacién expandida las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir de la ecuacién
de Euler-Lagrange. De esta forma se pueden identificar claramente los términos de (1.4) que conducen a
ecuaciones de movimiento conocidas. Por ejemplo: las ecuaciones de la elasticidas (C.1) pueden obtenerse
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a partir de la densidad Lagrangiana:

10F 8F 1

Comparando la densidad Lagrangiana postulada para el modelo Fenomenolégico completo [2] con (1.4)
resulta que esta 1ltima debe conservar los elementos:
10F OF 1

1
= ——p-—+-F-4vF+_-VF:A:VF+F -u:VF 1.
29t P 8t+2 vt TEH ’ (16)

donde F = (@, ), ver apéndice B.

Un caso interesante resulta la formulacién Lagrangiana del campo electromagnético. Las ecuaciones de

Maxwell en un medio anisotrépico pueden obtenerse a partir de la siguiente DL que es un caso particular
de (1.4):

3 3

L = ;;ﬁz_j i Ao éap 01 Ap
1

+§ ' ;aiAo €ij 6jA0

3 3
+%ZZZZ@¢AQ {Zzeiap ﬁpn enjg} @AB
p n

i a=1 j =1

3
+3N 0,40 €5 0 A5 - (1.7)

i B=1

Aqui F = (A, Ay, Az, A3)T contiene el potencial eléctrico Ay y las componentes del vector potencial
magnético. Con € denotamos el tensor permitividad y © representa el inverso del tensor permeabilidad
magnética fi. El simbolo e,,;, denota al tensor completamente antisimétrico de tres indice. Comparando
(1.7) y (1.4) se obtiene que:

Pap = €ap;
)\inO = €ij;

3 3 i, i o _ 1’2 3: 1.8
Aiajﬁ = Zp:l Zn:l Ciap Vpn €njfi 7 aﬁ 5 95 ( )
Xi08 = €ip

El resto de los elementos que componen p, Ay x son nulos.

Dado que los potenciales componentes de F son definidos a partir de las ecuaciones de Maxwell ho-
mogéneas: V - B=0and VxE+ %—Jf = 0, estas ultimas se obtienen directamente de dichas definiciones.
Se puede comprobar aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange que (1.7) conduce a la ley de Gauss y a la
ley Ampere en un medio libre de las fuentes del campo EM:

V-D = 0 (1.9)
S oD
H = = 1.1
V x 5 (1.10)

Para obtener las ecuaciones inhomogéneas solo habria que adicionar a (1.7) el término Zi:o Jo A, donde
J = (=p,j1,742,53)T, p la densidad volumétrica de carga libre y ji,j2,j3 las componentes del vector
densidad de corriente eléctrica j.

Finalmente retomemos el andlisis general de (1.4). La correspondiente ecuacién de movimiento viene
dada por la ecuacion de Euler-Lagrange:

88t< )+25k< 8kF)> aalfa = 0 (1.11)
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Supongamos que tenemos un sistema a capas (heteroestructura) en la cual los pardmetros (masa efectiva,
coeficientes eldsticos, dieléctricos, potenciales, etc.) dependen solo de la coordenada cartesiana z perpen-
dicular a las intercaras de la heteroestructura. Entonces la invarianza ante traslaciones arbitrarias en el
plano de las intercaras permite escoger las componentes de F en la forma:

F.(Ft) = Fa(2) ei(R-p—wt) (1.12)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién que se obtiene de (1.11), después de varias operaciones alge-
braicas se obtiene la ecuacién maestra (1.1) con los coeficientes:

1
Bﬁa = 5()\353(1 + )\3043['3) P (113)
12
Pso = B zz: 1 K; ()\3,610 + )\ia?)ﬁ) + [a3p — W X3a 5 (1'14)
12
Y = 3 ;iﬂk (AkB3a + A3aks) — HB3a — W X3a8 (1.15)
122 2 2
Wga = —3 Xk: zz: Kkki (Akgia + Niakg) + 1 zk: Kk Bk — ZZJ: Kj HBja
1, 1
—3% (Ppa + pap) — 5(7@ + YaB)
2 2 1
+w;/@i Xia —l—wzk:/fk XkBa + §iw(Qa5 — Qsa) (1.16)
a,f = 01,234

1.4 Visién general de la funcién de Green

Por definicién la funcién de Green G(z, z’) del operador diferencial L(z) es la solucién de la ecuacién:
L(2) - G(z,2') =

d B(2)- dG(z,z") dG(z,z")
dz dz dz
Nétese que ahora la ecuacién maestra (1.1) es inhomogénea, con Iy se ha denotado la matriz identidad de
orden N. La funcién G(z, z ') no solo es un atributo del sistema diferencial, sino también una consecuencia
de las condiciones de contorno. Para el operador L(z) se tendrén tantas G(z,z')s como condiciones de
contorno se impongan. Matemadticamente, la funcién G(z,z’) es el resolvente para un problema fisico

dado. A diferencia F(z) quien es un vector de N componentes, la funcién G(z,z’) es una matriz de
orden N x N.

+P(2) - G(z,2")| +Y(2)- +W(2) G(z,2")=In6(z—2"). (1.17)

Como consecuencia de la inhomogeneidad del sistema diferencial (1.17), dada por un término tipo delta
de Dirac, su solucién resulta automaticamente normalizada lo que es de mucha utilidad en la préctica.

Debido al hecho de que G(z,z’) incorpora las condiciones de contorno, esta contiene en si misma la
informacién fisica concerniente al problema bajo estudio y en consecuencia, propiedades de interés fisico
como funciones espectrales pueden ser determinadas mediante una expresién obtenida directamente de
G(z,z'). Por ejemplo, para el caso de la ecuacién de Schrodinger la densidad local de estados se puede
determinar mediante la expresién [8]:

N z) = —%ImTrQ(z), (1.18)
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Figura 1.2: Descripcién simplificada de una heteroestructura. Configuracién L — M — R donde el dominio
intermedio M puede ser una simple capa o un compuesto.

donde el eigenvalor €2 representa la energia de los estados en el problema mencionado. Aqui Im indica la
parte imaginaria de la traza (Tr ) de la proyeccién de G(z,z’) cuando z’ — z.

La continuidad de G(z, z ) en todo z la convierte en una alternativa apropiada para el estudio de hetero-
estructuras. En estos casos el estudio de los problemas de empalme se suele abordar con el Método de
Empalme de Funciones de Green en Superficies (SGFM). Los detalles de este método asi como numerosos
ejemplos de su aplicacién vienen dados en [9]. En nuestro trabajo asumiremos heteroestructuras com-
puestas de dominios homogéneos, donde los coeficientes de (1.1) dependen de z pero son constantes por
tramos. Una vez conocida la G(z, z ') para cada dominio constituyente, el problema de empalme se puede
resolver con el mencionado SGFM cuyo resultado es una funcién de Green para la heteroestructura. Por
esta razon el capitulo 2 esta enfocado a obtener una forma general y compacta para la funcién de Green
del medio homogéneo.

1.5 Visién general de las matrices de transferencia

Una herramienta muy comun para el estudio de heteroestructuras es el método de la matriz de trans-
ferencia. El término matriz de transferencia ha sido utilizado de formas muy diversas para denotar
diferentes objetos, por ejemplo, las matrices que transfieren coeficientes, o diferentes clases de matrices
que transfieren amplitudes y derivadas de primer orden. Asumiendo que los teoremas de existencia y
unicidad de la solucién aplican a nuestra ecuacién maestra, dada una solucién F(z) del sistema diferencial
en un algin punto inicial, podemos obtener F(z) en otro punto final utilizando la matriz de transferencia
apropiada, lo que equivale a decir que el sistema diferencial ha sido integrado. Desde el punto de vista
matematico, las matrices de transferencia proporcionan la soluciéon de un sistema diferencial, dados los
valores iniciales.

En nuestro trabajo asumiremos heteroestructuras compuestas de dominios homogéneos, donde los coefi-
cientes de (1.1) dependen de z pero son constantes por tramos. Para los mencionados dominios es posible
escribir un conjunto de soluciones linealmente independientes Fy(z) (¢ = 1,...,2N), que satisfacen la
ecuacién maestra (1.1). Entonces las soluciones F(z) pueden ser expresadas como una combinacién lineal
de las Fy(2) y se pueden desarrollar algoritmos algebraicos, analiticos, para obtener la matriz de trans-
ferencia de toda la heteroestructura [8]. En el capitulo 3 se emplean dichos algoritmos para obtener las
expresiones que permiten determinar las matrices que se estudian en esta tesis.

Para definir algunos tipos de matrices, obtener reglas de composicién, o formular problemas de contorno se
utilizard una descripcién simplificada de la heteroestructura de la figura 1.1. Se trata de la configuracién
L — M — R, ver figura 1.2. La simplificacién es 1til cuando en el andlisis no es relevante la composiciéon
del dominio interno M.
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1.6 Problema ) —d

Desde el punto de vista formal el método de la matriz de transferencia (MMT) se considera apropiado
para el estudio de la propagacién de ondas en heteroestructuras (sistemas multicapas). Sin embargo en
sus aplicaciones practicas dicho método puede verse obstaculizado por inestabilidades numéricas [8, 15,
16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24], siendo la mds comun el problema Q — d [8, 15]. El nombre asociado
a esta inestabilidad numérica se debe a los estudios de ondas elasticas en los que dicha inestabilidad se
manifiesta a altas frecuencias (w) y/o grandes espesores (d) de las capas. Sin embargo como se explicara
en esta seccién el problema €2 — d puede potencialmente manifestarse en cualquier aplicacién numérica
del MMT siendo mas probable cuando los elementos de la matriz consisten en la suma de términos
exponenciales de argumento real positivo con términos exponenciales de argumento real negativo.

Consideremos un dominio homogéneo y analicemos los elementos de una de las matrices de transferencia
que con frecuencia se utiliza para el estudio de heteroestructuras. De acuerdo con nuestra nomenclatura
esta es la matriz de transferencia asociada, que hemos denotado con T. La seccion 3.1.2 estd dedi-
cada a exponer su definicién, comentar algunas propiedades bésicas y a las expresiones que permiten su
determinacion en términos de una base de eigenfunciones de la ESLM.

Supongamos que se ha resuelto el problema quadrédtico de autovalores (QEP por sus siglas en Inglés)
que nos provee de una base de eigenfunciones Fy = Fy, expl[ik¢z] de la ESLM en un dominio homogéneo
(ver seccién 2.2) y que dicha base es utilizada para construir la matriz T. Como se demuestra en la
seccién 2.2, bajo las condiciones generales de hermiticidad formal del operador L (Bf = B, Wi =W y
Y = —P") los eigenvalores ky pueden ser reales o aparecer en pares del tipo k; y su complejo conjugado
k;. El simbolo f significa la transpuesta conjugada de la matriz.

A partir de la expresién (3.9) es posible realizar un analisis de la estabilidad numérica de T para cualquier
N. Para eigenvalores ky reales (regiones clasicamente accesibles) los elementos matriciales de T pueden
expresarse en términos de funciones trigonométricas acotadas:

2N
Tjo = Y Ajulcos(ked)+isin(k d)], (1.19)
(=1

mientras que para eigenvalores complejos (regiones cldsicamente inaccesibles) se tendrdan combinaciones
de exponenciales crecientes y decrecientes:

N
Tjs = Z stg T €|%(k£)| d (1 + Djsg€72‘g(kl)‘ d) . (120)
£=1

Los coeficientes Ajgp, Cjse and Djgp son independientes del espesor d del dominio homogéneo y se expresan
en términos de elementos de Foy, B y P. En la expresion (1.20) hemos separado las partes real $(ky)
e imaginaria (kg) del eigenvalor ky. La parte real estd incluida en el factor 7, = eM(ke)d ¢] cual tiene
un valor acotado. Como veremos la mezcla de términos con exponenciales crecientes y decrecientes que
aparece en (1.20) puede dar lugar al problema 2 — d. Sin embargo para eigenvalores reales, los elementos
de T (1.19) son expresados mediante funciones trigonométricas las cuales estdn acotada entre +1 y en
dicho caso es poco probable que el problema 2 — d surja cuando crece el valor del producto (k¢ d).

Supongamos que el producto k; d crece lo suficiente como para que el factor Djsge_ms(kf)' 4~ y, siendo

u la unidad de redondeo (unit roundoff, en inglés). Este nimero u representa la precisién del equipo de
computo, esto es, el menor valor que cumple la desigualdad: 1.0 4+wu > 1.0. La unidad de redondeo puede
ser calculada utilizando la expresién u = % Bt [25], siendo 3 la base del sistema coma flotante o punto
flotante (floating point, en inglés) y t su precisién (puede entenderse como el nimero de digitos utilizados
para expresar un valor). A modo de ejemplo: En el sistema decimal de doble precisién (5 = 10, t = 16)
y se tiene que u =5 x 10716,
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Cuando Djgpe~ 218kl 4 ~ 4 1a computadora redondea la operacién (1+ Djspe 218 ko)l ) a 1.0 acarreando
un error por dicho redondeo. Entendamos este error como la diferencia entre el valor aproximado de un
ndimero, resultado de un calculo, y su valor matemético exacto. Cuando el resultado del redondeo es 1.0
el valor absoluto de este error E,ps estd acotado Egups < u [25]. Si asumimos que el cdlculo de un término
Cise Tt elS(ke)| d (1 + Djsge*ms(kf)‘ d) de (1.20) es realizado mediante redondeo, entonces el resultado
estard afectado por un error cuyo valor absoluto F, viene dado por:

E, < Cjgmel3Fldy, (1.21)

Dependiendo del problema numérico en estudio el miembro derecho de (1.21) puede tener un valor
relativamente grande y el error E, puede llegar a ser considerable. Una caracteristica del error por
redondeo es que puede acumularse cuando el resultado final a obtener es precedido por una secuencia de
célculos sujetos a errores de redondeo. En estos casos el error acumulado puede llegar a dominar el calculo
y producir un resultado final muy inexacto e inaceptable. Cuando esto sucede decimos que estamos en
presencia de la degradacién numérica llamada problema 2 — d. No es de extranar que este problema sea
caracteristico de los estudios de heteroestructuras que consisten en un niimero suficientemente grande de
capas o dominios. Aun cuando ninguno de los dominios sea lo suficientemente largo como para causar
el problema Q — d por si solo, los errores de redondeo, acarreados en el cdlculo de la matriz T en cada
uno de ellos, pueden acumularse y originar esta degradacién numérica debido al alto nimero de matrices
involucradas en la multiplicacién mediante la cual se obtiene la matriz de toda la heteroestructura.

En la préactica es muy comin tratar con problemas del tipo Sturm-Liouville matricial en los cuales el
determinante de la matriz T es igual a uno o al menos unimodular con independencia del valor ky d. Esta
propiedad de la matriz T es abordada en la seccién 3.1.2. La importancia préactica de esta propiedad
radica en que puede ser utilizada como prueba para evaluar la exactitud numérica de los célculos realizados
con T. Cuando la degradaciéon numérica esta presente, el determinante de T toma valores muy diferentes
del valor 1, en algunas ocasiones, por varios érdenes de magnitud.

Por otra parte, la expresién (1.20) muestra claramente que los elementos matriciales T, crecen indefinida-
mente cuando el argumento exponencial |S(k¢)| d — co. En este caso la matriz T no puede ser calculada
numéricamente debido al desbordamiento aritmético (arithmetic overflow, en inglés). Si bien este es un
tipo de inestabilidad numérica caracteristica de la matriz T en este trabajo nos enfocamos en el problema
) — d puesto que ocurre mucho antes que esta, y para valores finitos de |S(k¢)| d.

La seccién 3.2 estard dedicada al andlisis de la estabilidad numérica de algunas variantes del método
de la matriz de transferencia que proponemos como capaces de evadir el problema ) — d, en el marco
general de la ecuacién Sturm-Liouville matricial (caso N). Recordemos que N es el nimero de ecuaciones
diferenciales acopladas de segundo orden involucradas en (1.1). Hacemos notar que dichas variantes se
caracterizan por tener dimensiones 2N x 2NN con independencia del nimero de capas que componen la
heteroestructura, a diferencia, por ejemplo, del Método de la Matriz Global [8, 15, 19, 26] utilizado como
referencia para evadir el problema £2—d en estructuras a capas. En este método una tinica matriz, la matriz
global (MG), representa todo el sistema. Entonces si la MG fuera construida para una heteroestructura
como la representada en la figura 1.1 resultarfa renctangular de orden 2N(u + 1) x 2N (u + 2) si es
construida en términos de la matriz de transferencia de coeficientes o de orden 2Ny x 2N (u + 1) si es
construida en términos de la matriz T [§].
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1.7 Objetivos de la tesis

1.7.1 Objetivos relativos a la funcién de Green

Como se ha mencionado, una vez conocida la funcién de Green G,, de cada dominio m de la hetero-
estructura, el problema de empalme puede resolverse aplicando Método de Empalme de Funciones de
Green en Superficies (SGFM) cuyo resultado es una funcién de Green de toda la heteroestructura. De
acuerdo con los fundamentos del método, G,, puede ser la funcién de Green de cualquier medio que
resulte de extender al infinito alguna de las fronteras del dominio m de la heteroestructura, con tal
de que el medio infinito resultante satisfaga la misma ecuacién diferencial que en el dominio m, sin
importar las condiciones de contorno que finalmente determinaran a G,,,. En nuestro trabajo asumiremos
heteroestructuras compuestas de dominios homogéneos, donde los coeficientes de (1.1) dependen de z
pero son constantes por tramos. En estos casos lo mas comin es describir los dominios homogéneos
constituyentes con funciones de Green G,,, que satisfacen condiciones de regularidad en el infinito, en el
sentido causal [8, 27]:

Cs N T Fn(e—z") ike(s—2") _
%13(1) Zl}gloo G (ke,z,2") %13%) Zgrinoo gre e On. (1.22)

Aqui se ha considerado que para el medio homogéneo, la funcién G solucién de la ecuacién (1.17) para
z # 2’ se expresa en términos de funciones del tipo gy e™***=*") donde k; (¢ = 1,2,---,2N) son los
polos de primer orden de G (seccién 2.3) y g, en una matriz dependiente de ky. En general estos polos
pueden ser reales o complejos (seccién 2.2). La condicién (1.22) estd expresada para valores ky reales los
que utilizando técnicas de continuidad analitica (formulacién causal desde el punto de vista de la teoria
de dispersion) fueron definidos como ky = lim,,_,o (k¢ % in).

Teniendo en cuenta la utilidad de la funcién de Green del medio homogéneo, establecemos como objetivo
de la tesis:

Objetivo 1

Obtener una expresion general y compacta para la funcién de Green del problema Sturm-
Liouville matricial en un medio homogéneo con condiciones de regularidad en +oco, asi como
aplicar dicha expresion a problemas fisicos con N > 1.

1.7.2 Objetivos relativos al método de la matriz de transferencia

Las variantes del método de la matriz de transferencia que proponemos en esta tesis como numéricamente
estables, capaces de evadir el problema €2 — d, han sido aplicadas con anterioridad a problemas especificos
como alternativa para superar esta degradaciéon numérica. Por lo general en problemas relacionados
con la propagacién de ondas elasticas en heteroestructuras y cuya ecuacién de movimiento es un caso
particular de la ecuacién Sturm-Liouville matricial (1.1). Este es el caso de la matriz de rigidez (stiffness
matriz, en inglés) [28, 29, 30, 31], la matriz hibrida [16, 17, 32] y la matriz de dispersién [17, 33, 34]. Sin
embargo, en ningtn caso se habian dado pruebas o realizado estudios analiticos de la capacidad de estas
matrices para evadir el problema {2 — d en un campo mucho més amplio de problemas, digase la familia
de problemas fisicos cuyas ecuaciones de movimiento siguen el patréon Sturm-Liouville matricial.

También resulta curioso que se han estudiado poco las relaciones entre la matriz T y aquellas variantes
propuestas para evadir el problema 2 — d. Sin duda alguna estas relaciones resultan una valiosa herra-
mienta para intentar explicar porqué mientras T puede manifestar dicha degradacién numeérica, algunas
variantes directamente relacionadas con ella son numéricamente estables.

Las razones expuestas arriba nos condujeron al planteamiento de los siguientes objetivos:
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Objetivo 2

Comprobar analiticamente mediante el estudio de las relaciones entre matrices, que existen
variantes del método de la matriz de transferencia, derivadas de la ecuacién Sturm-Liouville
matricial, capaces de evadir el problema () — d.

Objetivo 3

Resolver diferentes problemas fisicos de interés cuyas ecuaciones de movimiento son casos
particulares de la ecuacion Sturm-Liouville matricial, utilizando matrices numéricamente
estables derivadas de la ecuacién maestra, y verificar que estas son capaces de evadir el
problema () — d que manifiesta la matriz T.



Capitulo 2

Funcion de Green del medio
homogéneo

2.1 Introduccion

En un sistema a capas el problema de empalme que se plantea en la intercara de dos medios constituyentes
puede ser estudiado mediante el Método de Empalme de Funciones de Green en Superficies (SGFM) [8, 9].
Este método involucra a las funciones de Green G,,, de los medios masivos asociados a cada uno de los
m medios constituyentes del sistema a capas. Por ejemplo considérese el problema de una intercara (que
ubicamos en la coordenada z, = 0) donde el medio 1 a su izquierda (z < 0) estd empalmado a un medio
2 a su derecha (z > 0). Sea G1/Gq la funcién de Green del medio 1/2 y G, la funcién de Green que se
obtiene para el sistema empalmado bajo estudio: medio 1 (z < 0) -intercara (z, = 0)- medio 2 (z > 0).
Entonces si z y 2’ estan en el mismo lado, por ejemplo en el lado izquierdo la forma de G, es:

Gy(2,2) = Gi(2,2) + G1(2,0) - G; '+ (Gs — G1) - G1 - G1(0,2), (2.1)
y si estdn en lados opuestos, por ejemplo 2’ en el lado izquierdo y z en el lado derecho, entonces:
Gi(2,2') = Ga(2,0)- G5 ' -G - G- G1(0,2). (2.2)
Aqui Gy, G2 y Gs representan respectivamente la proyeccién de Gi(z, 2'), Ga(z,2') y Gs(z,2’) en z; = 0.
Dada G(z,2’) la proyeccién en z viene dada por G(z) = lim,/_,, G(z, 2').

La proyeccion G se determina mediante la férmula de empalme, el resultado principal del anélisis SGFM:
Golt=At Gt - A G (2.3)

donde As y A; son las proyecciones en zg de las formas diferenciales lineales relacionadas con G1(z, 2’)
y Ga(z, 2') respectivamente. Dada la G(z, 2), la forma diferencial lineal relacionada es:

L 0G(2.%) +P(2)- G(z,72). (2.4)

En el formalismo SGFM, G,, también puede ser la funcién de Green de cualquier medio extendido
(m) del medio constituyente m, con la unica condicién de que todo medio extendido satisfaga la misma
ecuacion diferencial. Para introducir la definicion de medio extendido y entender la importancia de
este concepto en el formalismo SGFM consideremos el medio 1 del sistema empalmado que estudiamos.
Para el medio 1 un medio extendido, el cual denotamos (1) es, por definicién [9], un medio infinito
identicamente igual al medio 1 en el lado 1 y cualquier medio en el lado 2. Denotemos su funcién de
Green como Gy y llamémosle pseudo-G. Igualmente, G o) es la funcién de Green de un medio extendido

24
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(2) identicamente igual a 2 en el lado 2 y un medio arbitrario en el lado izquierdo. Un teorema sobre el
medio extendido [9, 35] confirma que la funcién de Green G que se obtiene para el sistema empalmado
es independiente del medio extendido asignado arbitrariamente a cada medio constituyente. Entonces,
por conveniencia o simplicidad, podemos elegir cualquier funcién de Green atribuible al operador Sturm-
Liouville matricial L para cada capa de la heteroestructura. Lo méas comiin es decribir las capas internas
de la heteroestructura mediante funciones de Green que cumplen condiciones de regularidad [8, 27] en
400 . Este enfoque particularmente simple es muy natural cuando los parametros materiales del sistema
son constantes en cada capa y es una muy buena aproximacion para muchos sistemas reales. Para los
dominios externos L/R de la heteroestructura se deben obtener las funciones de Green que satisfagan las
condiciones de contorno apropiadas en —oo/+o0.

Por las razones antes mencionadas a cada capa m de la heteroestructura asignamos un medio extendido
que consiste en un medio homogéneo infinito, asumiendo que las matrices B, P, Y y W son constantes
en (—oo,+00). El trabajo en esta seccién estard enfocado al cdlculo de la funcién de Green del medio
homogéneo regular en +oo. Es conveniente enfatizar que este estudio parte de considerar el operador L
formalmente hermitico [8, 27] . Ello implica, como se indicé en la seccién anterior, que B = Bf, P = —~Y
and W = W', Sin embargo, como se vera en la seccién 2.5 la forma general y compacta que se obtendra
para la funcién de Green del problema homogéneo también aplica a casos en que el operador L deja de
ser formalmente hermitico como consecuencia de considerar las pérdidas del medio.

En el medio homogéneo la ecuacién maestra (1.1) para el campo F(z) y la correspondiente ecuacién para
la funcién de Green toman la forma:

B-F'z)+P+Y) F'(2)+W-F(z) = 0; (2.5)
B:-"G(z,2")+(P+Y): 'G(2,2 )+ W -G(z,z') = Id(z—2").

s n o 82G(z,z') ’ n _ 90G(z,2") . ., .,
Por definicién "G(z,2") = =55y 'G(z,2') = ==5~. A partir de la ecuacién (2.6) en la seccién 2.3

se obtendrd G(z, z’) imponiendo condiciones de regularidad en +oo. Pero antes se impone el anélisis del
QEP que resulta de la ecuacién (2.5).

2.2 Soluciones LI. Problema Cuadratico de Eigenvalores y sus
propiedades

Las soluciones linealmente independientes (LI) del sistema diferencial (2.5) pueden ser expresadas en la
forma de exponenciales [36, 37]:

F(z) = Fyer= (2.7)
Los eigenvalores k son obtenidos a partir de los ceros del determinante de la matriz secular:
Ak) = —-K°B+ik(P+Y)+W. (2.8)

Si la matriz B es regular (Det [B] # 0) tendremos un conjunto de eigenvalores K = {k¢, £ =1,2,--- 2N}
y las correspondientes eigenfunciones Fy(z) = Fo, explikez]; N es el nimero de ecuaciones acopladas
incluidas en el sistema (2.5). Las amplitudes Fg, multiplicadas por una constante son obtenidas a partir
del sistema de ecuaciones lineales homogéneas:

A(ky) -Foy = 0. (2.9)

La constante multiplicativa se define generalmente por una condicién de normalizaciéon. La buisqueda
de los valores de ky y los vectores no nulos Fy, que satisfacen (2.9) es lo que se conoce como Problema
Quadréatico de Eigenvalores (QEP) [6] .

Es facil demostrar bajo las condiciones generales de hermiticidad formal del operador L (B = B,
W' =W yY = —PT) que los eigenvalores k; pueden ser reales o aparecer en pares del tipo k; y su
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complejo conjugado kj. Para demostrar esta propiedad general escribamos la ecuacién secular para un
k‘g:
Det [~k7B + ik;(P +Y) + W] = 0. (2.10)

Si el determinante de una matriz es cero, también lo sera el determinante de su transpuesta conjugada:
Det [—(k})*Bf —ik;(P +Y)I + Wi =0. (2.11)

Dadas las condiciones generales de hermiticidad formal del operador L tendremos que Bf = B, Wi = W
y(P+Y) = —(P+Y)y(2.11) resulta:

Det [—(k})?B 4 ik; (P +Y) + W] = 0. (2.12)

Por tanto k; también es un eigenvalor al igual que k;. Esto quiere decir que los eigenvalores o son reales
o0 estédn por pares del tipo: (k¢, k}). Un resumen que incluye este y otros posibles QEP se encuentra en
la tabla 1.1 de [6].

Légicamente si el término lineal (P +7Y) es nulo la ecuacién secular (2.10) solo contendréd potencias pares
de k¢ y los eigenvalores aparecerdan en pares del tipo (k¢, —k¢) independientemente de que sean reales o
complejos. Algunos ejemplos donde P +Y = 0 debido a que Y = P = 0 son: Ecuacién de Schrodinger
[8] (N = 1), modelo de dos canales [8] (N = 2) y pseudopotenciales locales [8] (cualquier N), entre
otros, ver tabla 2.1. Para la generalidad de los problemas que consideramos Y = —PT y se tiene que
P +Y = P — P, de manera que el término lineal no estard presente si P es hermitica no nula. Sin
embargo, hasta donde conocemos, no existen casos en que P +Y = 0 como consecuencia de que P sea
hermitica no nula. Los ejemplos de la tabla 2.1 donde P # 0 son casos en que P no es hermitica. En otras
areas de la fisica, cuando se conoce el sistema de ecuaciones de movimiento para el medio homogéneo, la
determinacién de P y Y en el caso general de la ecuacién (2.5) se obtiene por simetrizaciéon estdndard
del operador [38, 39]. Por simetrizacién estdndard entendemos la sustitucién del término en la primera
derivada:

dF
P . ——
dz

por

dF d
P —+—(P-F).
dz + dz ( )
Con tal procedimiento tenemos que Y = P y la matriz P se convierte en antihermitica y obviamente
(P 4+Y) no es nulo.

El procedimiento simetrizacién estdndard fue aplicado, por ejemplo, al problema de tunelaje de electrones
en superredes de doble capa de grafeno en la seccion 5.6 de cuya ecuacién de movimiento se obtuvo la
suma (P +7Y), de manera que fue necesario obtener una expresién para P que posteriormente se utilizé
para calcular la forma lineal asociada al operador L, ver apéndice P.

En un marco general, los problemas fisicos que se trataran en esta tesis pueden ser clasificados en dos
grupos principales: P+Y =0y P +7Y # 0. El andlisis realizado en la seccién 2.4 para problemas
especificos indica que los pares (kg; —k¢) también se forman en el grupo P+Y # 0 bajo ciertas condiciones
de simetria del material que conforma los distintos dominios de la heteroestructura.

Bajo condiciones de hemiticidad formal del operador L las matrices B, i(P+Y) = C y W que aparecen
en el problema (2.9) son hermiticas (pueden ser reales y simétricas). Ello implica que la matriz secular
A(k) (2.8) es auto-adjunta (A(k) = A(k*)') y por ende podemos aplicar la expresién (3.16) de [6] para
determinar si los eigenvalores ky son reales o complejos. Para el eigenvector Fy(z) = Fop explikez] tal
expresion toma la forma:

ke = (~e(B) = Val® P Im(Es) - w(E,) /2m(Fy) (2.13)
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Problema fisico Area N P,Y Ref
1 | SMM1 Mateméticas 1] P=Y=0
2 | Modelo Ben Daniel-Duke Fisica del estado sdlido | 1 | P=Y =0 8], [7]
3 | Modos actstico TH Actstica 1| P=Y=0 [41]
4 | Modos épticos TH Fisica del estado sélido | 1 | P=Y =0 [2]
5 | SMM2 Mateméticas 2| P=Y=0
6 | Modelo de dos canales Fisica del estado sélido | 2 | P=Y =0 8]
7 | Modos elasticos sagitales Actstica 2 | P=YT#£0]| [9,41]
8 | Modelo de Bogolioubov Fisica del estado sélido | 2 | P=Y =0 [9]
9 | EFA-2: Hamiltoniano de Dimmock | Fisica del estado sélido | 2 | P=Y #0 [9, 8]
10 | EFA-2: Kohn-Luttinger Fisica del estado sélido | 2 | P=Y #0 [42]
11 | SMM3 Matematicas 3| P=Y=0
12 | MFC Fisica del estado sélido | 3 | P=Y #0 [2],9]
13 | Modos piezoeléctricos Fisica del estado sélido | 3 | P=Y #0 | [41],[43]
(cristal de clase 6 mm)
14 | Modos eldsticos Fisica del estado sdlido | 3 | P=Y #0 | [3],[41]
(Casos especiales)
15 | EFA-4: Kohn-Luttinger Fisica del estado sélido | 4 | P=Y #0 10
16 | Modos magneto-electro-elasticos Fisica del estado sélido | 5 | P=Y #0 44
(cristal de clase 6 mm )
17 | EFA-N Fisica del estado sélido | N | P=Y #0 [7]
18 | Pseudopotenciales Locales Fisica del estado sélido | N | P=Y =0 [9]

Tabla 2.1: SMM1, SMM2, SMM3, Modelo matemadtico simple con N = 1,2,3, respectivamente. TH,
transversal horizontal. MFP, Modelo Fenomenoldgico completo para modos 6pticos polares de onda larga.
Casos especiales, Material transversalmente isotropico, material tetragonal y cibico. EFA, Aproximacion
de la funcion envolvente.

Generalmente solo uno de estos kg es un eigenvalor de A (k). Aqui m(Fy) = F&m Foe, ¢(Fy) = F&C For
y w(Fy) = F(TMW Fo, son las formas hermiticas [40] correspondientes a las matrices m = —B, C, y W
respectivamente; evaluadas para el eigenvector F¢(z). En la seccién 2.3 la expresién (2.13) es utilizada
para analizar si k; es real o complejo en los casos P+Y =0y P 4+ Y # 0 combinando los signos de
m(Fe) y w(Fg).

Tomando de ejemplo la forma hermitica m(Fy), se dice que estd definida positiva si m(F,) > 0 para todo
F; no nulo, y m(0) = 0; m(F,) estd semidefinida positiva si m(F,) > 0 para todo Fy. Igualmente, m(F,)
es definida o semidefinida negativa si m(F,) < 0, m(F¢) < 0, respectivamente. Si m(F,) puede tomar
tanto valores positivos como negativos entonces se le llama indefinida.

La matriz m = —B al igual que C y W es hermitica y de orden N x N; por tanto tiene N eigenvalores
reales. Se puede demostrar que [40]:

e m(F;) > 0silos N eigenvalores de la matriz m son positivos.
e m(F;) < 0silos N eigenvalores de la matriz m son negativos.
(

Fy) > 0 (m(Fy) <0) silos N eigenvalores de la matriz m son no negativos (no positivos).

3

e m(F) es indefinida si de los N eigenvalores de la matriz m existe al menos un eigenvalor positivo
y un eigenvalor negativo.

Las definiciones y afirmaciones enunciadas para la forma hermitica m(F,) también aplican a c(F;) y
’w(Fg)
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2.3 Forma general y compacta de la funcién de Green del opera-
dor Sturm-Liouville matricial homogéneo con condiciones
de regularidad en el infinito

Como se indico en la seccion anterior, en el marco de los problemas que tratamos los eigenvalores pueden
ser reales o aparecer en pares del tipo (k¢, k) e incluso pueden formarse pares del tipo (k¢, —k¢) en ambos
casos, situacién comun en los problemas que hemos analizado. En todos los casos, los eigenvalores kg
quedan envaluados en términos de una variable autovalor que eventualmente aparece en los coeficientes
matriciales del sistema Sturm-Liouville matricial. Por ejemplo, cuando trabajamos con Hamiltonianos
esta variable autovalor es la energia F de los estados, en problemas de ondas elasticas la variable autovalor
es w?, la frecuencia de los modos al cuadrado. Denotemos con € cualquiera de estas variables. Desde
el punto de vista causal de la teoria de dispersidn, se pueden utilizar técnicas de continuidad analitica y
definir los valores reales de {2 como:

Q = 1lim (Q + ie). (2.14)
e—0

Entonces al evaluar en €2+ e, con € arbitrariamente pequeno, estos pasaran a ser complejos y se ubicaran
en uno de los semiplanos (superior o inferior) del plano complejo. La técnica que acaba de describirse
forma parte del procedimiento que se aplica para imponer condiciones de regularidad en +oo [8, 27]. Si
ademads, los eigenvalores forman pares del tipo (k¢, —k¢) tendremos que uno de ellos resultara con parte
imaginaria positiva y el otro con parte imaginaria negativa. Por todo lo anterior podemos considerar
que los eigenvalores k, en general son complejos e introducir los conjuntos K4 y K| para incluir los
eigenvalores con parte imaginaria positiva y negativa respectivamente.

Regresando a la ecuacién (2.6), por medio del método estandard de Fourier [36, 37] se obtiene que
(apéndice A):

1 +oo ) ,
G(z,2) = — Ak)~re*E=20 g (2.15)

2 J_ o

La integracién anterior puede realizarse mediante célculo de residuos y aplicando el lema de Jordan [45].
En este caso, dicho lema impone no solo la condicién de que la funcién A(k)~! eik(z=2") gea analftica en
su dominio (excepto en sus polos) sino que también A(k)~! tienda a cero uniformemente con respecto
al argumento de la variable compleja k cuando |k| — oo [45]. Para demostrar esta dltima condicién,
utilizaremos la expresién:

CT (k)

AR =5 (EA(k;)] ’

(2.16)

donde C,(k) es la matriz de cofactores de la matriz secular A(k), y CI(k) representa su transpuesta.
El denominador Det [A(k)] es el determinante de A(k) y puede ser expresado como Det [A(k)] =
Det [B]k*N+ términos de orden inferior. Por tanto, si la matriz B es regular (Det [B] # 0), el término
con el mayor exponente de k en el polinomio secular es Det [B]k2Y. Mientras tanto, el término de mayor
exponente de k que puede aparecer en cualquier elemento matricial de CZ tiene la forma p - K2V =2 p es
solo un factor diferente de cero. Expresando k = |k| €%, 0 < 6 < 27 se tiene que:

. B ' . k|ei9)2N—2 ) P
lim [A(k) s = 1 p-(| oy = I S = 0
|kﬁinoo[ (k)= (k|20 Det [B] - ([k|€7)2N — k|50 Det [B]|k|2 €2

(2.17)
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Por tanto, cada elemento matricial [A(k)~ 1], (I,s = 1,..., N) satisface la condicién anterior para los
casos de nuestro interés: (Det [B] # 0).

Regresando a la integracién (2.15), no perdemos generalidad si asumimos que A(k)~! tiene polos de
primer orden. Entonces la expresién para G(z,z’) depende fuertemente de la distribucién de los eigen-
valores k¢ en el plano complejo. El resultado general es (apéndice A):

Zk(€K¢ g eikzlz—z g 2> !
G(z,z") = (2.18)
,ZkzeKi g0 e—ikz|2—z’| < 2! 7
y la matriz g, depende solamente de ky:
C7 (ke)
g = "D (k) (2.19)

El término D ’(k) es un polinomio que resulta de la diferenciacién del polinomio secular Det [A (k)] con
respecto a k.

2.3.1 CasoP+-Y =0

Para los casos P +Y = 0 la expresién general (2.18) puede ser escrita como:

G(zz)) = Y goekl=T, (2.20)
kee Ky

Esta simplificacién es consecuencia de la formacién de pares del tipo (k¢; —k¢). En efecto, cuando P+Y =
0, el polinomio secular contiene solo términos con exponentes pares de k, por lo que tanto k; como —ky
son eigenvalores del problema. Entonces por cada k, € K4 habrd un k; € K| igual en médulo pero
con signo opuesto. En adicién a esto la matriz CL'(ky) contendrd solo exponentes pares de k, mientras
que el polinomio D ’(k;) se compone solo de términos con exponentes impares de ky. Como resultado la
expresion de G(z,z’) (2.18) para z > 2z’ va a ser la misma que para z < z’.

Utilizando la expresién (2.13), es posible realizar el siguiente anélisis sobre los pares (k¢; —k¢) considerando
P+Y=0(C=0):

. w(Fy) > 0; pares de nimeros reales;
Sim(Fe) <Oy { w(Fy) < 0; pares de nimeros imaginarios puros. (2.21)
y
. w(Fy) < 0; pares de nimeros reales;
Sim(Fe) >0y { w(Fy) > 0; pares de nimeros imaginarios puros. (2.22)

Cuando m(Fy) o w(F;) es indefinida los pares pueden ser reales, imaginarios puros o una combinacién de
ambos. En este caso se pueden utilizar las expresiones de los eigenvalores para determinar si son reales
o imaginarios puros.
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2.3.2 CasoP+Y #0

Como se indicé en la seccién anterior la formacién de pares del tipo (k¢, —k¢) es una situacién comin
en los problemas que hemos analizado, aun en el caso P +Y # 0. Por ejemplo, cuando B y W son
simétricas y (P+Y)?T = —(P+Y) (antisimétrica), es ficil demostrar, siguiendo un procedimiento andlogo
al descrito en (2.10)-(2.12), que el resultado es (k;; —k¢) € K. Este es el caso de los modelos: EFA-2
Hamiltoniano de Dimmock y EFA-2 Kohn-Luttinger listados en la tabla 2.1. En adicién a esto, en la
seccion 2.4 se vera que la simetria del material que conforma los distintos dominios de la heteroestructura
estd estrechamente relacionada con la formacién de pares del tipo (k¢, —ky).

Entonces considerando la formacién de pares (k¢, —k¢) en los problemas del grupo P +7Y # 0 la ecuacién
general (2.18) admite la siguiente simplificacién:

Cl(sgn(z—2") ko) _ips1ss
G(z,2) = > i ( 15/(1@)) ) il . (2.23)
kec K4 £

Se introdujo la funcién signo (sgn) porque ahora la matriz de cofactores C, puede contener tanto expo-
nentes pares como impares de ky. Como es de esperar, el polinomio D ’(k¢) se compone solo de términos
con exponentes impares de ky.

En este caso también es posible decir algo acerca de si los pares (k¢; —k¢) son reales o complejos. A partir
de la expresién (2.13), considerando P +Y # 0, tendremos pares de nimeros reales si:

m(Fe) <0ywFy) >0 o m(Fy) >0y wlFy) <0 (2.24)

El cualquier otro caso los pares pueden ser reales, complejos o podemos tener combinaciones de pares
reales y complejos.

Como veremos la forma hermitica ¢(F;) resulta indefinida para todos los problemas P+Y # 0 analizados.
Es posible demostrar, considerando m(F;) definida, que la indefinicién de ¢(Fy) es una condicién necesaria
para obtener pares del tipo (k¢; —k¢). Supongamos eigenvalores complejos con parte real no nula. Si los
eigenvalores son imaginarios puros la propiedad (k¢; —k¢) es consecuencia directa de la propiedad general
(ke; k7). En el siguiente andlisis consideramos N > 1. Partamos de la expresién:

ke = (~e(B) = Va® 7~ Am(Es) - w(E) /2m(Fy) (2.25)

De manera que, si los eigenvalores forman pares del tipo (k¢; —k¢) entonces habrd un eigenvalor k; € K,
i # £, tal que k; = —ky. Como k; viene dado por uno de los valores:

ko= (~elB) = VeB)? — Im(E,) - w(E,) /2m(F,) (2.26)

entonces la relacién k; = —k, implica que sus respectivas partes reales seran opuestas. Si suponemos que
m(Fy) estd definida, entonces ¢(F;) y ¢(Fy) tendran signos opuestos y por tanto la forma hermitica c¢(Fy)
resulta indefinida.

Como se indicé en la seccion 2.3 los eigenvalores reales pueden ser convertidos en complejos mediante
un procedimiento analitico que adiciona una parte imaginaria arbitrariamente pequena al eigenvalor €.
Entonces considerando que el razonamiento anterior aplica a los nuevos pares de niimeros complejos, se
puede concluir que la forma hermitica ¢(Fy) también debe estar indefinida para el par incialmente real.
Decimos que es una condicién necesaria debido a que, matematicamente hablando, es posible construir un
contra ejemplo que consista en una matriz secular A(k) con ¢(Fy) indefinida para la que los eigenvalores
no aparecen en pares del tipo (kg; —ke).
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Por otro lado, se sabe que la suma de los IV eigenvalores de una matriz cuadrada de orden N x N es
igual a la traza de la matriz. La matriz hermitica C tiene N eigenvalores reales, luego si su traza (Tr[C])
es nula, ello significa que al menos dos de sus eigenvalores tendran signo opuesto y por tanto ¢(Fy) serd
indefinida. La propiedad (Tr[C]) = 0 es una condicién suficiente para que c¢(F;) sea indefinida y esta
presente en todos los problemas de esta tesis donde los eigenvalores aparecen por pares del tipo (kg; —ky).

2.3.3 Expresion para verificar la validez de las funciones G(z,z’)

Una funcién de Green vélida tiene que satisfacer la ecuacién (2.6). Pero la verificacién de G(z,z")
puede ser mas sencilla si se utiliza, por ejemplo, una ecuaciéon algebraica. Para obtener dicha ecuacién
reescribamos (2.6) como sigue:

d dG ! dG !
—|B %+P«G(z,z’) +Y~%+W-G(z,z’) —16(z—2").
(2.27)
A partir de esta expresién definimos la forma lineal A(z, 2'), digase:
- dG !
A2 = B-28E2) b G (2.28)

dz

Entonces integrando (2.27) de z = 2’ — 0 a 2 = z' + 0 se obtiene la condicién de salto para la forma
diferencial lineal A(z,z") [9]. Esto es, a diferencia de G(z,z") la forma A(z, z’) muestra un salto cuando
z— 2"

A(z'+0) - A(z'—=0) = Iy, (2.29)
donde
A(z'+£0) = 1irpi0 Az, z2"). (2.30)

Entonces, con ayuda de (2.29), y utilizando (2.28) y (2.18) se obtiene:
Z ke-ge+ Z ke-ge = —iB7 !, (2.31)
kec Ky kee K

Claramente esta expresion algebraica es més conveniente que (2.6) para verificar la validez de las funciones
G(z,z') obtenidas.

Para los casos P +Y =0 (C = 0), la expresién (2.31) se simplifica resultando:

i
> ke ge=—;B L (2.32)

Para los casos P +Y # 0 (C # 0), considerando la formacién de pares del tipo (k¢; —ke), la expresién
(2.31) se simplifica resultando:
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(2.33)

> ke

/
e D '(ky) 2

CZ(PGT)(]W)] o B!

Para obtener esta expresién se considerd que la matriz de cofactores CL puede contener tanto potencias
pares como impares de k; en sus elementos matriciales y por tanto esta puede ser expresada como la

) contiene las potencias pares de ky asi como los
(impar)

. . T(par
suma de dos matrices, la primera de las cuales C. "

términos independientes de ky. La segunda matriz COT
y de elementos matriciales nulos.

se compone de las potencias impares de ky

2.4 Funciones G(z,2’) de casos particulares de interés

En esta seccién aplicaremos la expresion obtenida para la funciéon de Green del operador L homogéneo,
regular en el infinito, a diferentes problemas fisicos de interés, concretamente, problemas listados en la
tabla 2.1. Teniendo en cuenta que en dichos problemas los eigenvalores forman pares del tipo (k¢, —ky)
utilizaremos las dos simplificaciones que admite la forma general en los casos P+Y =0 (2.20) y P+Y # 0
(2.23).

Mediante SMM1, SMM2 y SMM3 denotamos un Modelo Matemé&tico Simple con N = 1,2, 3 respecti-
vamente. Sin referencia explicita a un modelo o situacién fisica en particular, estos modelos facilitan el
cdlulo de G(z,z’) utilizando diferentes enfoques [9] y constituyen una herramienta adicional para veri-
ficar la expresién general (2.18) en el caso P +Y = 0. Para N = 1 el modelo SMM1 se define mediante
las ecuaciones:

F'(2)+QF(z) = 0 (2.34)
"Gz, )+ QG(z,72) = §(z—2"). (2.35)
De igual forma SMM2 (N = 2) se define mediante las ecuaciones:
B -F'(z) + W -F(z) = 0 (2.36)
B "G(z,2")+W-G(z,2)) = Is(z—2z"); (2.37)
con
QO d
B:I;P:Y:O;W:(d Q) (2.38)
Finalmente, las ecuaciones para SMM3 (N = 3) son:
B -F'(z) + W-F(z) = 0; (2.39)
B "G(z,2")+W-G(z,2)) = I6(z—2"), (2.40)
con:
Q d 0
B=LP=Y=0,W=| d Q d . (2.41)
0 d Q

Como se indico antes, {2 es una variable que representa un eigenvalor. En los modelos SMM2 y SMM3, d
denota un pardmetro vélido solo para dichos modelos. Por ejemplo, si comparamos (2.34) con la ecuacién
de Schrédinger unidimensional, con potencial V' (z) = 0, vemos que 2 = %—Z‘E, siendo E la energia. El
modelo SMM puede generalizarse para cuaquier N en cuyo caso la matriz W toma la forma de una matriz
de banda.
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2.4.1 Problemas con N =1

Para N = 1, por ejemplo las excitaciones elementales listadas en la tabla 2.1, los coeficientes matriciales
de (2.5) y por tanto la matriz secular A(k) se convierten en escalares. Denotando B = by W = w
tendremos que A (k)1 = (=k?b+ w)~! y la expresién (2.20) se reduce a:

G(z,2") = —;ﬁe“ﬁlz—’, (2.42)

donde k = +./%.

Si aplicamos esta expresion a la ecuacién (2.34) del SMMI1 se obtiene que:

G(Z,Z/) _ _i eik|z—z/\ ;k:\/ﬁ_ (2.43)
A este resultado también se llega resolviendo (2.35) por otras vias de célculo [9], considerando la condicién
de salto en la primera derivada de G(z,2’) y la condicién de regularidad en el infinito. Para aplicar esta

ultima condicién la variable Q debe enterderse en el sentido de (2.14).

Modelo Ben Daniel-Duke

Este es el modelo de masa efectiva més simple utilizado para determinar niveles de energia en hetero-
estructuras [1, 46], y funciona cualitativamente para los estados més bésicos de la banda de conduccién en
heteroestructuras de GaAs-Ga(Al)As donde el espesor de las capas de GaAs es superior a ~ 100 A y para
los niveles de huecos pesados con 7| = (kg, £y) = 0 en cualquier heteroestructura [1, 7]. Esto equivale a
suponer que la funcién envolvente de la heteroestructura se construye a partir de estados cuanticos que
pertenecen a una sola banda parabdlica del material constituyente.

Sea una heteroestructura periddica cuya celda unitaria estd constituida de dos capas, una de material
A y la otra de material B. Sea m4(mp) la masa efectiva en la capa A(B). Considérese una banda de
conduccién isotrépica. Denotemos con 9(A) (e9(B)) la energia del borde de dicha banda en el centro de la
zona de Brillouin en el material A (B). La ecuacién para la funcién envolvente f(z) de la heteroestructura
serd [1]:

o 1 0 h?K2

o)+ V() - s D s 1) = B G) (244

donde :
m*(2) = my4; Si z corresponde a la capa A;
o mp; Si z corresponde a la capa B.
V(z) = 0; Si z corresponde a la capa A;
o eo(B) —eo(A); Si z corresponde a la capa B.

De acuerdo con la notacién utilizada en (2.42), para la capa homogénea A tendremos que:

h2
_ . 2.4
b o (2.45)
h2 K2
w = 50(A)+2m:—E, (2.46)

y el eigenvalor k viene dado por:

k= +\/27;;A <E —eo(A) — h%i). (2.47)
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Para la capa homogénea B tendremos que:

hZ
b = — : 2.48
T (2.48)
K2 K2
= B +—2+_-F 2.4
w o(B) + T , (2.49)

y el eigenvalor k viene dado por:

k= +\/2hmf <E — &0(B) h%i). (2.50)

- 2mB

Modos acusticos transversales horizontales (TH)

En el problema 3 de la tabla 2.1 tratamos con ondas eldsticas transversales. La amplitud del campo F(z)
es u,(z) la cual depende de la frecuencia w. Para cristales isotrépicos o con simetria exagonal/ tetragonal
donde el eje principal estd orientado en la direccion z, tendremos una onda TH polarizada a lo largo de
dicho eje, que se propaga en el plano yz. La ecuacién de movimiento para esta onda es:

d2

Ug 9
Cua s + (pw

— Caakis g =0, (2.51)

donde cy4 es el elemento correspondiente del tensor de rigidez y p la densidad de masa del material. Si
el material es isotrépico c44 = p, una constante de Lamé. Para este caso la expresién (2.42) resulta:

1

G Z,Z/ _ _7eiQT\Z—Z,|; 2.52
( ) 2¢44qr (252)
w 2 C
qr = —+ () — [4312/, v = ﬁ (253)
vr P

Modos épticos transversales horizontales (TH)

El problema 4 de la tabla 2.1 es similar al 3, pero en este caso el modelo solo describe modos (elasticos)
Opticos. Se trata de un modelo fenomenolégico en aproximacion de onda larga que describe el acoplamiento
entre la amplitud de vibracion @ = (ug, uy, u,)T de los modos épticos polares y el potencial electrostatico
@ en heteroestructuras semiconductoras. Las ecuaciones de movimiento del modelo conducen a cua-
tro ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden acopladas para las magnitudes (uz,uy,u.) y ¢
(apéndice B). Pero en un medio isotrépico, tenemos invarianza rotacional total en el plano (x,y) de
las intercaras y por ello podemos seleccionar el vector de onda k en la direccién y, £ = (0,ky). En
consecuencia tendremos un modo transversal horizontal u, que se desacopla del resto [2]. La ecuacién de
movimiento que obtuvimos para este modo éptico TH puede escribirse asi:

2
o83+ B T pl(h — ) — (B + BRI = 0. (254)

Para este caso la expresion (2.42) resulta:

7
2p(B2 + B2) kn

w2 —w?
ku = oy — K2 2.56

Glz,2") = gikulz=="1 (2.55)
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Como es usual wr denota la frecuencia del modo éptico transversal en el punto I' de la zona de Brillouin.
Los parametros de parabolicidad (7, 1 caracterizan las ramas Opticas del espectro de fonones en la
vecindad del punto I', donde una buena aproximacién para la relacién de dispersiéon de ondas largas es
[2]:

o =k B f = o~ G
wy, denota la frecuencia del modo éptico longitudinal en el centro de la zona de Brillouin; k es el vector
de onda y esta restringido a la primera zona de Brillouin.

2.4.2 Problemas con N =2

Antes de analizar problemas fisicos de interés con N = 2, se muestran los resultados de una sencilla
comprobacién. La expresion (2.20) fue aplicada al modelo matemético SMM2 (2.36)-(2.37) resultando:

! _ 73 i 11 iq1|z—z"| l 1 -1 iqa|z—z|
G(z,z") = 4{(]1 < 11 > 2 +q2 1 e , (2.57)

donde ¢1 = +VQ+dy ¢ = +vVQ —d. Se puede comprobar que la expresién (2.57) es exactamente
igual a la expresién (1.63) obtenida en [9] para este modelo utilizando diferentes enfoques, entre los que
destaca el cdlculo de G(z,z’) a partir de su representacién espectral.

Modos elasticos sagitales

Considérese un medio isotrépico con coeficientes de Lamé A\ y u. Después de aplicar la transformada
de Fourier a la ecuacién de movimiento de la onda eldstica se obtiene un sistema de tres ecuaciones
diferenciales de segundo orden acopladas para las componentes uz;, uy ¥y u. del desplazamiento de un
punto arbitrario en el sélido (apéndice M). Como el medio es isotrépico el vector de onda K puede
seleccionarse en la forma K = (0, Ky) y el sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas se desacopla
en una ecuacién para la onda transversal horizontal (seccién 2.4.1) y en un sistema de dos ecuaciones
diferenciales acopladas que describe el movimiento de la onda elastica sagital cuyas amplitudes acopladas
son uy y u,. Este es el problema 7 de la tabla 2.1. Del procedimiento descrito resulta:

d?u . du,,

ﬂﬁ +iky (A + p) o + (pw? — FI{Z) u, = 0; (2.58)
$Pu, . du

FW +iry (1 + A) T; + (pw2 - /,Llﬁfl) u, = 0, (2.59)

donde I' = A+ 2 y w la frecuencia de los modos. Este sistema de ecuaciones puede ser llevado a la forma
Sturm-Liouville matricial:

d*F(2) L PY). dF(z)

L dz2 dz

donde el campo F(z) se conforma de las componentes del desplazamiento u,(z) y u.(2):

+W-.F(z) = o, (2.60)

F(z) = [ ty(2) } : (2.61)

u,(2)

y los coeficientes matriciales son:

(2.62)
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w)? I

= + — ) =K w =4/ = 2.63

qr (UL> v L P ( )
w\? 1

g = + <> — K2 vp =)= (2.64)
v p

Aqui vy, y vr denotan la velocidad de las ondas longitudinales y transversales respectivamente.

De la ecuacién secular Det [—k?B+ik¢(P+Y)+ W] = 0, se obtuvieron los eigenvalores del QEP (seccién
2.2): k1 = +qr, k2 = —qr, ks = +qr, ks = —qr.

La funcién de Green obtenida a partir de la expresién (2.23) resulta:

. R K . L qr . o
G N = —i— |G Ny elarlz=2" L 2L G N etarlz=="11 . 2.65
(Z’Z ) ZQ,DWZ |:QL L(sz ) +/<6y T(Z’Z ) ) ( )
1 ILson(z — z")

/ _ Ky .
GL(Z,Z ) = g—zsgn(z B ZI) v q%/ﬁi 5 (2'66)

1 —gon(z —2) ’
Gr(z,z") = ‘ ar 2.67
A I I 1L (267)

El cumplimiento de (2.33) puede verificarse haciendo uso de la matriz:

2 2
T(par) _ _kz '+ HqT 0 . _ _
Co (k[) < 0 _k'?,u + Fq% 3 ]fl qrL, kg qr, (268)
y de las expresiones: D'(qr) = —2q(T — p)pw? vy D' (qr) = 2q7 (T — p) pw?.

Noétese que (Tr[C]) = 0 por lo que C es indefinida y, los eigenvalores aparecen por pares del tipo (k¢; —ke).
De acuerdo con los valores de las constantes eldsticas dados en la tabla 3.10 de [41] para diferentes

cristales isotrdpicos, los coeficientes 1 y I' son positivos, lo que es necesario para obtener velocidades vy,
y vr reales. Luego de las expresiones para gr, qr., B y W tenemos que:

e Siw > vrky, vk, los eigenvalores son reales, hecho que concuerda con m(Fy) < 0y w(F;) > 0 en
(2.24)

e Siw < vrky, vrky los eigenvalores son imaginarios puros, en este caso m(F,) <0y w(F,) <0

e Si vrky < w < VLK, tenemos un eigenvalor real y otro imaginario puro, en este caso m(Fy) < 0y
w(Fy) indefinida.

EFA-2: Hamiltoniano de Dimmock

Problema 9 de la tabla 2.1. Este Hamiltoniano es aplicable al estudio de heteroestructuras construidas
con compuestos IT — VI como las sales de plomo PbS, PbSe, PbTe, etc., que tienen bordes de banda en el
punto L de la zona de Brillouin pero el Gap (banda prohibida) es indirecto. Se trata de un Hamiltoniano
que describe el acoplamiento entre dos bandas, en este caso las bandas de conduccién y de valencia:

~da. L+ E.+a/w? wkPr+3(Pri+Lp)
Hp; = . 2.69
" Pr—i(p,d 4 dp _d, d g /12 ( )
kLT 2 ( Ldz+dz L) dza'“dz+ U+a’1’/{’
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Las etiquetas c¢/v se refieren a la banda de conduccién/valencia. Las energias E. y F, corresponden a
los bordes de las bandas de conduccién y de valencia, respectivamente y ac, a,, o/, a., P y Pr son

co

parametros que describen las dos bandas en cuestion y la intensidad de su acoplamiento. De aqui que:

. Qe 0 . 71 0 —PL . o .
N T T o 270
B E.+a/K? 0 0 Pr
W = EI—< 0 EUJF%HQ)—H(PT N (2.71)

Seae,=F—E,— ac//<;2 ve,=F—-—FE, — av’mz. Sean A1 y Ao las raices de la ecuacién secular:
ey )% — (P? 4 ayee + acey) N+ (Eecp — PER?) = 0. (2.72)
Entonces los eigenvalores del QEP vendréan dados por:

VAL VA Ve Ve, (2.73)

La funcién de Green obtenida a partir de la expresién (2.23) resulta:

G(z,2") i Gi(22) giq|z—z’| Golz.2") gigz|z—=| (278
2,2 = — | Gi(2,2) ———— + Ga(z,2 ) ——| .
2(¢3 — a7) acay O 1
2 - !/
. N Ev — Ay{; Prk +isgn(z — z')Prg, Lo
G](sz ) - ’ PTm—isgn(z—z’)Pqu Ec_acq‘? I .] _1a2a (275)

los eigenvalores ¢, g2 vienen dados por las expresiones:

P2 vece ccv T P2 vece cv2_4cv cv_P22
n T1=+\/ 2t ayee + acgy — /(P? + apee + acey) e (o 2 K2) (2.76)

N 200
P2+ ayee + acey + \/(P? + avee + acey)? — 4acay (e — P2K2)
& = +Va=+ e (2.77)

El cumplimiento de (2.33) fue verificado haciendo uso de la matriz:

2
T(par)(, \ — €y — Ayq; Prk
C, " (a5) ( Pri co—au? ) (2.78)
y de las expresiones:
D /(q1) = —2q \/(Pz + ayee + acaw)Q - 40,0(1@(6061, - P:[%KQ) (2'79)
D'(q) = 2q20/(P}+avee+ace,)? —dacay(cee, — PR?) (2.80)

Noétese que (Tr[C]) = 0 por lo que C es indefinida y, los eigenvalores aparecen por pares del tipo (k¢; —ke).

2.4.3 Problemas con N =3

Modelo Fenomenolégico completo

Este es el caso del problema 12 de la tabla 2.1. Se trata de un modelo fenomenoldgico en la aproximacion
de onda larga que describe el acoplamiento entre la amplitud de vibracion @ = (ug, uy, u.)T de los modos
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épticos polares y el potencial electrostdtico ¢ en heteroestructuras semiconductoras [2]. El sistema
original de ecuaciones de movimiento del modelo conduce a cuatro ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden escalares, acopladas para las cuatro magnitudes involucradas (apéndice B). En un medio
isotrépico, por ejemplo, el vector de onda i puede seleccionarse en la forma £ = (0, k,) y el sistema se
desacopla en una ecuacién para un modo transversal horizontal wu, (seccién 2.4.1) y en un sistema de
tres ecuaciones diferenciales acopladas que describe el movimiento de un modo eldstico sagital de la rama
6ptica acoplado con el potencial electrostdtico. Entonces N = 3 y F = (u,,u., »)T. Del procedimiento
de desacople descrito, resulta:

d2u . duz .
P52+ 53) o — plB3R2 + (@ — By — pBhing T +iamp = 0. (281)
d?u du dy
2 2 2 2y,.2 2 2 2 _
pBL P pl(BL + Br)ky, + (W™ — wy)]u. — pBrik, dzy + T 0. (2.82)

€oo d? € du

ﬁdizf - ﬁni(p - ad—; —aikyu, = 0. (2.83)
Como es usual wr denota la frecuencia del modo éptico transversal en el punto I' de la zona de Brillouin.
Los parametros (1, Br caracterizan la parabolicidad de las ramas 6pticas del espectro de fonones en
la vecindad del punto I', e, es la constante dieléctrica a alta frecuencia, p es la densidad de masa
reducida. Dada la simetria cibica de los materiales que considera el modelo, el tensor & que describe el
acoplamiento entre el vector de vibracién u y el campo eléctrico toma una forma diagonal simple & = al
con a expresado en términos de €., p, wr y la constante dieléctrica estatica eg. Valores de los pardmetros
mencionados se pueden encontrar en la tabla 1.1 de [2].

Este sistema de ecuaciones (2.81)-(2.83) puede ser llevado a la forma Sturm-Liouville matricial obteniéndose
los siguientes coeficientes matriciales:

p(BL+B7) 0 0
B = 0 pB: 0 . (2.84)
0 0 =
0 —pBiir, 0
P+Y = —p ik, 0 a |. (2.85)
0 —a 0
fp[ﬂ%nz + (w? — wi)] 0 10Uy
W = 0 —pl(B + B1)sy + (W2 —wi)] 0 ~ (2.86)
—laky 0 —iﬁmi

De la ecuacién secular Det [—kZB+ike(P+Y)+ W] = 0, se obtuvieron los eigenvalores del QEP (seccién
2.2):

kl = iKy 1{32

I

I
>
=

w2 —w?
ks =\ Gheer — 1y Fa = —ks; (2.87)

kszﬁi\/4ﬂa2 —Iiz %4—(00%—0.)2) ]{6:—]65.
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La funcién de Green obtenida a partir de la expresién (2.23) resulta:

12T¢ . / i , /
G 1 G , 1 ezk1|z—z | G , I ezk,g\z—z
(2,27) el + eop( —o?) 1(2,27) +72p(w2 —2) 3(z,2")
) - /
G "y etkslz=2"1. 2.88
et T P e — 5(2,27) (2.88)
iRy« KyaSgN(z—z ") 1
p(w?—wi) p(w?—w3)
Ky SEN(z—2 ' Ky O . .
Gi(z,2') = p(w%_(w%) ) PerERmE isgn(z—2z") |; (2.89)
-1 —isgn(z —z) _Mu:jyi;w%)
ks —kysgn(z—z’) 0
K/Q
Gs(z,2') = —kysgn(z —z") W 0 |; (2.90)
0 0 0
_Kf/éac _ Ky€so sgn(z—=z") _ i2kyTa
2k5 2 k75
Gs(z,2') = —%n(z*z/) — ook —i2rasgn(z —z') | (2.91)
ﬂ%m 2rasgn(z —z”) —%

El cumplimiento de (2.33) fue verificado haciendo uso de la matriz clwaer) cuyos elementos se exponen
en el apéndice B y de las expresiones de D '(k1), D'(k2) y D’(ks) también expuestas en dicho apéndice.

Noétese que (Tr[C]) = 0 por lo que C es indefinida, y los eigenvalores aparecen por pares del tipo (k¢; —ke).

Del anélisis de los eigenvalores de B y W tenemos que:

° m(F/) <0

. . . 2 .
e w(Fy) es indefinida si w? < w3 — H;B% + ‘i’;"‘p , en caso contrario solo puede ser w(Fy) < 0,

de manera que las relaciones (2.24) no nos permiten predecir si los eigenvalores podrén ser reales o
complejos.

A partir de las expresiones para ki, k3 v ks se llega a la conclusion de que los eigenvalores formaréan:

4o’
€cop’

e Tres pares imaginarios si w® > w§ — k207 +

e Un par imaginario y dos reales si w? < wj. — r2 (8% + f7),

dra?
€oop

e Dos pares imaginarios y uno real si wj, — x2 (87 + f7) < w? < wi — k2f7 +
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Modos elasticos en cristales con diferentes simetria

Considérese para comenzar un medio eldstico ortotrépico. Después de aplicar una transformada de Fourier
a la ecuacién de movimiento de la onda elastica se obtiene un sistema de tres ecuaciones diferenciales de
segundo orden acopladas para las componentes u,, u, y u. del desplazamiento de un punto arbitrario en
el sélido (apéndice C). De dichas ecuaciones se obtienen los coeficientes matriciales:

Cs5 0 0
B = 0 Cyq4 0 (292)
0 0 C33
0 0 ’ilﬁ?z (013 —+ C55)
P+Y) = 0 0 (L (cas + ca4) (2.93)
Ry (013 =+ 655) Z'Iiy(CQ:), =+ 644) 0
pw? — 11K — 066,%12} —(c12 + Co6)Rakiy 0
W = —(612 + CﬁG)KxI{y pw2 — Cﬁﬁlﬁi — 6221132/ 0
0 0 pw? — czsk2 — 044/{3
(2.94)
Como la matriz B es regular tendremos un conjunto de 2N = 6 eigenvalores. Se puede verificar

analiticamente que el polinomio secular Det [~k?B + ik(P +Y) + W] se compone de potencias pares de
k de manera que los eigenvalores formardn pares del tipo (k¢; —k¢). Nétese que (Tr[C]) = 0 por lo que C
es indefinida.

En este punto conviene aclarar que en general, los problemas cuadraticos de eigenvalores en los que la
matriz secular (2.8) tiene un término P +Y # 0, no conducen a la formacién de pares del tipo (k¢; —ke).
Este es el caso, por ejemplo, de un cristal triclinico donde el polinomio secular contiene tanto potencias
pares como impares de k y en general no se forman los mencionados pares. Sin embargo para cristales con
simetria ortogonal si tenemos formacién de pares del tipo (k¢; —k¢). La formacién de estos pares también
se comprobd analiticamente en algunos cristales con mayor simetria donde el nimero de componentes
independientes del tensor de rigidez c,g se reduce como consecuencia de las propiedades de simetria del
cristal. Este es el caso, por ejemplo, de cristales con simetria tetragonal (4 mm), asi como en cristales
con simetria hexagonal, cibica y cristales isotropicos.

En un cristal triclinico el tensor de rigidez ¢ tiene n = 21 componentes independientes; pero en materiales
ortotrépicos n = 9, en materiales tetragonales (4 mm) n = 6, en un material transversalmente isotrépico
n = b, en materiales cibicos n = 3 y en un material isotrépico n = 2. Para los cristales con n < 9
mencionados, la ecuacién secular es una ecuacién de orden 3 en k7 en correspondencia con las ecuaciones
seculares obtenidas en [3]. El problema 14 de la tabla 2.1 agrupa los casos del medio ortotrépico, tetragonal
(4 mm), transversalmente isotrdépico, cibico e isotrépico los cuales pueden ser tratados partiendo de las
expresiones (2.92)-(2.94).

Por otra parte, en cristales como el trigonal donde el nimero de componentes independientes del tensor
de rigidez cog puede ser n = 6, se comprobé analiticamente que el polinomio secular contiene tanto
potencias pares como impares de k, por lo que en general no se formaran los pares del tipo (kg; —k¢). En
cambio, el anélisis para el caso de un cristal monoclinico donde n = 13 conduce a un polinomio secular
compuesto solo por potencias pares de k y por tanto a la formacién de los pares (kg; —kg).

Los datos antes expuestos indican una relacién estrecha entre la simetria del cristal y la formacién de los
pares (kg; —k¢), mas alld de la simple reduccién del nimero de componentes independientes del tensor de
rigidez.
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Modos Piezoeléctricos. Cristales con diferentes simetria

Considérese para comenzar un material piezoeléctrico ortotrépico 2 mm. Después de aplicar una transfor-
mada de Fourier a la ecuacién de movimiento de la onda piezoeléctrica, se obtiene un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas para las componentes uz, uy, y u. del desplaza-
miento de un punto arbitrario en el sélido y el potencial eléctrico ¢ (apéndice D). De dichas ecuaciones
se obtienen los coeficientes matriciales:

Cs5 0 0 0
0 cyg O 0
B = 2.
0 0 C33 €33 ( 95)
0 0 e33 —e33
0 O ilﬁ:z(Clg —+ C55) ’iliz(€15 + 631)
0 0 iky(Coz + caq)  ihy(e24 + €32)
P+Y = . . Y Y . 2.96
1Ky (013 + 055) 1Ry (023 + C44> 0 0 ( )
ikg(e1s +e31)  iky(eas + €32) 0 0
(po.z2 — k2 — 066#;5) —(c12 + c66)Kakiy 0 0
W - —(ce6 + C12)Kaky (pw® — coeka — cazky) 0 0
0 0 (pu.)2 — Cs5K2 — 044/£§) 7(615/4333 + 624I€Z)
0 0 —(615:‘%20 + 624f<é@2,) (611f<¢3; + 622'-63)
(2.97)
Aqui cop; @, = 1,...,6 son las componentes del tensor de rigidez, e;o; ¢ = 1,2,3, o = 1,...,6 las

componentes del tensor piezoeléctrico y €;x; j,k = 1,2, 3 las del tensor dieléctrico.

En las figuras 3.10 y 3.15 de [47] se pueden encontrar valores de los coeficientes piezoeléctricos, dieléctricos
y elasticos para materiales con diferentes simetrias. Considerando los valores que toman los coeficientes
que intervienen en la matriz B para un conjunto amplio de materiales piezoeléctricos se determiné que esta
es regular y por tanto se tendrd un conjunto de 2N = 8 eigenvalores. Se puede verificar analiticamente
que el polinomio secular Det [~k%B + ik(P + Y) + W] se compone de potencias pares de k de manera
que los eigenvalores formardn pares del tipo (k¢; —k¢). Nétese que (Tr[C]) = 0 por lo que C es indefinida.

Al igual que en el medio eldstico, en el piezoeléctrico la formacién de pares del tipo (kg; —k¢) también
esta asociada a la simetria del cristal. En un cristal triclinico el polinomio secular correspondiente al
problema piezoeléctrico contiene tanto potencias pares como impares de k y en general no se forman los
mencionados pares. Sin embargo como ya mencionamos, en cristales con simetria ortogonal si tenemos
formacién de pares del tipo (k¢; —k¢), hecho que fue comprobado también en algunos cristales con mayor
simetria, por ejemplo los tetragonales (4 mm), transversalmente isotrépico (6 mm), as{ como en cristales
con simetria ctbica y cristales isotrépicos donde el nimero de componentes cqg, €io ¥ €5 independientes
se reduce como consecuencia de las propiedades de simetria del cristal.

En un cristal triclinico los tensores de rigidez, piezoeléctrico y dieléctrico tienen, respectivamente, 21, 18
y 6 componentes independientes; en materiales ortotrépicos (2 mm) 9, 5 y 3; en materiales tetragonales
(4 mm) 6, 3 y 2; en un material transversalmente isotrépico (6 mm) 5, 3 y 2 y menos componentes
independientes en materiales ciibicos e isotrépicos.

Sin embargo, en cristales como el trigonal donde el nimero de componentes independientes es 6, 2 y 2,
se comprobo analiticamente que el polinomio secular contiene tanto potencias pares como impares de k,
por lo que en general no se formardan los pares del tipo (k¢; —k¢). En cambio, el andlisis para el caso
de un cristal monoclinico (los nimeros son 13, 10 y 4 respectivamente) conduce a un polinomio secular
compuesto solo por potencias pares de k y por tanto a la formacién de los pares (kg; —kg).
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Al igual que en el medio elastico, los datos expuestos indican una relacién estrecha entre la simetria del
cristal y la formacién de los pares (kg; —k¢) para el sistema piezoeléctrico.

Como ejemplo tenemos el problema 13 de la tabla 2.1. Se trata de una vibracién sagital acoplada a un
potencial electrostatico. Consideremos un material transversalmente isotrépico (6 mm) cuyo eje principal
de simetria estd orientado en la direccion z, entonces en el plano xy el material es isotrépico y el vector
de onda & puede seleccionarse en la forma &£ = (0, k,). De esta forma el sistema de cuatro ecuaciones
diferenciales acopladas (apéndice D) del que derivan los coeficientes matriciales (2.95)-(2.97) se desacopla
en una ecuacién para la componente u,(z) y en un sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas
para F(z) = [uy(2),u-(z), #(z)]”. Como resultado los coeficientes matriciales de la ESLM resultan:

Cq4 0 0
B = 0 ¢33 e3s3 (298)
0 e33 —e33
0 ’ilﬁly(Clg —+ C44) ’L'liy(€15 —+ 631)
PrY = | iry(ers+cu) 0 0 (2.99)
’L'I’iy<€15 + 631) 0 0

(pw? — c11K5) 0 0

W = 0 (pw® — caars) —eisky | . (2.100)
0 *615/-’6:12! 611/{5

Se tuvo en cuenta que para el material transversalmente isotrépico (6mm): ca3 = ¢13, Cag = €11, C55 = C44,
€24 = €15, €32 = €31.

Tanto en el caso del medio elastico como en el medio piezoeléctrico, ambos con N = 3, las expresiones
analiticas de los eigenvalores pueden resultar engorrosas dificultando de igual forma la expresién de la
funcién de Green. En estos casos, la obtencién de G(z,z’) y su validacién pueden realizarse siguiendo
el procedimiento que se describe en la siguiente seccién en la cual se tratan los modos magneto-electro-
elasticos (N = 5).

2.4.4 Problemas con N =5
Modos magneto-electro-elasticos

El analisis que sigue corresponde el problema 16 de la tabla 2.1. Para estudiar modos magneto-electro-
eldsticos partimos del sistema de ecuaciones diferenciales obtenido en [44] para un material homogéneo
con simetria 6 mm que exhibe propiedades magneto-electro-elasticas y donde la magnetizacién y la
polarizacién estédn dirigidas en la direccion del eje z de acuerdo con el sistema de coordenadas utilizado
en dicha referencia. La figura 2.1 es una copia del esquema de la heteroestructura analizada en [44]
en la que hemos indicado, adicionalmente, la orientacién de nuestro sistema de ejes coordenados. El
sistema consta de cinco ecuaciones diferenciales parciales acopladas (Eqs. 8-12 de [44]) cuyas incégnitas
son las tres componentes eldsticas del desplazamiento: (ug, uy, ), la funcién potencial eléctrico (¢) y
la funcién potencial magnético (). No obstante, el trabajo presentado en [44] estd enfocado al estudio
de modos horizontales transversales (SH) con lo cual el sistema original de ecuaciones de movimiento se
reduce a tres ecuaciones diferenciales acopladas para las componentes u,, p y 1.

Para el andlisis que haremos se tendran en cuenta las cinco ecuaciones diferenciales parciales acopladas
del sistema original. En nuestro sistema de ejes coordenados (figura 2.1) el eje principal de simetria
del material que compone las capas queda orientado en la direccién del eje x (direccién horizontal) de
manera que en el plano xy debemos trabajar con ambas componentes del vector de onda & = (kg, ky).
En el apéndice E se muestran las ecuaciones de movimiento (Egs. 8-12 de [44]) Fourier transformas y
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Figura 2.1: Esquema de una heteroestructura compuesta por tres materiales Magneto-electro-elasticos
dibujado en [44] para el estudio de modos Magneto-electro-eldsticos. En el extremo superior derecho
hemos indicado, adicionalmente, la orientacion de nuestro sistema de ejes coordenados.

adaptadas a nuestro sistema de coordenadas. Llevadas a la forma Sturm-Liouville matricial en un medio
homogéneo (2.5) con F(2) = [uy, us, uz, @, ¥]7 se tendrdn los siguientes coeficientes matriciales:

Ce6
0 11 0 0 0
B = O 0 Cq4 €15 f15 ; (2101)
0 0 es —e1 —gn
0 0 fis —gu1 —pn
0 (c12 + co6)iky 0 0 0
(c12 + ce6)iky 0 (c13 + caa)iks  (es1+ e1s)iks  (fs1 + fi5)ika
P+Y = 0 (013 + C44)’il€x 0 0 0 ;
0 (e31 + e15)ika 0 0 0
0 (fs1 + f15)ika 0 0 0
(2.102)
(pw? — C11fi§ — caak?) 0 —(c13 + Ca4)Kaky —(e31 + e15)kzky Wis
0 (pw? — CGGK/Z — CaaK2) 0 0 0
W = —(c13 + ca4)Kaky 0 (pw? — caary — casks)  —(ersky + essrs) Was |
—(es1 + e15)kakiy 0 —(615f<é§ + 633:‘%20) (611f€§ + 633"63) Wys
—(fs1 + fi5)Kaky 0 _(f15"§72; + fazk2) (91155 +g33k2)  Wss
(2.103)
Wis = —(fs1+ fi5)kehy;
Wss = —(fisk, + fask2);
Wi = (gu1k, + gsskl);
Wiy = (,uuffz + Mggﬁi). (2.104)
Los pardmetros cpq, €, [ij, €iqs fig ¥ Gij (p,q = 1,...,654,7 = 1,2,3) son los coeficientes eldstico,

dieléctrico, permeabilidad magnética, piezoeléctrico, piezomagnético y magnetoeléctrico respectivamente,

p es la densidad del material.

A partir de las expresiones (2.101)-(2.103) se comprobé que el determinante de la matriz secular solo
contiene potencias pares del eigenvalor k, lo que indica que estos forman pares del tipo (kg; —k¢). Pero
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en este caso N = 5 no fue posible obtener expresiones analiticas de dichos eigenvalores. Analicemos
entonces el compuesto magneto-electro-elastico BaTiOg/CoFesO4 cuyas propiedades fisicas ¢,q, €5, Hij,
€iq> fiq ¥ gi; efectivas han sido calculadas mediante modelos tedricos de homogenizacién en términos de
la fraccién molar de BaTiOg [48, 49]. Los resultados que mostraremos estardn dados para un compuesto
cuya fraccién molar de BaTiOg es 0.3. El apéndice F contiene valores efectivos de las propiedades fisicas
que caracterizan al material BaTiO3/CoFeaO4 para la fraccién molar indicada.

En este caso la matriz B es regular (Det [B] # 0) por tanto se tendrdn 10 eigenvalores que forman
pares del tipo (kg; —kg). Las expresiones analiticas de los elementos matriciales de CI'(sgn(z — z /) - k)
en (2.23) son muy extensas, sin embargo podemos expresarlas en forma simplificada indicando donde
aparecen potencias pares e impares de ky. Por ejemplo: podemos utilizar (k‘?)ij para indicar que el
elemento matricial ij solo contiene potencias pares de kg o (sgn(z — z’) - k¢);; para indicar que solo
contienen potencias impares de sgn(z — z”’) - k¢; ke € Ky; 4,7 = 1,2,3,4,5. Debe tenerse en cuenta que
cada elemento matricial 7j es un polinomio diferente en potencias de k¢, y que depende también de ky,ky
v w.

Para este problema N =5 se tiene que:

(k7)1 (sgn(z — z") - ke)i2 (k7 )13 (k7 )14 (k7)15
(sgn(z — 2') - ke)21 (k)22 (sgn(z —2') - ke)as  (sgn(z —2') - ke)2a  (sgn(z —2') - ke)2s
(k7)s1 (sgn(z — 2 ") - ke)a2 (k7)ss (k7 )3a (k7)3s
(kf)a1 (sgn(z — 2 ') - ke)az (k7)as (k7 )as (k?)as
(k)51 (sgn(z —z') - ke)s2 (k?)s3 (k?)s4 (k)55

(2.105)

Como se indicé en la seccién 2.3.2 el denominador D ’(kg) en (2.23) contiene solo potencias impares de
k¢ € K4. En este caso expresamos D /(ky) = f(Ky, Ky, w, k).

La matriz B~! se muestra en el apéndice F. Conocida B! el cumplimiento de (2.31) se verificé para
valores arbitrarios de £, £, y w. Para dichas evaluaciones la forma hermitica m(F,) resulté indefinida
dado que la matriz m = —B presenté eigenvalores positivos y negativos. Esto estuvo en correspondencia
con la aparicién de eigenvalores ky que formaron combinaciones de pares reales y complejos.

Noétese que (Tr[C]) = 0 por lo que C es indefinida, y los eigenvalores aparecen por pares del tipo (k¢; —ke).

2.4.5 Aproximacién de la funcién envolvente (EFA)-N

Uno de los modelos més simples y versatiles utilizados para la determinacién de eigenestados en hetero-
estructuras es el modelo de aproximacién de la funcién envolvente (EFA). El modelo bésicamente se
restringe a la vecindad de los puntos de alta simetria de la Zona de Brillouin I'; X y L. En lo que
sigue se considerard una heteroestructura compuesta de dos materiales semiconductores A y B cuyas
redes cristalinas acoplan perfectamente y que cristalizan con la misma estructura cristalografica (en la
mayoria de los casos estructura zinblenda o blenda de zinc). La aproximacién de acople cristalino perfecto
se justifica relativamente bien en GaAs-Ga(Al)As y Gag 47Ing 53As — InP, donde el desacople cristalino
relativo da/a = (ap — aa)/aa entre los materiales A y B se encuentra entre 0 y 0.1% porciento [1]. El
pardmetro ag/a4 es la constante de red del material B/A.

El modelo considera que la interface entre los dos semiconductores es ideal y la representa mediante la
variacion continua de un borde de banda dependiente de la posicién, como se indica en la figura 2.2. Las
justificaciones y otros detalles del modelo se pueden encontrar en [1]. Aqui solo se indicaran los aspectos
esenciales que permitirdn obtener los coeficientes matriciales B(z), P(2), Y(z) y W(z2).

Se parte de dos suposiciones claves:
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Ec(2)

7 z

Figura 2.2: Representacién unidimensional de una heterounién formada por dos semiconductores A y B
perfectamente acoplados en términos de un borde de banda de conduccién dependiente de la posicion.

e En cada capa la funcién de onda se expande en términos de las partes periédicas u;k, de las
funciones de Bloch correspondientes a los bordes de bandas considerados:

A A
Z AV @) ), (2.106)
si r corresponde a una capa Ay,

vy = Y P mul () (2.107)

l

si r corresponde a una capa B. En las ecuaciones (2.106) y (2.107), k¢ es el punto en la Zona de
Brillouin (ZB) alrededor del cual se construyen los estados de la heteroestructura. La suma en [
abarca tantos bordes de bandas como sean considerados en el andlisis.

e Las partes peridédicas de las funciones de Bloch se asume que seran iguales en cada tipo de capa
que compone la heteroestructura:

A B
uf () = ulh (o). (2.108)
Por ello la funcién de onda de esta heteroestructura se podra escribir como:

Z FAP) (0 g, (r) (2.109)

y el objetivo sera determinar fl(A’B) (r); I es el indice de la banda.

Las implicaciones de estas suposiciones se detallan en [1]. Sea el plano z = zy la interface que separa las
capas A y B. Como las u;k, son linealmente independientes y como #(r) tendrd que ser continua en
z = zg, resulta que:

20 = £, 2) (2.110)

donde r, es el vector de posicién en el plano (z,y). Como se asume que la constante de la red es la
misma, al menos en todo el plano de la capa, la heteroestructura pasa a ser invariante ante traslaciones
en el plano de la capa. Por eso las f; s pueden factorizarse de la forma siguiente:

1 .

f My, 2 = 7 elikirs) () (2.111)
1 .

fl(B)(I‘J_,Z) — e(ZkJ_'PJ_)Xl(B)<Z) (2.112)

VS
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o en forma breve:

1 ik -r s
fl(A7B)(rl, z) = ﬁ elikiry) Xl(A B)(Z) (2.113)

donde S es el drea de la muestra y k; = (ks, k) es un vector de onda bidimensional el cual es el mismo en
las capas A y B con el fin de cumplir con la invariancia traslacional en el plano paralelo a las intercaras.

Con El(]i ) y El(fo ) se denotan las energias del borde de la banda [ en alguno de los puntos de alta simetria

de la ZB para el material A y B respectivamente. Se asume, ademas, que para todo [, XI(A’B)(Z) varia

muy lentamente a escala de la celda unidad de la capa.

Del Método E-ﬁsabemos que para vectores de Bloch k en un entorno del punto kg, o sea k =~ kg podemos
escribir:

Hk) = H(ko)+W; (2.114)
2 21.2
. p ho . R2K3
H(k = —+ —ko- ; 2.11
(ko) 9mg + — o-P+ 9o + V(r); ( 5)
W k) bt L g2 (2.116)
a mo 0 p 2m0 0/ '
Tenemos que:
H(ko)urie, (r) = (E{QYA +E§1§)YB) Ui (1), (2.117)

donde Yy, Y son funciones escalonadas , Y4(Yp) vale uno si r corresponde a una capa A (B). Permitiendo
que H(k) actie sobre 1 (r) dada por (2.109) y (2.113) y siguiendo el mismo procedimiento que en el
apéndice B del capitulo II de [1] se llega a que las funciones XZ(A’B)(z) deben satisfascer el conjunto de

ecuaciones de eigenvalores:

Qko (z,—i(,i)x = Ek)x, (2.118)

en una vecindad del borde kg. En esta ecuacion x es un vector columna N dimensional cuyas componentes
son las funciones XZ(A’B) (2) y Q¥° una matriz de orden N x N, donde N es el niimero de bordes de bandas
considerados en las ecuaciones (2.106) y (2.107). Los elementos matriciales Q];fl(z, fi%) vienen dados

por:

Q% (5-igr ) = [BRva + BV + TR ) - e (;; +B)om+ 19
o lcs =~ Kas) - (mipall) = o (gl (57 + ko).
donde:
lol) = [t (0D s () (2120)
:

siendo €2 la celda unitaria de la capa correspondiente.

Mientras mayor sea N en la ecuacién (2.118) mds exacto serd el resultado. En la préctica se suele
restringir [ a 8, es decir a estados de la heteroestructura adjuntos a las bandas I'g, I'; y I's del material
en estudio. En la medida que otras bandas estdn mas alejadas de los bordes de las bandas I'g, I'7 y I's, su
efecto sobre las funciones envolventes relacionadas puede ser menospreciado o tenido en cuenta a través
de la introduccién de masas efectivas, ver capitulo II de [1]. Para simplificar el andlisis consideraremos
las expresiones (2.118) y (2.119).
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Matriz B
Esta matrix solo tendra elementos no nulos en su diagonal dados por — 2’:; = Es decir es simétrica y real
y por tanto también es hermitica.
Matriz P+Y
Sus AelementosAno diagonales vienen dados por (P +7Y),, = —i%(m\ﬁzm. Como veremos se cumple que
(m|p.|l) = {|p-|m)* y por tanto (P + YY), = —(P +Y)im.
Demostracion
Como sabemos
R 1 . .
lpal) = 5o [ O @) dr (2121)
0 JQ

Si ademés tomamos en cuenta que p, es formalmente hermitico, por definicién, tendremos que:

~ 1 * A 1 A%k
(mlp.|l) = — Uy 1o ()P k(1) Pr=— Ul ko (r)pzum’k0 (r) d’r, (2.122)
Qo Ja, Qo Ja,
y por otra parte
A * 1 Ak ok
({|p.m)* = @ UL ko (r)pzum7k0 (r) d’r (2.123)
0 Ja,
Entonces queda demostrado que (m|p,|l) = ({|p,|m)* y por tanto (P +Y)* , = —(P 4+ Y).

En cuanto a los términos diagonales de (P +Y), es decir m = [ tendriamos que:
N 1 . . .
Wl = o | i (e (1) d = (). (2124
Qo Ja,

Es decir hablamos del valor medio de p, en el punto kg de la banda I. Pero p, (ko) = %agik(zk) ko, donde

e1(k) es la relacién de dispersiéon de la banda . Como se sabe, si ko es un extremo, esta derivada de
primer orden se anula, es decir, p, es nulo y por ende también (p.) y los elementos diagonales de (P +Y).

Las caracteristicas analizadas indican que la matriz (P +7Y) es antihermitica. Nétese que (Tr[C]) =0
por lo que C es indefinida, es decir se cumple la condicién necesaria para que los eigenvalores formen
pares del tipo (kg; —ky).

Matriz W

Los elementos diagonales de esta matriz vienen dados solo por los términos:
2 2
El(li)YA+El(li)YB—El(kA’B)+ P (k3 — kG, ) — 5o kg Los elementos ;2= (k1 —ko1)- (I[P |l) son nulos de

2mo " 2myg
acuerdo con el razonamiento anterior. Entonces W tendra elementos diagonales reales. Por su parte los
no diagonales tienen la forma: mio(kj_ —ko1)-(m|pL|l)— %k02<m|ﬁz\l>. Basdndonos en la demostracién
anterior podemos decir que para estos se cumple que W;; = W;. Estas caracteristicas nos indican que

la matriz W es hermitica.

La funcién de Green para este modelo viene dada por la expresién (2.23).

2.4.6 Pseudopotenciales locales-N

El método empirico de pseudopotenciales locales es conocido por su sorprendente exactitud para calcular
estructuras de bandas en materiales considerados masivos. La ventaja de este enfoque microscépico
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respecto a la aproximacién de la funcién envolvente (EFA) es su capacidad para tratar con cualquier
nivel de energia de la heteroestructura, es decir tanto niveles cercanos como alejados del borde I'. El
modelo EFA bésicamente se restringe a la vecindad de los puntos de alta simetria de la zona de Brillouin
(T, X,L).

La principal virtud del método de pseudopotenciales es que solo los electrones de valencia necesitan
ser considerados. Cuando muchos materiales semiconductores forman cristales, sus electrones pueden
ser divididos en electrones internos y electrones de valencia. Los primeros completan los orbitales mas
cercanos al nucleo (regién interna) y apantallan el potencial creado por la carga total del niicleo. Como
resultado puede considerarse que los electrones de valencia estan sometidos a un potencial efectivo débil,
o pseudopotencial. La fundamentacién y la formulacién matematica de dichos pseudopotenciales puede
estudiarse en [50, 51]. Comentando brevemente: Se comienza expresando la funcién de onda real de los
electrones de valencia 1 como la suma de una funcién suave ¢ y una suma sobre los estados ocupados
por los electrones internos ¢¢: ¢ = ¢ + >, by¢p;. Luego imponiendo que ) sea ortogonal a los estados ¢,
se tendréd que la ecuacién:

2m

2
Hip = (p + VC> ¥ = E, (2.125)

donde V, es el potencial atractivo del ntcleo, conduce a una nueva ecuacién:
(H+Vg) ¢ = Ed, (2.126)

donde el término Vi actua como un potencial repulsivo de corto alcance cuyo efecto es mantener los
electrones de valencia fuera de la regién interna. La ecuacién (2.126) es la nueva ecuacién a resolver
para la pseudofuncién de onda ¢. Expresando el Hamiltoniano como la suma de la energia cinética y el
potencial atractivo del ntcleo, entonces (2.126) resulta:

2m 2m

(p2+VC+VR)¢>= (pz+V> ¢ = E¢, (2.127)

donde V es el pseudopotencial.

La ecuacién (2.127) puede resolverse utilizando el método del electrén cuasi libre. Teniendo en cuenta la
periodicidad de la red, tanto ¢ como V admiten los siguientes desarrollos de Fourier:

op(F) = chei(ﬁ+§)'?; (2.128)
7

V() = ) VzedT, (2.129)
i

donde ¢ son vectores de la red reciproca y k el vector de onda de la onda plana. Si existe solo un
atomo por celda primitiva los coeficientes V5 son conocidos como factores de forma pseudopotencial.
Cuando hay diferentes 4tomos en la celda primitiva, es conveniente definir para cada dtomo un factor de
forma pseudopotencial y un factor de estructura Sy el cual solamente depende de la posicién de un tipo
particular de dtomo en la celda primitiva [51]. Por ejemplo, si se tienen dos tipos de dtomos « 'y 3 en el
cristal, entonces:

V(r) = Z (Vg‘asﬁa + Vl_fﬁsﬁﬁ) e (2.130)

7

La razén principal por la que los pseudopotenciales son tan tutiles es porque una pequeno nimero de
estos factores de forma es suficiente para calcular una estructura de bandas. En semiconductores con
estructura de bandas, tales como Si y Ge, tres factores de forma son suficientes [51]. Los factores de
forma pseudopotencial pueden ser determinados empiricamente [51, 52]. Sustituyendo (2.128) y (2.129) en
(2.127) se obtiene una ecuacién matricial secular que puede tener orden N x N y se resuelve numéricamente
por diagonalizacién. Los eigenvalores de la matriz son los posibles valores de energia E(E)
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El método de pseudopotenciales también ha sido aplicado a una variedad de heteroestructuras como
superredes de GaAs-GaAlAs [53, 54] con el fin de determinar la estructura de bandas correspondiente.
La esencia de este procedimiento es considerar un Hamiltoniano Hy apropiado para un cristal de GaAs
infinito cuyas eigenfunciones y eigenvalores son qu Ty En, i respectivamente (n es el indice de la banda y

k el vector de onda). Entonces la funcién de onda de la superred ¢ se expande en términos del conjunto
completo (bn) - El Hamiltoniano de la superred es H = Ho+ V', donde V es la diferencia entre el potencial
de los atomos en las capas de GaAlAs y aquellas de GaAs. La ecuacién de Schrédinger a resolver es:
(Hh—E+ V)Y =0.

Sin embargo nuestro interés es aplicar los pseudopotenciales para obtener una forma Sturm-Liouville
matricial de la ecuacién de Schrodinger de la heteroestructura a partir de la cual obtener una expresién
para la funcién de Green. Ello implica que se presuponen conocidas las energias E. La forma Sturm-
Liouville matricial que buscamos se obtiene mediante el procedimiento descrito en [9] con el cual el vector
3D g es expresado mediante su proyeccién 2D denotada como v: § = [y, A(7)]. Con el mismo v pueden
tenerse diferentes vectores § correspondientes a diferentes valores A(y). Proyectando (2.129) se tiene que:

V(p,z) = Vy(z) e (2.131)

Consecuentemente la forma de 1) es:

W 2) = vy (2) @FED7. (2.132)

El Hamiltoniano se convierte entonces en la matriz diferencial de elementos:
K2 9 d?
H’Yf)//(z) = %(K/ — @)57’7/ —|— VV*’Y’ (Z) (2133)

La funcién de onda entonces se convierte en el vector 1z(z) de componentes ¥z, (2) que satisface el
sistema diferencial:

> [BSy = Hyyl Wiy (2) = 0, (2.134)
,y/
o lo que es igual:
h2 d? K22
> [dezﬁw (B = 5 )0y = Vg (2) | Yrey (2) = 0. (2.135)

Claramente estamos en presencia de un caso P +Y = 0, de manera que los eigenvalores aparecen por
pares del tipo (kg; —k¢). Los elementos de la matriz B vienen dados por %6%7/ de manera que B es
simétrica. Los elementos W, ,» = (E — %)5%7/ — Vy—+4/(2) y la matriz W serd hermitica si tenemos
en cuenta que los elementos V,,_./(z) deben permitir que la matriz H, /(z) (2.133) sea hermitica para

que las energias F sean reales.

A este problema le aplica la expresién (2.20) para determinar G(z,z’).

2.5 Funcién G(z,z’) en un medio con pérdidas

2.5.1 Modos electromagnéticos en un medio isotrépico conductor

Considérese la propagaciéon de una onda electromagnética en un sistema isotrépico lineal multicapas
compuesto de materiales conductores. A modo de ejemplo, trataremos el problema abordado en la
seccién 5.3.3. Las ecuaciones para las componentes transversales del campo eléctrico By = E, y By = E),
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vienen dadas por las ecuaciones (5.141) y (5.142) respectivamente. Ambas ecuaciones pueden ser tratadas
como dos ESLM independientes (con N=1), y son utiles para obtener una funcién de Green en el caso de
un medio conductor donde se consideran las pérdidas 6hmicas. Utilicemos la ecuacion para Fjy:

d% [M(lz) db;llz(z)} + By (z) [w2 (6(2) +iafj)> B ui)} o, (2.136)

donde € es la permitividad del medio, ;1 la permeabilidad magnética, o la conductividad eléctrica y k = K,
y depende del dangulo de incidencia de la onda respecto al eje z. Este es un caso P =Y = 0 donde:

1
B - b:@ (2.137)

2
W = w=uw? (e p +i0(z)> . (2.138
(2) +i— ) )
Noétese que en este caso no se cumplen todas las condiciones que garantizan la hermiticidad formal del
operador L (Bf = B, Wi = W and Y = —P') debido a que w # w* y por tanto W1 #£ W.

Considerando el medio homogéneo, la ecuacién (2.136) tiene eigenvalores: k; = k 'y ko = —k:
e
k+\/w2,u, (e+z—) K2, (2.139)
w
La funcién de Green vendrd dada por la expresién (2.42):
7 ) /
Gloz') = ——t eikl==2'l 2.140
(52) = —5 (2.140)

donde b =1/p.

2.5.2 Modos elasticos en un medio viscoso. Cristal isotrépico

En un sélido donde se consideran las pérdidas por viscosidad, la ecuacién de la onda eldstica viene dada
por la ecuacién [41]:

8%u; 0% N DBy
= C; i _— . _—
o UM Sy 0w M Oz 00,0t

(2.141)

Nétese que es la ecuacién (M.1) del apéndice M pero con un término adicional que considera las pérdidas
y en el cual 7 es el tensor de viscosidad. Ambos tensores (7 ¥ Cijki) presentan igual ndmero de
componentes independientes debido a que para ambos aplican las mismas restricciones derivadas de la
simetria del cristal.

Como se indicé en la seccién 2.4.2 (Modos eldsticos sagitales) para el medio isotrépico el vector de onda &
puede seleccionarse en la forma & = (0, k) y el sistema original de tres ecuaciones diferenciales acopladas
se desacopla en una ecuacién para la onda transversal horizontal (seccién 2.4.1) y en un sistema de dos
ecuaciones diferenciales acopladas que describe el movimiento de la onda eléastica sagital cuyas amplitudes
acopladas son u, y u,. Debido a que al tensor 7;;1; le aplican las mismas restricciones por simetria que
al tensor c¢;;1; los célculos indican que para el medio viscoso podemos utilizar las mismas expresiones del
medio no viscoso con solo sustituir los elmentos c¢;;; por los elementos c;jx + iwn;jr. Partiendo de las
expresiones dadas en (2.62) tendremos que:

B [ At iwies 0 , P_i 0 Ky (e + iwnes) Y
0 '+ iw7711 ’ Ry (>\ + iwﬂu) 0 ’

Y:i( 0 Ky (A + iwnio) > W — < (T + iwm1) ¢3 0 )
Ky (1 + iwnee) 0 ’ 0 (p+ iwnes) @5 )7
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2 )
/T
g = + (UJ) _Hg; v = 7—’— anll; (2143)
vy, 14
w2 + tw
+ <> — k2 wp = EEEASS (2.144)
vr p

Notese que ya no se cumplen las condiciones que garantizan la hermiticidad formal del operador L
(Bf = B, Wi = W and Y = —P") . Sin embargo los eigenvalores forman pares del tipo (kg, —k):
k1 = +qr, k2 = —qu, ks = +qr, ks = —qr, lo que implica que la expresién (2.23) es aplicable en este
caso. Por tanto la funcién de Green para los modos elasticos sagitales en un medio viscoso vendra dada
por las expresiones (2.65)-(2.67) solo hay que tener en cuenta que ahora gz, y ¢r vienen dados por (2.143)
y (2.144) respectivamente.

donde

qr

La validez de G(z, z ') fue verificada analiticamente en el problema de los modos eldsticos sagitales (seccién
2.4.2) por tanto en presencia de viscosidad la verificacién es inmediata.



Capitulo 3

Matrices de transferencia y sus
relaciones

Esta seccion se centra en aquellas matrices que consideramos bésicas para el estudio de diversas ex-
citaciones elementales en heteroestructuras, asi como en las relaciones entre ellas. Las correspondientes
definiciones serdn planteadas haciendo uso de la nomenclatura adoptada en [8]. Las relaciones entre
matrices serd la herramienta por medio de la cual se explicard porqué algunas variantes del método de
la matriz de transferencia evaden la inestabilidad numérica conocida como problema €2 — d. Debido a
que los andlisis de la estabilidad numérica se realizaran en el marco general de la ecuaciéon maestra, las
variantes que resulten numéricamente estables lo seran también para cualquier problema cuya ecuacién
de movimiento sea un caso particular de dicha ecuacion.

3.1 Definiciones y propiedades basicas

En las definiciones de las matrices introducimos el simbolo « para representar un dominio de la hetero-
estructura. Para el sistema representado en la figura 1.1, o puede ser cualquiera de los m dominios la
heteroestructura, con m =1, ..., u, e incluso los dominios externos L, R. Para cualquier dominio «, finito
o infinito, se considerard el medio extendido « en el sentido descrito en la seccién 2.1. Es decir, el medio
extendido o es un medio infinito que consiste en el dominio «, con exactamente el mismo material que
lo constituye, y que mas alla del limite o de los limites del dominio o puede ser definido arbitrariamente
segin convenga.

Sea F(« : z) una solucién del sistema diferencial que describe el medio extendido . Con (« : z) se denota
cualquier punto z en el mencionado medio extendido.

3.1.1 Matriz de transferencia completa (M)

La matriz de transferencia completa, denotada como M(« : z,zq) (Full transfer matriz, en inglés),
transfiere la amplitud F y su derivada F’ de 2 a z:

(3.1)

Debido a que F es un vector de NV componentes, la matriz M tiene orden 2N x 2N. Por la misma razén
el resto de las matrices que se definirdn también tienen orden 2NN x 2N. Aplicando el procedimiento

52
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algebraico y analitico del apéndice G se obtiene que:

M(z,20) = N(z)-N(z) ", (3.2)
NG = I RG) RG)  F) | (33)

Obviamente si z = z; se tiene que:
M(z, z) = Ion. (3.4)

Se ha denotado con Isy la matriz identidad de orden 2N x 2N. Por otra parte, las ecuaciones (3.1)
y (3.2) prueban una propiedad importante: La ecuacién (3.2) conduce a una tnica matriz M(z, zg)
independientemente de la base de soluciones LI seleccionada.

Si 29 < 21 < 22 y ambas F(z) y F/(z) son continuas en z1, entonces M cumple la regla de la cadena:
M(Zg, Zo) = 1\/[(227 2’1) . M(Zl, Zo). (35)

Sin embargo, con frecuencia F’'(z) no es continua y en dicho caso se introduce una matriz de acople que
compensa la discontinuidad de F'(z) [8].

3.1.2 Matriz de transferencia asociada (T)

La matriz de transferencia asociada denotada como T(« : z, zg9) o simplemente T transfiere la amplitud
F y la forma diferencial lineal A, definida en (1.2) de la coordenada zy a la coordenada z. Es decir:

Fla:z) | _ ) | Fla:20) |,
Ala:2)| = T(x: 2,20) Ala:z) | (3.6)
Ala:2) = B(a:2) -F(a:2)+P(a:z) -Fla:z2).

En adelante, el argumento zonal o podré suprimirse convenientemente para simplificar las expresiones.
Considerando el procedimiento algebraico y analitico descrito en el apéndice G la matriz T(« : z, zo)
puede expresarse en la forma:

T(z,20) = Q(z)-Q(20) ", (3.7)

donde la matriz auxiliar Q(z) se compone de una base de soluciones LI de la ESLM y de las formas
diferenciales lineales correspondientes:

Fl(z) FQ(Z) FQN(Z)
Z) = 3.8
Q=) Ai(2) As(2) ... Asx(z) (38)
Si el medio es homogéneo la base de soluciones LI suele componerse de las eigenfunciones Fy(z) del QEP
(secci6n 2.2). Consideremos que el medio extendido o es homogéneo y llamemos d al espesor dado por
d = z — zy. Entonces teniendo en cuenta la expresion Fy(z) = Foy explikez] ({ = 1,2,--- ,2N) para las
eigenfunciones, la expresién (3.7) puede reescribirse en la forma (apéndice H):

—1
Te.z0) = T(a@) = | 00 Joe || (@) O] R e |

Aoy Aoeny On Ty, (d) Agny Agen
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donde Agn), Ageny, Fovy ¥ Foen) son particiones de orden N x N. Las particiones Il (d) y
I1}, (d) son matrices diagonales de orden N x N cuyos elementos son exponenciales de argumento ik, d;
{=1,2,--- N para la primeray £ = N + 1, N +2,--- 2N para la segunda, ver apéndice H. Con Oy
denotamos la matriz nula de orden N x N.

Obviamente si z = z se tiene que:

T(Z,Z) = I2N (310)

La expresion (3.9) serd utilizada para analizar la estabilidad numérica de la matrix T pero también
permite determinar de forma directa una propiedad importante de esta matriz. Recordemos que bajo
las condiciones generales de hermiticidad formal del operador L (Bf = B, Wi = W and Y = —PT) los
eigenvalores k; pueden ser reales o aparecer en pares del tipo k¢ y su complejo conjugado kj (seccién 2.2).
Entonces de (3.9) se puede concluir directamente que bajo las condiciones mencionadas el determinante
de T es unimodular sino es uno. Si tenemos en cuenta que para los problemas analizados en esta tesis
(capitulo 2 y 5) los eigenvalores aparecen por pares del tipo (k¢, —k¢) entonces se obtiene directamente
que Det [T] = 1. Esta propiedad también se cumple para el caso en que el dominio o no sea homogéneo,
es decir, cuando los coeficientes B(z), P(z), Y(z) y W(z) dependen de z. Haciendo uso de un teorema
de la teoria de ecuaciones diferenciales llamado unas veces de Liouville y otras de Jacobi, en la seccién
2.7 de [8] se obtuvo la siguiente expresion:

Det [T(z, 20)] = el=0  "PEL Ty [D(2)] = —Tr[B(2) - {P(2) + Y(2)}], (3.11)

en la que Tr[D(z)] significa traza de la matriz D(z). Si las condiciones de hermiticidad formal del operador
L se cumplen, entonces la traza Tr[D(z)] se convierte en imaginaria y se puede escribir Det [T(z, 29)] =
¢™®(#) donde ©(z) es real y en consecuencia el determinante de la matriz T es unimodular. En adicién
a esto si Tr[D(z)] = 0 entonces Det [T] = 1. Como se muestra en el capitulo 5 este resultado puede
ser utilizado en la préctica para realizar el seguimiento de calidad numérica de los calculos cuando el
argumento iky d crece.

Por otra parte, las ecuaciones (3.6) and (3.7) prueban una propiedad importante: Para una ESLM dada, la
ecuacién (3.7) conduce a una tnica matriz T independientemente de la base de soluciones LI seleccionada.
Esta propiedad de T también resultard 1til en el andlisis de la estabilidad numérica de algunas variantes
de esta matriz.

Dada la continuidad de la forma diferencial lineal A(z) en todo z a través de la heteroestructura (seccién
1.1) podemos afirmar que la matriz T posee la propiedad de la regla de la cadena, esto es, si zg < 21 < 22
entonces:

T(ZQ,Z()) = T(ZQ,Zl) . T(Zl, Z()). (312)

Luego para la heteroestructura representada en la figura 1.1 la matriz T se obtiene a partir del siguiente
producto de matrices:

T(2r,21) = T(zr—2u-1)...T(22—21) - T(z1 — 21), (3.13)

donde zy,, 21, 22, . .., zr son las coordenadas de las intercaras que empalman los diferentes dominios de la
estructura multicapas.

3.1.3 Matrices de transferencia de coeficientes (K)

La matriz de transferencia de coeficientes (Coefficient transfer matriz, en inglés), la denotamos for-
malmente K(o/, @), y en forma abreviada K. Este tipo de matriz tiene un caracter diferente, ahora
estan involucrados dos dominios diferentes o’ y a. Se asume que ambos dominios pueden ser tratados



Estabilidad numérica de las matrices 55

analiticamente, es decir se conocen las bases de amplitudes Fy(o’ : z) y Fy(a : 2), de manera que:

2N

Fla:z) = Y ala)Fa:2); (3.14)
4
2N

F(o':2) = Zag(o/)Fg(o/ D 2). (3.15)
£

Sea a(a) el vector formado por los coeficientes de expansion a(«). Entonces:
a(a’) = K(d,a) -aa). (3.16)

Por tanto, la matriz K(a/, ) transfiere el conjunto de coeficientes a; del dominio « al dominio «'.
Definamos el vector:

(3.17)

Por medio del esquema de la figura 1.2 se puede plantear [8]:

Q(L: 2)-a(L) z<zL
T(z) = T(z,21) P(zr) 2z <2<z (3.18)
QR :2)- aR) z> 2R

Debido a que W es continua en zj, y zg, considerando la definicién (3.16) se obtiene la expresién:
K[R,L) = QR:zr)"" T(zr 20) QL: 21), (3.19)

la cual conduce a una ecuacién para la matriz K a partir del esquema T. De esta expresién tenemos
que, a diferencia de T, la matriz K si depende de la base de soluciones LI seleccionada. El determinante
de K dependera del sistema diferencial y de la base seleccionada, por ejemplo, si los dominios L y R se
componen del mismo material, con el uso de la base apropiada es ficil demostrar (apéndice Q) que la
matriz K construida en la seccién 5.6.4 tiene determinante igual a uno. En dicho caso este resultado es
utilizado para realizar el seguimiento de calidad numérica de los calculos.

Si no hay region M es decir z;, = zr = Z entonces:
KR,L)=QR:2) - Q(L:2). (3.20)

Esta expresion es util para determinar la matriz que transfiere coeficientes a ambos lados de una intercara.

Consideremos un segmento de la heteroestructura consistente en tres dominios empalmados que deno-
taremos g, a1 y ae. De acuerdo con (3.16) se tendrd que:

a(a1) = Ko, ap) - alag); (3.21)
a(Oég) = K(Oég, 041) . a(al) (3.22)

Por tanto:
a(az) = K(ag, a1) - K(a1, ag) - a(ag). (3.23)

De aqui que la matriz K que relaciona los coeficientes del dominio as con los del dominio «g resulta:

K(as,ap) = K(ag, a1) - K(ay, ap). (3.24)

Luego para la heteroestructura representada en la figura 1.1 la matriz K(R,L) se obtiene a partir del
siguiente producto de matrices:

K(R,L)=K(R,p)...K(2,1) - K(1,L). (3.25)
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3.1.4 Matrices de dispersién (S)

El término matriz de dispersién (Scattering matriz, en inglés) es ampliamente utilizado en la literatura
y puede ser definido de formas diferentes. Como se mencioné al inicio de este capitulo, se hara uso de la
nomenclatura adoptada en [8]. Sea at/~(a) el vector compuesto por los N coeficientes a;(c) correspon-
dientes a las amplitudes que se propagan hacia la derecha/izquierda en el dominio . Consideramos
heteroestructuras con la configuracion L — M — R, luego:

(3.26)

Sn | = S

a®(L)
a~(R) |
En el marco de la teorfa de dispersién decimos que la matriz S(R;L) o simplemente S relaciona los

coeficientes de las ondas salientes de M en términos de los coeficientes de las ondas entrantes. A partir
de (3.16) podemos plantear:

a*(R)

Ay | = K®L) -

a*(L)
a~(L) |
Luego escribiendo explicitamente (3.26) y (3.27) e identificando los términos apropiados se podré obtener,
mediante operaciones algebraicas simples la relacion:

(3.27)

(3.28)

S — —[Ka] ™' - K [Kao]™?
Kii — K- [Kzz]_l Koy K- [Kzz]_l ’

Aqui Ky, K12, K21 v Koo son las particiones matriciales N x N de K.

3.1.5 Matriz de rigidez E, matriz de admitancia L. y la matriz hibrida H
Matriz de rigidez y matriz de admitancia

Partiendo de la definicién (3.6) es posible definir nuevas matrices en el dominio « con solo modificar el
arreglo inicial de los vectores F(z), A(z), F(z0) y A(z). De esta forma se obtienen dos matrices muy
conocidas a las que llamaremos matriz de rigidez (o stiffness matriz en inglés) y matriz de admitancia
(Compliance matriz, en inglés) que realmente es la matriz inversa de la primera. Ambas matrices han
sido ampliamente utilizadas en estudios de ondas eldsticas [16, 28, 29, 31]. El nombre matriz de rigidez
(stiffness) a la que denotaremos E(«a : z,2zp), en forma simplificada E, surge de su uso en la teoria de
ondas elasticas, donde esta expresa las tensiones en términos de la deformacion:

Alia) | posz) (3:29)

F(a: z)
(a:2)

F(a: z)

En el marco de los problemas elasticos, las componentes de la forma diferencial lineal A son las compo-
nentes normales de la tension, ver por ejemplo, el problema eldstico analizado en la seccién 5.2.

Aplicando para el caso de la matriz E(z,z) el procedimiento algebraico y analitico del apéndice G
tendremos que:

-1

(3.30)

E(z,2) — ‘Al(zo) As(20) ... Aan(z0) H Fi(z0) Fa(z0) ... Fan(z0)

Para un dominio homogéneo de espesor d = z — 2 esta matriz puede expresarse en la forma (apéndice I):

-1

E(d) = Ao Aoan) iy (=d) ‘ Fowv) Foan) - Tlg,y (—d)
Aoy - Mgy (d) Apen Fovy - gy (d) Foen

(3.31)
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donde Ag(ny, Agieny, Fovy ¥y Foeny son particiones de orden N x N. Las matrices Il (d) y Ty, (d)
son las mismas que en el caso de la expresién (3.9). La matriz de admitancia, la que denotaremos en
forma simplificada L., es la inversa de E por tanto:

—1
Lo(d) = Fov) Fon) - i,y (—d) ‘ Ay Agny - M,y (—d)

| Fowvy - Ty (d) Foen Aoy Iy (d) Apan)
(3.32)

De estas expresiones se ve claramente que si d = 0 la matriz de la derecha no es invertible debido a que
contiene filas y columnas repetidas, por tanto en dicho caso los célculos (3.31) y (3.32) conducen a una
singularidad numérica.

Matriz hibrida

Una variante menos conocida se obtiene de un arreglo particular de los vectores F(z), A(z), F(z0) y
A(zp) en (3.6). Dicha matriz se denomina matriz hibrida y la denotaremos como H(a : z, zp), de forma
simplificada H:

(3.33)

Aplicando para el caso de H(z, 2¢) el procedimiento algebraico y analitico del apéndice G se tiene que:

-1

(3.34)

H(z,z) = ’ Fi(z) Fa(20) ... Fan(20) H Ai(z0) As(z0) ... Aan(20)

La matriz hibrida fue definida en [16] como variante numéricamente estable para estudiar la propagacién
de ondas acusticas en un sistema a capas anisotrépico. En este trabajo la estamos definiendo para el caso
general de un sistema de ecuaciones Sturm-Liouville matricial.

Considérese un dominio homogéneo de espesor d = z — 2y3. Realizando un procedimiento andlogo al
expuesto en el apéndice I esta matriz puede expresarse en la forma:

-1
H(d) _ FO(N) F0(2N) ’ szN(—d) ’ . ’ AO(N) A0(2N) : szN(_d)

Agny - Ty (d) Ay Fony - Ty (d) Foen
(3.35)

En [16] se le da el nombre de matriz stiffness-compliance hibrida o simplemente matriz hibrida porque sus
elementos son una mezcla elementos de la matriz de rigidez E y de su inversa, la matriz de compliance L.
Sin embargo, a diferencia de estas matrices, la matriz H converge sin problemas cuando d — 0. Después
de un poco de trabajo algebraico con bloques matriciales, de la expresién (3.35) se tiene que:

0 I
Hlpo = [Ig o ] (3.36)

Se ha denotado con Iy la matriz identidad de orden N x N. Naturalmente las variantes de matrices que se
obtienen modificando el arreglo de vectores en (3.6) podréan relacionarse con la matriz T. En la siguiente
seccién dichas relaciones son utilizadas para analizar la estabilidad numérica de dichas variantes.
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3.2 Relaciones entre las distintas matrices y analisis de la esta-
bilidad numérica

3.2.1 Relacién entre las matrices M-T. Estabilidad numérica de M

Definamos la matriz:

_ In ON
R(z) = ’P(z) B(2) ‘ (3.37)

Entonces teniendo en cuenta las definiciones (3.1) y (3.6) vemos que T y M se relacionan a través de R
mediante la expresion:

M(z,20) = R(z)7'-T(z, 20)  R(z0). (3.38)

Esta relacién indica claramente que la matriz M es vulnerable a las inestabilidades numéricas que se
manifiestan en la matriz T.

3.2.2 Relacién entre las matrices K-T. Estabilidad numérica de K

Las matrices K y T se relacionan mediante la expresién (3.19). Queda claro entonces que si la matriz T
manifiesta una inestabilidad numérica en un problema dado, lo mismo ocurrirda con la matriz de trans-
ferencia de coeficientes K independientemente de la base de soluciones LI seleccionada para construirla.

3.2.3 Relacion entre las matrices H y T. Estabilidad numérica de H

Escribiendo explicitamente (3.6) y (3.33) en términos de los bloques matriciales de H y T se podra
obtener, mediante operaciones algebraicas simples la relacion:

—[T11]7" Tieo [T1]
H — , 3.39
Too — Top - [T11]7' - T12 Toy - [T11]7} ( )

Como se indicé en la seccién 3.1.2 la matrix T para una ESLM dada es unica independientemente de
la base de soluciones LI seleccionada. Como consecuencia la matriz hibrida obtenida a partir de las
relaciones (3.39) también serd independiente de la base de soluciones LI seleccionada para cosntruir T.
Por simplicidad se considerard que la matriz T expresada en (3.9) fue construida con una base tal que
IT), (d) contiene los eigenvalores con parte imaginaria positiva S(kq, ke,...kn) > 0y Ily,, (d) contiene
los eigenvalores con parte imaginaria negativa S(ky1, knto, - - - kan) < 0. De esta forma las submatrices
I, (d) y I, (—d) se reducen a la matriz nula (0 ) cuando el espesor d — oo mientras que los elementos
de Iy, (—d) y I, (d) tienden al infinito.

Sustituyendo en (3.39) las expresiones de las particiones Ty, T12, To1 y Taa dadas en el apéndice H se
tendra:

-1
H, = [A0(2N) ' FO—(12N) =721 - Wy (—d) - F(7(11\/) “Foen) i,y (d) '71_21} +
-1
[AQ(N) 'FJ&V) =22 - Wiy (—d) - F(?(12N) “Fovy - iy (d) "Vﬁl} , (3.40)
- -1
Hips = 7121, (—d) ’F0(2N)

~1
. [IN —Fonvy - My (d) - AE&V) “Ageny - M,y (—d) -FJ(EN)} ; (3.41)
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Hoy = [Agw) —Hos Foon] - iy (d) 751" + [Aoen) — Hos - Foany | - T,y (d) - 752
(3.42)

—1
Hy = {Fo(m'A&lm—Fo<2fv>'ka(d)'A&lzm'A0<N>'H’“N(_d)'A5&V>} *

{FO(QN) . 1&71 FO(N) . HkN (d) A

~1
0(2N) — “Agen) - iy (—d) - AL } . (3.43)

-1
0(N) 0(2N)

Los coeficientes 711, 712, 721 ¥ 722 se expresaron en términos de Fony, Foan), Aoy ¥ Agan) como se
indica en el apéndice H.

Cuando d crece indefinidamente las expresiones (3.40-3.43) se reducen a:

Hiilaisee = Founy- AO_(lN) Iy — 0N = Foovy - Aga
Hislgnoo = On-[In — ONTI =0pn
Hsilgsoo = [AO(QN) —Apen) 'Fa(lgN) Iy —on] 7! 'FO(N)} ‘0N
+ [Ao(zN) — Ao [Ty — On] 7| - My (d)]dssos - 22" = O
Holisee = Agen 'FS(EN) Iy —On] 7! = Agn 'Fa(lgN) . (3.44)

Hemos denotado con [Iy —Oy] la matriz identidad de orden N x N obtenida mediante redondeo y
cuyos elementos estdn caracterizados por un error de redondeo con valor absoluto Er < u (unidad de
redondeo). Por tanto, de acuerdo con las expresiones (3.44) los elementos de la matriz H se caracterizan
por un error cuyo absoluto no depende de d y no se acumula. Estos resultados muestran que cuando d
crece indefinidamente la matriz H converge a valores finitos sin pérdida significativa de precision.

Por otra parte cuando d — 0 se sabe que T = Isy (no hay degradacién numérica) y la sustitucién de sus
particiones de orden N x N en (3.39) resulta en la expresién (3.36). Por tanto cuando d — 0 la matriz
hibrida también converge a valores finitos de forma numéricamente estable.

3.2.4 Relacion entre las matrices E y T. Estabilidad numérica de E

Escribiendo explicitamente (3.6) y (3.29) e identificando los términos apropiados se podra obtener, me-
diante operaciones algebraicas simples la relacién:

—[T12]7t Tna [T1]~*

3.45
To; — Tag - [T12] ™' - Ty Too - [T12] ! ( )

Dada su relacién con T la matriz de rigidez, al igual que H, también serd independiente de la base de solu-
ciones LI seleccionada para construir T. Por tanto también se considerara que la matriz (3.9) fue construi-
da con una base tal que Iy, (d) contiene los eigenvalores con parte imaginaria positiva $(ki1, k2, ... kn) >
0 y IIj,, (d) contiene los eigenvalores con parte imaginaria negativa (kn11,kn42, ... kan) < 0.

Se repite el procedimiento aplicado a H y se sustituye en (3.45) la expresién de las particiones T11, T1o,
Tsy1 y Tos para luego calular el limite cuando d — oco. El resultado es:
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Eiildsee = Aoy - FS&V) JIx —on] ' = Aoy 'Fa(lN)
Eliseo = On-[Iy—0n]"' =0y
Ezilisoe = [AO(N) —Apen) - FO_(12N) [In — 0N Foa | - O

-1 _
+ [Ao@zv) — Agan) [Iv = O] | - Ty (d)]ds00 - 112 = ON
— —1 _
Exlisee = Aogen 'Fo(lgN) [In = ON] = Agan 'Fo(lzN) . (3.46)
Estos resultados muestran que cuando d crece indefinidamente, la matriz E también converge a valores
finitos sin pérdida significativa de precisién. Por otra parte, cuando d — 0 sabemos que T = Iy (no
hay degradacién numérica) pero debido a que T13 = To; = Oy las relaciones (3.45) indican que E no es
numéricamente computable conduciendo a una singularidad numérica, resultado que se obtuvo del anélisis
de la expresion (3.31). Esta singularidad sugiere que antes tiene lugar el problema 2 — d. Asumamos que

d es muy pequeno pero no lo suficiente para provocar la mencionada singularidad. Partiendo de (3.45)
podemos expresar la particién Eg; en la forma:

Eyy = —(In—To - Ty - Tia-Tyy) Ty Ty - Tuy, (3.47)
entonces para d suficientemente pequeno la expresién entre paréntesis sera objeto de redondeo resultando:

Esilgso = —[In —On] T (3.48)

A diferencia de los limites indicados en (3.46) ahora el término [Iy — On] sujeto a redondeo multiplica al
término T1_21 cuyo valor puede ser suficientemente grande como para que el error de redondeo afecte la
matriz de rigidez dando lugar al problema 2 — d.

3.2.5 Relacién entre las matrices S y H. Estabilidad numérica de S

Consideremos la representacion de un sistema a capas mostrada en la figura 1.2. El dominio intermedio
M puede consistir en una simple capa o puede ser un compuesto. Supongamos conocida la matriz hibrida
H(zg, z1) para M tal que:

(3.49)

La expresién que relaciona la matriz de dispersiéon S(R; L) con H(zg, z,) viene dada por (apéndice J):

S(R:L) = K Qi2(L:z) Oy | )H(ZR,ZL). ( Qu(L:z) Oy | )]—1

On Q21 (R : 2r On Qui(R:zr
Q21(LZZ ) 0 Qll(LZZ ) 0 .
[H(ZR,ZL)' ( 0 QH(P{V: ) )— ( O QZQ(RN: o) )] (3.50)
Z;((ﬁg _ SRL) - :fE}L{)) . (3.51)

La matriz auxiliar Q para un dominio « ya fue definida antes en la expresién (3.8) y para este caso en
particular su construccién se detalla en el apéndice J. Queda claro que la matriz de dispersién dada por
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(3.50) también convergerd de forma numéricamente estable con independencia de que los espesores en la
region M tiendan a cero o al infinito dado que la matriz H es numéricamente estable en ambos casos.

En la préctica cuando se utiliza la matriz S(R; L) para relacionar los coeficientes del dominio externo R
con los coeficientes del dominio externo L lo comun es utilizar una base de soluciones LI reducida en las
coordenadas zr/zg:

F/L:z) = FoL) explike(L)(z — z1)];
Fi(R:z) = Fou(R) explike(R)(z — zr)]. (3.52)

Sin embargo se puede comprobar analiticamente que la matriz de dispersién dada por (3.50) también
converge de forma numéricamente estable si en lugar de la base (3.52) reducida en la coordenada zr/zg
utilizamos una base reducida en una coordenada arbitraria diferente zy/z¢ del dominio correspondiente,
ver figura 3.1. Utilizando la nueva base, las matrices Q(L : z1) y Q(R : zgr) resultan:

oy — | Fow(L) Foen(L) | | Hyy(de) Oy
at iz = |00 e | [ e | @5
y
o = | Fony®R) Foem(R) | | Iy (=dr) On
ame = | 20 Ko || ™0 ot | 09

donde df, = 21, — 20 >0y dr = 2y — zr > 0.

De acuerdo con el diseno de la matriz auxiliar Q (apéndice J) la submatriz Iy, (d), d = dr, dg, contiene
los eigenvalores con parte imaginaria positiva S(kq, ka,...kn) > 0 y I, (d) contiene los eigenvalores
con parte imaginaria negativa S(kn1, kN2, ... ko) < 0. Ahora la matriz de dispersién dada por (3.50)
dependerd de los espesores dy, v dg. Sustituyendo (3.53) y (3.54) en (3.50), después de un poco de élgebra
sencilla se obtiene que:

1y | ey (=dr) oy | o
S(R;L) = On Iy (dr) So

Iy, (dz) Oy

On Iy, (—dr) (8.55)

donde:

so= (60" sy ) e (M e 2w )]

' {H(ZR’ZL)' ( AO((;Q(L) FO(;\],V)(R) ) - ( FO(&(L) AO(SJIVV)(R) )} : (3.56)

La matriz Sp realmente es la matriz que se obtiene de (3.50) al sustituir la base (3.52) y ya sabemos que
es numéricamente estable. Analicemos la matriz (3.55). Como ya se sabe de las relaciones entre matrices
estudiadas anteriormente, las submatrices Iy, (d) y I, (—d) se reducirén a la matriz nula (Ox) cuando
el espesor d — oo. Esto significa que en los elementos de la matriz de dispersién dada por (3.55) solo
apareceran exponenciales que decrecen con el incremento de los espesores d;, y dr y en consecuencia la
estabilidad numérica de la matriz S(R; L) no se afectard por dichos valores. Este resultado indica que
para los dominios externos L y R se podran utilizar bases reducidas en coordenadas diferentes de zy, y
ZR, sin temor a afectar la estabilidad numérica de la matriz de dispersién dada por (3.50).

3.2.6 Estabilidad numérica de las matrices inversas: T~!, Lc, H™!

Utilizando las expresiones desarrolladas para las matrices T, E y H es posible de forma directa analizar
la estabilidad numérica de sus correspondientes matrices inversas.
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Zg 2 Zg Z

Figura 3.1: Descripcién simplificada de una heteroestructura. Configuracién L — M — R donde el dominio
intermedio M puede ser una simple capa o un compuesto. Se indican las coordenadas zj y zr de las
intercaras que empalman a M con los dominios externos L y R asf como la coordenada arbitraria zo/zs
en el dominio externo L/R.

Al invertir la expresién (3.9) vemos que T~! = T(—d) por tanto la inversa de T tendrd el mismo
comportamiento numérico que T. Al invertir las expresiones (3.31) y (3.35) correspondientes a E y
H respectivamente, el resultado es la permutacién de la submatriz Foyy por la submatriz Aoy y de
Foen) por Agin). Por tanto las matrices H ' y Lc = E7! también tendrdn un comportamiento
numérico similar al de sus contrapartes H y E.

3.3 Reglas de composicion de matrices

3.3.1 Regla de composicién de la matriz H

Consideremos dos dominios empalmados que denotaremos I, D y sea z;,; la coordenada de la intercara
comun. El dominio de la izquierda, I, estara delimitado entre las coordenadas zy y zin: v puede estar
compuesto de una o varias capas. El dominio D, ubicado a la derecha de I estard delimitado por las
coordenadas z;,; y zg. Denotaremos con H(D) = H(zg, 2int) a la matriz hibrida de dicho dominio y con
H(I) = H(zint, 20) a la matriz hibrida de L.

Queremos obtener una expresién para la matriz hibrida H(zg, 2z9) del sistema empalmado I|D delimitado
por las coordenadas zg y zg.

Utilizando la definicién (3.33) podemos plantear:

o = wo A
A | = mo {5 | .
| = e | .

El objetivo es expresar las cuatro particiones de orden N x N de H(zg, 20) en términos de las particiones
de igual orden en H(D) y H(I). Para ello se escriben explicitamente las expresiones anteriores y se
considera la continuidad de F' y A en la coordenada z;,; de la intercara. Después de un poco de dlgebra
se obtiene que:
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Hii(zr,20) = Hui(I) +Hi2(I) - Hi1(D) - [Iny — Haa (1) 'H11(D)]_1 -Ho (I) ;

Hiz(2r,20) = Hiz(l)- [IN +Hy1 (D) - [Ty — Hao(I) - Hyy (D)7 - Hayp(I)| - Hyp(D);
Hyi(2r,20) = Hai(D)-[I—Hay(I)- Hyy (D))" - Hay (I);

HQQ(ZR,Z()) = HQQ(D) =+ H21(D) . [IN — H22( ) Hu(D)] H22( ) le(D) (360)

Esta regla de composicién fue planteada en [16] bajo el nombre de algoritmo recursivo de la matriz H
para abordar el problema de la propagacion de ondas elasticas en medios anisotrépicos multicapas.

Utilicemos el simbolo ) y la regla de composicién dada en (3.60) para definir un producto entre matrices.
Diremos que H(zg, 20) es el resultado de dicho producto entre la matriz H(D) y H(I) y lo expresaremos
en la forma:

H(zg, z0) D) Q) H(1I (3.61)

3.3.2 Regla de composicién de la matriz E

Procediendo de igual forma que con la matriz H (seccién 3.3.1) tendremos que la matriz de rigidez
E(zg, z0) que relaciona el campo F y la forma diferencial lineal A entre las coordenadas zg y zr que
delimitan el sistema empalmado I|D viene dada por la regla de composicién:

Eii(2r,20) = Ei1(I) +Ei2(I) - [E11(D) — Eoo(I)] " - Eoy (D)

Ei2(2r,20) = —Ep2(l) - [E1n(D) — E22(I)]71 E2(D);

Eoi(zr,20) = Ea21(D): [E11(D) — Eao(I)] - Eay (I);

Eoo(zr,20) = Eg2(D)—Eo(D)-[E11(D) — Egg(I)]fl -Eq12(D) . (3.62)

Hemos denotado con E(I) = E(z;y¢, 20) a la matriz de rigidez del dominio I el cual puede estar compuesto
de una o varias capas y con E(D) = E(zg, zint) la matriz de rigidez del dominio D.

De igual forma que con H la regla de composicién (3.62) puede representarse mediante un producto que
representaremos con el simbolo X. Es decir:

E(zr, z0) = E(D) R E(L). (3.63)

Esta regla de composicién o algoritmo recursivo de la matriz E ha sido aplicada en varios estudios de la
propagacién de ondas eldsticas en medios anisotrépicos multicapas [16, 28, 29].

3.3.3 Regla de composicién de la matriz S

La regla de composicion para la matriz de dispersién puede obtenerse siguiendo el procedimiento detallado
en [8]. Aqui solo se mencionardn las ideas esenciales de dicho procedimiento y la regla de composicién
que resulta de este.

Considérese la configuracion L — M — R dada en la figura 1.2 donde M puede estar compuesto por una
o varias capas dado que su estructura interna es irrelevante para el presente andlisis. Se quiere obtener
una regla de composicién para S(R;L) en términos de S(M;L) y S(R;M), cada una definida de acuerdo
con (3.26) para las intercaras L|M y M|R respectivamente:

a*(L)

= SOGL) | =

; (3.64)
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;((1;{4)) — SRM) - ‘j%)) : (3.65)
:*% — S(R;L) - :f((ﬁ)) . (3.66)

Escribiendo explicitamente las expresiones anteriores, después de un poco de algebra para expresar las
cuatro particiones de orden N x N de S(R;L) en términos de las particiones de igual orden de S(R; M)
y S(M; L) se obtuvo que:

Si(R;L) = Si(M;L) +Si2(M;L) - S11(R; M) - [Iy — Soo(M; L) - S11(R; M)] ™' - So1 (M; L);
S12(R;L) = S1o(M;L) - S12(R; M) + S1o(M; L) - S11(R; M) - [Iny — Soo(M; L) - S11(R; M)]_1
“Sao(M; L) - S12(R; M);
S21(R§ L) = S21(R; M) : [IN - Szz(M; L) : S11(R; M)Tl : 521(M§ L)§
S2o(R;L) = Soa(R;M) + Soi(R; M) - [Iy — Sa2(M; L) - S11(R;M)] ™ - So(M; L) - S12(R; M).
(3.67)

Utilicemos el simbolo ® y la regla de composicién dada en (3.67) para definir un nuevo producto entre
matrices. Diremos que S(R; M) es el resultado de dicho producto entre la matriz S(M;L) y S(R; M) y lo
expresaremos en la forma:

S(R; M) = S(R; M) @ S(M; L). (3.68)

3.3.4 Regla de composicién de las M, T y K

Las reglas de composicién para las matrices M, T y K vienen dadas en (3.5), (3.13) y (3.25) respectiva-
mente.



Capitulo 4

Formulacién general de problemas de
contorno tipicos en términos de
matrices numéricamente estables

Como ya se conoce las matrices de transferencia proporcionan la solucién de un sistema diferencial,
dados los valores iniciales. Si adicionalmente se imponen condiciones de contorno se habré definido un
problema, fisico el cual podra ser resuelto completamente en términos de una matriz de transferencia. La
formulacion de varios problemas de contorno tipicos en términos de la matriz de transferencia asociada
T puede encontrarse en capitulo 6 de [8]. Entre ellos podrdn encontrarse problemas en superredes asi
como pozos cuanticos con barreras finitas o infinitas.

En este capitulo abordaremos la formulacién de algunos de estos problemas de contorno tipicos pero en
términos de matrices numéricamente estables capaces de evadir el problema 2 — d como son, la matriz
hibrida (H), la matriz de Stiffness E y la matriz de dispersién (S). Aunque la lista de problemas de
contornos que podemos abordar en términos de H, E y S es mds extensa, nos centraremos en aquellos
cuya formulacién es aplicable en la solucién de los problemas abordados en el capitulo 5. De forma
adicional solo se abordara el problema de los sistemas periddicos para cualquier valor de N, y por su
interés préctico y académico analizaremos el problema del movimiento de electrones en un campo de
potencial periédico unidimensional (modelo de Kronig-Penney) para el que escribiremos explicitamente
relaciones de dispersién y las compararemos con relaciones propuestas en la literatura como solucién
numéricamente estable para dicho modelo.

4.1 Sistemas de pozos y barreras

4.1.1 Sistema de barreras finitas
Planteamiento del problema en términos de la matriz de dispersion

Considérese la configuracién L—M —R de un sistema a capas. En este caso el dominio M puede involucrar
una o varias barreras y el énfasis recae en el cdlculo de la reflectancias y la transmitancias. Se asume que
tenemos condiciones de empalme -full matching (FM) en las intercaras LM y M|R, es decir continuidad
del campo F y de la forma lineal asociada A en ambas intercaras. Planteemos el problema en términos
de la matriz de dispersion:

65
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a*(L)

= S(R;L) - a-(R)

: (4.1)

a=(L)
a®™(R)

Si asumimos que a~ (R) = 0 entonces describimos un experimento en el cual la onda incidente por la
izquierda at (L) se refleja -a~ (L)- y se transmite -a™ (R)- parcialmente. Estos vectores de coeficientes se
relacionan mediante la matriz de reflexién/transmisién, r / t, de amplitud en la forma: a= (L) = r-a* (L)
yat(R)=t-a"(L).

Haciendo a— (R) = 0 en (4.1) tenemos que:

r = S11(R; L), (42)
S21(R; L). (4.3)

Para incidencia por la derecha, a* (L) = 0, la matriz de reflexién/transmisién de amplitud, r’ / t/, toma
el valor:

I'/ = 822 (R, L)7 (44)
t' = Sp(R;L). (4.5)

Supongamos, por ejemplo, incidencia por la izquierda. Entonces una vez calculada S(R; L) las ecuaciones
a~ (L) =S11(R;L)-at(L) y at(R) = S21(R; L) -at (L) permitirdn determinar los coeficientes de reflexién
y de transmisién que interesan en el problema que se estudia. Estos coeficientes los expresaremos como
cocientes entre componentes de a~ (L) y a™ (L) (para la reflexién) o entre componentes de a™(R) y a* (L),
multiplicando numerador y denominador por la correspondiente amplitud de onda (componente de Fyy).
De esta forma obtendremos lo que llamamos coeficiente de reflexién/transmisiéon de amplitudes y que
denotamos r./t., ver ejemplos en el capitulo 5.

Finalmente las reflectancias y transmistancias vendran expresadas en términos de los médulos de 7. y t.
al cuadrado, |r.|? y |t.|?, respectivamente.

Planteamiento del problema en términos de la matriz Hibrida

Si tenemos en cuenta que la matriz S(R; L) puede calcularse en términos de la matriz Hibrida H(zg, 21.)
mediante la expresién (3.50), entonces los coeficientes de reflexién/transmisién que resultan de las rela-
ciones: a=(L) = S11(R;L)-a™ (L) ya™(R) = S21(R; L)-a* (L), pueden obtenerse en términos de H(zg, 21,).
De (4.1) y (3.50) se tiene que:

:;((%i)) = [My —H(2g,2) - Ma] ™" - [H(zg, 2) - M — My] - :jg{)) ’ (46)
- ng(L A ) 0 .

M= ( (U ’ QQl(RNZ ZR) > ’ o
B Qa2(L: 21) 0 .

M, — < 22 o L Qll(RN; o) > ’ (4.8)

M, — (QML‘ZL) O ); (4.9)
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M, = ( Q11(0LN3 zr) Qgg(%N: o) > (4.10)

La matriz Oy es la matriz nula de orden N x N.

4.1.2 Problema de escape

Considérese la configuracién L — M — R de un sistema a capas, con condiciones de empalme total (FM)
en la intercara L|M con coordenada zy, y en la intercara M|R con coordenada zg. En el problema de
escape debemos considerar solo ondas salientes de la regién intermedia M. Aplicando las condiciones de
continuidad en las intercaras podemos escribir:

— H(eper) - ((j;;; (4.11)

A
F

El supraindice +/— denota los vectores relacionados con la onda que viaja hacia la derecha/izquierda
en el dominio externo R/L. A partir de las dos ecuaciones matriciales involucradas en (4.11) se puede
escribir:

F(ZL)7

Oonni = <_IN Hii(zr,2) Hia(zr,20) Oy > A(zr)” . (4.12)
x On  Hai(zr,2r) Hoa(zr,zr) —In F(zr)"
A(ZR)+

Expresemos los vectores que aparecen en el miembro derecho de (4.12) en la forma:

a1(L)_
F(z)” | _ [ Fi(zz)™ ... Fn(21)” _ B N
‘A(ZL)‘ a |:A1(ZL) : AN(ZL)} (:L)_ =LI(z;) -a(L)”,  (413)
an
F(zp)* Fi(z)"t Fa(zn)t a1(R)*
%R _ 1(ZR . N(ZR . - " n
‘A@R)*‘ - {A1<ZR>+ . AN(zRﬁ] an(R)* =LIGR)" -al®)",  (414)

donde Fy(z)~ son soluciones LI pertenecientes al dominio L, evaluadas en zy, y Fy(zr)™ son soluciones
LI pertenecientes al dominio R, evaluadas en zgr; Ay(z1)” y A¢(zr)™ son las correspondientes formas
diferenciales lineales. El vector de N componentes a(R)™ estd compuesto por los coeficientes ay(R)™ de
aquellas ondas que se propagan a la derecha en R y a(L)~ por los coeficientes a¢(L)~ de aquellas ondas
que se propagan a la izquierda en L.

Entonces con ayuda de (4.13) y (4.14) transformamos el sistema (4.12) en el sistema secular:

a(L

| (415

0 — MSH M512 )
N Mso;  Msos
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Ms;; = [ Hu(zR,zL) ] -LI(zp),

Msis = [ H12 (2R, 21) } -LI(zgr)",

Msy; = [ Hgl(ZR,ZL) } -LI(z1)",

Msoy = [ Hos(2r,20) —1In ] -LI(zg)*. (4.16)

Los eigenvalores del problema se obtienen de la ecuacién secular Det [Ms] = 0.

En términos de la matriz de Stiffness se obtuvo que:

Msq; [ Ei1(zr,2) —In |-LI(zr)",

Msis = [ Ei2(zr,21) On } -LI(zp)",

Msy = [ E2i(2g,21) N | -LI(z)",

Msyy = [ Eoo(zr,21) 1IN ] -LI(zg)*. (4.17)

La matriz Iy es la matriz identidad de orden N x N.

4.2 Sistema peridédico

4.2.1 Formulacién en términos de H

Consideremos cualquier sistema periddico en la direccién z con periodo d arbitrario. En principio este
puede ser un cristal periédico o una superred. Las condiciones de Bloch-Floquet se cumplen tanto para
F(z) como para A(z), de manera que F(z + d) = F(z) e y A(z +d) = A(z) ¢4,

En términos de la matriz hibrida podemos plantear:

AG+ay| = HETGD ) (4.18)

Teniendo en cuenta las condiciones de Bloch-Floquet para F(z) y A(z) en (4.18), se obtiene:
A(z) = H'  [I-Hpe F(z) (4.19)
A(Z) = [I — H2167iqd] -Hos - F(Z)7 . (420)

Para simplificar la notacién hemos utilizando H en lugar de H(z + d, z). De las expresiones (4.19-4.20)
obtenemos el sistema secular:

{[I-Hae "] Hy —H' - [I-Hi2e"]} F(2) = Oy, (4.21)

el cual tendra soluciones distintas de la trivial si el determinante:

Det {[I—Haye "] -Hy —H - [I-Hpe|} = 0. (4.22)

Esta ecuacién nos da una relaciéon de dispersién en términos de los elementos matriciales de H para N
cualquiera.
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4.2.2 Formulacién en términos de E

Realizando el mismo trabajo con E(z 4 d, z) obtenemos el sistema secular:

{[Ei1 + E12¢"%] — [Ezie "+ Epp)} - F(2) = Oy, (4.23)

y la relacién de dispersién:

Det { [Ell + E12eiqd] - [Egleiiqd + EQQ} } = 0 (424)

4.2.3 Formulacién en términos de S

Consideremos que en nuestro sistema periédico el dominio interno M (compuesto de una o varias capas)
coincide con el periodo d, y planteemos el problema en términos de la matriz de Scattering S(R; L).

Para los dominios externos L y R tendremos que:

fh] - v
F(R:zg) | _ i a*(R)
AR: ) | = QR | () 20

Para simplificar la notacién, en lo adelante utilizaremos QL en lugar de Q(L : z1) y QR en lugar de
Q(R : zr). Generalmente para construir QL se utiliza una base reducida en zy, y para construir QR, una
base reducida en zg.

De la condicién de periodicidad de Bloch-Floquet tendremos que:

F(R:zg) | _ |F(L:21) | iga (4.27)

AR : zg) AL:z)

Combinando (4.25), (4.26) y (4.27) con la expresién que define la matriz de Scattering (3.26) podemos
escribir las expresiones:

; 1

a+ (L) = [QRll : S21 - QLll equ - QL12 . Sll ezqd} .
[QL15 - S12 €Y — QRu1 - o — QR1z] -2 (R). (4.28)

at(L) = [QRM -S91 — QLy; €9 — QLyy - Sy eiqd} -t
[QLa2 - S12 €% — QRa1 - S22 — QRag| -2~ (R). (4.29)

Restando estas ecuaciones, obtenemos el sistema secular:

Oy = Ms-a (R),
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y de este la ecuacién secular:

Det {[QRH :Sa1 — QLy; €99 — QLyy - Syp 4]

[QLi2 - S12 €'Y — QRy1 - S22 — QRy2]

— [QRa1 - S21 — QLo €/ — QLo - Sqq €77 -
[QL3z - S12 €'Y — QRo1 - S22 — QRap]} = 0. (4.30)

Nétese que las ecuaciones (4.22), (4.24) y (4.30) se expresan en términos de bloques matriciales que
pueden superar la inestabilidad numérica conocida como problema ) — d, a diferencia de la ecuacién
secular en términos de T(z +d, ) [8]:

Det [T(z+4d,z) —1€9] = 0. (4.31)

Relaciones de dispersion en un sistema periédico con N =1

Consideramos el caso N = 1, por ejemplo: el movimiento de electrones en un campo de potencial periddico
unidimensional como el de una superred electrénica compuesta de barreras de un material B con masa
efectiva mp, ancho b y altura V y pozos de material A con masa efectiva m,4 y ancho a. Entonces las
ecuaciones (4.22), (4.24), (4.30) y (4.31) se reducen a:

2cos(qd)Hip = 1—H; Hyo +HY, (4.32)
2005(qd)E12 = E22 — E11 (433)
k
2COS(qd)Slg = 5Ma (821812 — 811822) +1 (434)
k,mg
1
cos(qd) = Z(Tu+Ta), (4.35)
donde
QmA
ka = \|550E (4.36)
(4.37)
2m3
ke = | TR Ve). (4.38)

Para obtener (4.34) se hizo uso de la base sink(z — z./2r) y cosk(z — zr./zr) en el dominio L/R. Si en
(4.35) sustituimos los elementos de la matriz T, calculada para la ecuacién de Schrodinger en el periodo
bésico d = a + b, se obtiene la conocida ecuacién de KronigPenney [55]. Por su parte, las expresiones
(4.32)-(4.34) constituyen variantes de esta ecuacién si tenemos en cuenta que las matrices H, E y S
pueden calcularse a partir de sus respectivas relaciones con T.

Las expresiones (4.32)-(4.34) pueden considerarse transformaciones de (4.35) que permiten calcular los
niveles de energia del sistema sin importar el ancho b de las barreras. En efecto, cuando el ancho de las
barreras b — oo (limite de pozos rectangulares simétricos aislados) la ecuacién secular en términos de T
diverge, sin embargo sus variantes nos conducen directamente a las conocidas ecuaciones trascendentes
que nos dan los niveles de energia para estados pares e impares de un pozo rectangular simétrico de ancho
a y profundidad Vj.
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Después de un poco de dlgebra se comprobd que al sustituir en (4.32) los elementos de la matriz H,
calculada para la ecuacién de Schrodinger en el perfodo bdsico d = a + b se obtiene la ecuacién (32) de
la referencia [56] propuesta como nueva solucién para el modelo Kronig-Penney. Si ahora transformamos
la ecuacién (4.32) utilizando la identidad trigonométrica:

1 —cosqd

tan? qd/2 = ———1 4.39
an” qd/ [T cosqd’ (4.39)

el resultado es:

2H> — 1+ H; Hyy — HY,
2H5 +1—-H; Ho + HZ,

tan? qd/2 = (4.40)

De igual forma sustituyendo en (4.40) los elementos matriciales de H se obtiene la ecuacién (20) de la
referencia [57]. Las referencias [56, 57] presentan variantes de ecuaciones de Kronig-Penney para evadir
el problema  — d.



Capitulo 5

Solucién de problemas practicos en
distintos sistemas a capas

5.1 Sistemas piezoeléctricos multicapas: Curvas de dispersion
de velocidades superficiales de ondas SH

5.1.1 Introduccion

Las ondas transversales horizontales SH, tales como las ondas superficiales transversales electroacusticas,
pueden ser guiadas por la superficie libre [58] y por la intercara entre capas [59] de medios piezoeléctricos
cuyos cristales presentan simetria 6 mm. Debido a este particular comportamiento de las ondas SH, estas
encuentran aplicaciones en algunos tipos de dispositivos como sensores electromecédnicos, dispositivos
filtradores de ondas actsticas superficiales y transductores, de ahi el interés en el estudio de este tema en
los tltimos 10 anos [43, 60, 61, 62, 63, 64, 65].

En esta seccién el problema a resolver es el calculo de curvas de dispersién de velocidades superficiales de
ondas SH en sistemas piezoeléctricos multicapas utilizando el método de la matriz hibrida. Este problema
fue abordado en [19] con la particularidad de que se empled la técnica de descomposicién del valor singular
(SVD) combinada con una variante del método de la matriz Global (MMG) y escalamientos multiples
como estrategia para eliminar la inestabilidad numérica manifestada por la matriz de transferencia aso-
ciada. Los sistemas a capas estudiados estan formados por dos materiales piezoeléctricos diferentes A
(PZT4) y B (PZT5A) usualmente utilizados en transductores y filtros, y tienen diferentes configuraciones
de capas: m =3 (A-B-A), m =5 (A-BAB-A), m =7 (A-BABAB-A) y m =9 (A-BABABAB-A). Todos
estos sistemas a capas tienen la estructura L. — M — R con dominios externos L. = R = A semi-infinitos.

Para mejorar la comprension del problema considérese un sistema piezoeléctrico compuesto de m capas
(regién M) que alterna los materiales A y B, figura 5.1. Los materiales piezoeléctricos A y B presentan
simetria 6 mm y sus respectivos ejes principales de orden 6 se han orientado en la direccién del eje
. Como resultado se tendra una onda transversal polarizada en la direcciéon x para toda direccién de
propagacién en el plano yz [47], y cuya ecuacién de movimiento puede ser escrita como [19]:

0%u
2 2 .
cViu+eVep = pw,
eViu—eVip = 0, (5.1)
donde:
0? 0?
2 — N -
V= ap T
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Figura 5.1: Esquema general del sistema piezoeléctrico bajo estudio. Se indican las coordenadas zj, y
zgr de las intercaras que empalman la regién interna compuesta de m capas con los dominios externos
(semi-infinitos) compuestos de material A.

u = u,(y, z) es el desplazamiento transversal en la direccién = y ¢ = ¢(y, z) el potencial eléctrico. Los
pardmetros p, ¢ = c44, € = €15, y € = €11 son la densidad de masa, el médulo elédstico, el coeficiente
piezoeléctrico y la constante dieléctrica respectivamente.

5.1.2 Ecuacién Sturm-Liouville matricial

El sistema de ecuaciones expresado en (5.1) puede ser escrito en la forma Sturm-Liouville matricial (ver
apéndice K):

d dF ()

dz B(2)- dz

F(z)
dz

+P(2)- F(z)] +Y(2)- +W(z) -F(z) = 0341 - (5.2)

donde el F(2) = [u(z), ()" y los coeficientes matriciales son:
c e
B = ( e e ), (5.3)

P+Y = 0 (5.4)

2 .2 2
N ) o

—e Iiy € Iiy

Las soluciones LI del sistema (5.2) se pueden plantear en la forma:

Uo

FE = 4

eikz (5.6)

y obtenemos el siguiente problema cuadratico de eigenvalores (QEP) [6]:

Uo

(~k°B+W) - = O2x1, (5.7)
Po
o lo que es igual:
2 2, .2 2,2
pw? —c(k* + ry)  —e(k*+ry) | | o
—e(k* + K7) e(k* + K2) %o O2x1, (5:8)
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cuyas soluciones resultan en los eigenvalores k; y las correspondientes eigenfunciones Fy(z). Como la
matriz B es regular (Det [B] # 0) tendremos un conjunto de eigenvalores K = {k¢,¢ = 1,2,3,4} y las
correspondientes eigenfunciones:

Uog,¢ ik 2z
Fi(z) = ’ et 5.9
o(2) doe (5.9)
En este caso tenemos que (P +Y) =0, y los eigenvalores k formardn pares del tipo (ke; —ke):
. LW
ki = —iky = fzv—s
ko = —k
P . 1 1
k — g2 2 = — - —
3 \/ Ky T w (c+%) iw o U%H
ky = —ks. (5.10)
Aqui vs en la velocidad superficial y vrg = 1/(c+ %)/p es la velocidad de la onda SH. Se puede
comprobar que para ki y ko podemos tomar:
0 ik z
Fu(z) = (] )M e=12, (5.11)
y para k3 y k4, podemos tomar:
1 ik z
Fi(z) = (. )er 1=34 (5.12)
En forma abreviada:
Fi(z) = Foret? 1=1,234. (5.13)

Las formas lineales Ay(z) obtenidas a partir de Fy(z) son:

Au(z) = ik < _e€> etz 1=1,2, (5.14)
y
: pU2 iky z
Ay(z) = ik 0 et E = 3,4. (5.15)
En forma abreviada:
A(z) = Age®® 1=1,234. (5.16)

En lo adelante se utilizard el subindice A/B para indicar el material de la capa o dominio donde se
trabaja. Por ejemplo, para un dominio o (o« = A, B) la solucién de (5.2) puede plantearse:

Fla:z) = ai(a)Fia(2) + az(a) Fou(2) + as(@) Fsa(2) + a4(a) Faa(z), (5.17)

donde aq, as, az y a4 es un conjunto de coeficientes de expansion.

5.1.3 Condiciones de contorno

Para obtener modos confinados se asumié que no hay ondas entrantes en la regiéon interna M mientras
que las ondas salientes son evanescentes [19]. Para obtener ondas salientes evanescentes es necesario que
los eigenvalores k3 y k4 sean imaginarios. Como estas ondas salientes viajan en medios de material A,
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de la expresién para k3 en (5.10) se obtiene que vs < vrga. Dentro de la heteroestructura es posible
considerar modos confinados si existen capas donde k3 y k4 son reales. Esto solo es posible en capas de
material B cuando vrgp < vs.

Expresemos (5.17) para el dominio R = A utilizando una base reducida en zg. Sustituyendo las expre-
siones de los eigenvalores (5.10) en (5.17) tendremos que:

F(R : Z) = ax (R) FOlA 6i (z=2r) + CLQ(R) FOQA (3_i (2=2r)
o[l g oo o[, G
+a3(R) Fosa e s THA + CL4(R) Fosa e s THA , (518)
entonces en coherencia con la condicion de modos confinados tendremos que:
w —w v%i 02 L (ZiZR)
F(R:2) = a3(R)Foos e o F7) 4 q4(R) Foua e Povrma . (5.19)

De forma anéaloga, para el dominio L. = A utilizando una base reducida en zy, la condicién de modos
confinados implica que:

1 (z—zL)

“THa . (5.20)

w o~
US

F(L : Z) = al(L) F01A 6“%‘ (z=21) + ag(L) F03A €

Las condiciones aqui planteadas (solo ondas salientes evanescentes) son un caso particular del problema
de escape cuya formulacién fue planteada en términos de la matriz hibrida en la seccién 4.1.2.

5.1.4 Calculo de curvas de dispersion de velocidades superficiales de ondas
SH en términos de la matriz T (4 x 4)

Llamemos T, ala matriz T que relaciona el campo F(z) y la forma diferencial lineal A(2) en los extremos
de una capa de material & = A/B delimitada por las coordenadas zg y zo + d, donde d es el espesor de
las capas. Para determinarla utilizaremos la expresién (3.7) que permite determinar la matriz T en un
dominio donde se conoce una base de soluciones LI. Para este caso tendremos:

To = Qal20 +d)- Qa(zo)il; (5.21)
F(z +d) B F(z0)
‘ Al +d) ‘ = T@" Alz) ’ (5.22)

Utilizando una base de soluciones LI reducida en zo de (5.21) tendremos que:

k1o d —ikia d ko d —iksa d
T - Foia ™ Fooq e Foza €™ Fosa €7
« AOla 62](:1& d A02a 672]{71& d A—OB(){ 61]@3& d A04a e*lkga d
-1
( Foia Foza Foza Fosa (5.23)
A()la A02a A()Sa AO4a

El primer factor en esta expresion se puede descomponer en el producto:

etkrad 0 0 0
Foia« Foza Foza Fosa 0 e~ had 0 0
(Aom Ap2a Aoza Aojia ) 0 0 gthaa d 0 ’ (5:24)
0 0 0 e~ s d

de manera que se puede comprobar directamente que Det [T,] = 1. Sea T(zg, z1.) la matriz que relaciona
el campo y la forma lineal en los extremos de la heteroestructura en estudio:

’f;@) ‘:T@R,ZL).’ A, (5.25)

ZL)
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dicha matriz se calcula utilizando la regla de composicién correspondiente (3.13). Comenzando por el
extremo izquierdo de la figura 5.1 para las diferentes configuraciones tendremos que:

T(zgr,21) = Tp; para A —B—A; (5.26)
T(zr,2z) = Tp-Ta-Tp; para A —BAB - A; (5.27)
T(zg,21) = Tp-Ta-Tp-Ta Tp; para A —BABAB — A; (5.28)
T(zgr,2) = Tp-Ta-Tp-Ta -Tp-Ty-Tp; para A—BABABAB — A. (5.29)

al(L)

L
My — T(zr, 21) - Ma] - Z;éRg = O4x1, (5.30)

a4(R)

donde:
0251 O2x1 Fooa Fosan

M, = ; 5.31
! (Ole 0211 Aog2a A04A> (5:31)

Foia Foza 02x1 0241
M = . 5.32
? ( Apgia Aoza 0O2x1 02y (5:32)

Para que el sistema (5.30) tenga soluciones diferentes de la trivial los valores de velocidad superficial (vs)
y de frecuencia w deben ser tales que el determinante de la matriz secular sea nulo:

Det [Ms] =0; Ms = M; — T(zg,21) - Ma. (5.33)

Esta ecuacion secular permitira el cdlculo de las curvas de dispersion, es decir la relacién entre la velocidad
superficial (vs) y la frecuencia w.

5.1.5 Calculo de curvas de dispersion de velocidades superficiales de ondas
SH en términos de la matriz hibrida H (4 x 4)

Llamemos H, a la matriz H que relaciona el campo F(z) y la forma diferencial lineal A(z) en los extremos
de una capa de material « = A/B delimitada por las coordenadas zg y 2o + d, donde d es el espesor de
las capas. Para determinarla utilizaremos la expresién (3.34) que permite determinar la matriz H para
un dominio donde se conoce una base de soluciones LI. Para este caso tendremos:

Ho = U™ (20 + d,2) - [UA (20 +d.20)] (5.34)
F(z) A(z)
’Mmiwl Hm’ﬂmi@’ (5.35)

Utilizando una base de soluciones LI reducida en zg, de (5.34) tendremos que:

H - Foiq Fo2a Fo3a Fosa
¢ Agrg eFred Agg, emHFrad  Ags, ethsad Ay, emthsad
~1
. Ajia Ag2a Apza Ajsa (5.36)
Foio €F10? Fopq e7F1ad Fog, ehsed Foyo e oo d ' )

Sea H(zg, z1.) la matriz que relaciona el campo y la forma lineal en los extremos de la heteroestructura
en estudio:

| R | mn) | 28| o
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dicha matriz se calculé utilizando la regla de composicién correspondiente (3.60). Comenzando por el
extremo izquierdo de la figura 5.1 para las diferentes configuraciones tendremos que:

H(zgr,2z21) = Hp; para A—B—A; (5.38)
H(zpz) = Hp® {HA ®HB} — Hg; para A — BAB — A; (5.39)
H(zp,2) = HpQ® {HA ®H3} — H;; para A — BABAB — A; (5.40)
H(:pz) = Hp® {HA ®H5} = H; para A — BABABAB — A. (5.41)

A partir de la formulacién del problema de escape en términos de la matriz hibrida (seccién 4.1.2) podemos
plantear el siguiente sistema secular:

a1 (L)
o M811 M812 . a3(L)
O4><1 - < M521 MSQQ > GQ(R) ) (542)
as(R)
donde:
-1 0 H(zg,zr)u1 H(zg,z0)12 Foia Foza
M = . ; 5.43
St ( 0 -1 H(zr,zr)z1 H(zr,z1)2 Apia Aogza (5:43)
H(zg,21)13 H(zg,2)14 0 0 Fooa Fosa
M = : ; 5.44
S12 ( H(zgr,21)23 H(zr,2zr)24 0 0 Apa Aosa (5-44)
0 0 H(zgr,zr)s1 H(zr,z0)32 > ( Foia Foza >
M = ’ : ; 5.45
521 <0 0 H(zr,z2r)sn H(zr,20)12 Apia Aoza (5-45)
H(zgr,21)33 H(zgr,2zp)3a —1 0 Foou Fosa
M = . . 5.46
522 ( H(zg,zr)a3 H(zg,2r)asa 0 -1 Apaa Aosa (5.46)

La ecuacién secular Det [Ms] = 0 permitird el cdlculo de las curvas de dispersién, es decir la relacién
entre la velocidad superficial (vs) y la frecuencia w.

5.1.6 Resultados de los calculos numéricos

Se realizaron célculos para las configuraciones m = 3 (A-B-A), m = 5 (A-BAB-A) y m = 9 (A-
BABABAB-A) capas. Las propiedades de los materiales A y B se listan en la tabla 5.1. El espesor
de las capas es el mismo d = 0.1 mm.

Para construir las curvas de dispersién (vs vs. w) se tomaron valores de frecuencia entre 20 MHz
y 400 MHZ y para cada valor de frecuencia se determinaron aquellos valores de velocidad superficial
(vraB < vs < vrga) para los que se cumple que el médulo del determinante de la matriz secular se
anula:

Det [Ms] = 0. (5.47)

Comportamiento de la estabilidad numérica de la matriz T con el incremento de la frecuen-
cia en el calculo de velocidades superficiales

El valor absoluto del determinante de la matriz secular en términos de la matriz T fue calculado en
el intervalo vryp < vs < vrga para el sistema m = 9 (A-BABABAB-A) a las frecuencias: 20 MHz,
80 MHz y 200 MHz. Los resultados se muestran en las figuras 5.2, 5.3 y 5.4 respectivamente.
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C € € P UTH

(N/m?)  (C/m?)  (C?/Nm?)  (kg/m’) (m/s)

PZT4 (A) 256 x 102 1272 38997 x 1072 7500 2352
PZT5A (B) 2.11 x 10? 12.32 3.8175 x 10~? 7750 2265

Tabla 5.1: Propiedades de los materiales piezoeléctricos PZT4 (A) y PZT5A (B).

5 0x10™ © =20 MHz
.__\
1.5x10" - \'-\\ matriz de transferencia asociada
W
=
@ b
O 1.0x10" ™
e b
8 *
<< M
%
5.0x10" S
=
0.0 —T L S B B —
2265 2280 2295 2310 2323 2340 2355
Vs (m/s)

Figura 5.2: Determinacién de la velocidad superficial a w = 20 MHz utilizando la matriz de transferencia
asociada. Sistema m =9 (A-BABABAB-A). La velocidad asi determinada es v; = 2339.4 m/s.

10%

10

s ( Det[Ms])

m Ab

0x10%

0.0

21|

w =80 MHz
\\
‘\\. matriz de transferencia asociada
i
|
N 1
|
| .
1 \\
\.. /..'
T T T —— T 1
2260 2280 2300 2320 2340 2360
Vs (m/fs)

Figura 5.3: Determinacién de la velocidad superficial a w = 80 MHz utilizando la matriz de transferencia
asociada. Sistema m = 9 (A-BABABAB-A). Las velocidades as{ determinadas son vs = 2313.96 m/s y

vs = 2335.12 m/s.



Solucién de problemas practicos 79

2.5%10" @ = 200 MHz

2.0%10%
matriz de transferencia asoclada

1.5x107

Abs ( Det[Ms])

! LA s 1 bt s i

1 ¥ 1
2265 2305 2325 2345
Vs (mis)

Figura 5.4: Inestabilidad numérica de la matriz de transferencia asociada manifestada graficamente a
w = 200 MHz. Sistema m =9 (A-BABABAB-A).

Para 20 MHz se obtuvo vs = 2339.39 m/s asumiendo que el cero numérico estd en el orden de 108.
En este caso el valor absoluto del determinante de la matriz T(zg,zr) es 1 (|Det [T(zg,z1)]| = 1). A
80 MHz (figura 5.3) se obtuvo v, = 2313.96 m/s y vs = 2335.12 m/s asumiendo que el cero numérico
estd en el orden de 10'8. Estos valores de velocidad a 20 y 80 MHz coinciden con los reportados en [19]
vy = 2339 (20 MHz) y vy = 2314 m/s, v, = 2335 m/s (80 MHz). Sin embargo como indica la figura 5.4
a 200 MHz el método de la matriz T ya no es 1util para determinar las velocidades superficiales.

Si bien a 200 MHz la inestabilidad numérica impide la determinacién de la velocidad v,, a 80 MHz esta
parece manifestarse en el incremento significativo del valor del cero numérico (~ 10'8) con respecto al
cero numérico a 20 MHz (~ 108). A 80 MHz el orden de |Det [T(zg, 21)]| se encuentra entre 10* y 10°
y a 200 MHz entre 10%¢ y 10°3.

Calculo de velocidades superficiales utilizando el método de la matriz hibrida. Curvas de
dispersion

Las figuras 5.5 y 5.6 calculadas para 200 MHz y 400 MHz respectivamente indican que la matriz hibrida
evade la inestabilidad numérica que manifiesta la matriz T. En todos los célculos con H el cero numérico
estd en el orden de 108. Los sistemas con m =3, m =5, m =7 y m = 9 son simétricos; por tanto, los
modos de vibracion pueden ser clasificados en modos pares y modos impares. Dichas soluciones aparecen
en forma alternada. La figura 5.6 muestra los valores de velocidad v, correspondientes a la primera banda
de modos pares y a la primera banda de modos impares.

Para verificar resultados se compararon los valores de velocidad superficial obtenidos mediante el método
de la matriz H con valores reportados en [19] utilizando la técnica de descomposicién del valor singular
(SVD) combinada con una variante del método de la matriz GLobal (MMG) y escalamientos multiples,
ver tabla 5.2. A diferencia del MMG empleado en [19] cuyas matrices varfan el orden segin el nimero
de capas del sistema, la matriz H empleada en nuestros calculos es de orden 4 x 4 independientemente
del nimero de capas. Para la configuracién m = 3 (A-B-A) el orden de las matrices del MMG es 8 X 8 y
para la configuracién m = 9 (A-BABABAB-A) el orden es 32 x 32.

La similitud entre los conjuntos de velocidades obtenidas por ambos métodos (MMG) y H muestra la
capacidad del método de la matriz H para evadir el problema €2 — d con menos requerimientos formales



80 Propagacion de ondas en distintos sistemas a capas

10" A ® =200 MHz
10"

10‘.5__

10" == e

PI Y
AY

8.0x10"" I

Abs { Det[Ms])

6.0x10"" | | - matriz Hibrida
a3 | I
4.0x10" | |

2.0x10"" L)

T T T T T T T T
2260 2280 2300 2320 2340
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Figura 5.5: Determinacién de la velocidad superficial a w = 200 MHz utilizando el método de la matriz
hibrida. Sistema m = 9 (A-BABABAB-A). Las velocidades asi determinadas son vy = 2299.66 m/s,
vy = 2303.13 m/s, vs = 2308.33 m/s y vy = 2313.84 m/s.

1.6x10"" 4
@ =400 MHz
matriz hibrida

1.4x10""
% Banda de modos pares Banda de modos impares
F 1.2x107 ==
o | | |
2 1.0x10"" | | I

§ |
5.0610" |
0.0 — T T | — ‘I H T
2280 2281 2282 2283 2320 2330 2340 2350 2360
Vs (mis)

Figura 5.6: Determinacién de la velocidad superficial a w = 400 MHz utilizando el método de la matriz
hibrida. Sistema m =9 (A-BABABAB-A). Se observan la primera banda de modos pares y la primera
banda de modos impares, cada una con cuatro valores de vg.
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No. de w MMG y SVD H

capas | (MHz) vs (m/s) vs (m/s)
3 123.1 2324 2324.08
357.1 2286 2285.94

5 123.1 2313.6 2313.9
2340.5 2340.8

279.1 2292.6 2292.5

2294.5 2294.7

318.1 2343.1 2344.1

2350.7 2351.0

396.1 2330.3 2330.3

2333.6 2333.8

9 20 2339 2339.4
80 2314 2314.0

2335 2335.2

Tabla 5.2: Comparacién entre los valores de velocidad superficial de la onda TH obtenidos para diferentes
frecuencias por dos métodos tedricos diferentes: (MMG) Método de la matriz GLobal y (SVD) Técnica
de descomposicion del valor singular. (H) Método de la matriz hibrida.

2360
2350 i
2340 i .
2330 i
2320 i

2310

v, (m/s)

2300
2290

2280

Banda de modos impares

»
T

Banda de modos pares

LX)
we

—=— m=9 RN
b s s .
—i

50

I I b! I . ] ! T v I ¥ 1
200 250 300 350 400 450

o (MHz)

T T '
100 150

Figura 5.7: Curvas de dispersién para los sistemas m = 3 (A-B-A) y m = 9 (A-BABABAB-A) obtenidas
utilizando el método de la matriz hibrida. Se muestran la primera banda de modos pares y la primera

banda de modos impares.
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y de cémputo en comparaciéon con el método de la matriz Global.

La figura 5.7 muestra las curvas de dispersién para los sistemas m = 3 (A-B-A) y m = 9 (A-BABABAB-
A) obtenidas utilizando el método de la matriz hibrida. Se observan dos bandas, la primera banda de
modos pares y la primera banda de modos impares, asi como la convergencia de los modos del sistema
m = 9 hacia los modos del sistema m = 3 con el incremento de la frecuencia. Este comportamiento esta
presente en las curvas reportadas en [19].

5.2 Cristales fononicos unidimensionales: Determinacion de ban-
das prohibidas de ondas elasticas

5.2.1 Introduccion

Por cristal fondénico se entiende una heteroestructura eldstica/actstica periddica artificial que exhibe
bandas fonénicas prohibidas. Por su analogia con las bandas fotonicas prohibidas en cristales naturales
o artificiales esta propiedad de los cristales fondnicos ha sido objeto de gran atencién e investigacién
[66, 67, 68]. Las bandas eldsticas/actsticas prohibidas tienen numerosas aplicaciones potenciales en el
campo de la ingenieria tales como filtros actisticos, control del aislamiento de vibraciones, la supresion de
sonidos y el diseno de nuevos transductores.

El cristal fonénico unidimensional a analizar es el sistema estudiado en [67] mediante el método de la
matriz de transferencia asociada T. Su esquema se muestra en la figura 5.8. De acuerdo con nuestra
notacién trazamos el eje z en la direccién perpendicular a las intercaras de la heteroestructura. El sistema
estd formado por m celdas unitarias; la celda consta de dos capas (una capa hecha de material A y la otra
de material B). Denotamos con d4 el espesor de la capa de material A y con dp el espesor de la capa de
material B. El material de las capas se considera isotrépico y homogéneo de manera que las propiedades
eldsticas de estos quedan especificadas por las constantes de Lamé [41]: Ay p.

Se analizardn dos situaciones: 1) cristales fondnicos perfectamente periédicos y 2) cristales fonénicos
desordenados con el espesor d4 variando aleatoriamente en el intervalo uniformemente distribuido:

dy € [JA(1 —V/30),da(1 + \/55)} , (5.48)

donde d4 es el valor medio del espesor de las capas de material A (d4 = d4 para estructuras perfec-
tamente periédicas); 0 define como el grado de desorden del sistema. Para expresar d4 en términos de
d4 se introduce una variable aleatoria tipica uniformemente distribuida, ¢ € (0,1), entonces d 4 se puede
expresar como [67]:

dy = dy [1 +V/38(2t — 1)] . (5.49)

De acuerdo con célculos reportados en [67] el coeficiente de transmisién para el desplazamiento en la
direccién z (eje z en nuestra notacién) de una onda longitudinal que incide bajo un dngulo 6 = 40° supera
el valor 1 en determinados intervalos de frecuencia (figura 8 de [67]). Nuestro estudio de este sistema
relevara que incluso para § = 40° donde los eigenvalores son reales, la matriz T manifiesta el problema
Q —d en determinados intervalos de frecuencias y esta inestabilidad numérica puede ser la causa de valores
de coeficientes de transmisién superiores a 1. También mostraremos que esta degradacién numérica puede
ser evadida utilizando el método de la matriz hibrida o el método de la matriz de dispersién.



Solucién de problemas practicos 83

Onda

incidente 2 n-ésima celda unitaria 2

Figura 5.8: Esquema general de un cristal fonénico unidimensional.

5.2.2 Ecuacién Sturm-Liouville matricial

La ecuacion de la onda eldstica en un soélido es el resultado de la segunda ley de Newton y de la ley de

Hooke [41]:
0%u; 0%y
ey ikl N A .7 '7kal :1727 . .
P o Cijkl 02,0z (2,7, k,1) 3 (5.50)

Aqui uq, ug y ug son las componentes del desplazamiento de un punto arbitrario en el sélido; ¢;;,; son
las componentes del tensor de rigidez (tensor eldstico) y p la densidad del masa del material. Se trata de
un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas.

Para el caso de un medio isotrépico tenemos que [41]:

Cijkl = Cag = , (551)

oo >>»H
co o> >
SO O > >
coxrT oo o
oT oo oo

=NeoNoNoNe!

I

donde I" = A + 2. Se considera el medio homogéneo. La relacién entre subindices o <+ (ij) y 8 <> (ki)
se explica en el apéndice L. En lo adelante, para facilitar la comprensiéon del problema se utilizara la
notacion ug, uy, u, en lugar de uq, ug, us respectivamente y x, y, z en lugar de 1, x2, x3.

Sustituyendo (5.51) en (5.50) y planteando la solucién en la forma: i(z,y, z) = @(z) e'(F=*+ry=«t) donde
@ = [ug, uy, u;]T se obtiene el sistema de ecuaciones (ver apéndice M):

d?u,

dz?

z

d
+ ik (A + ) d_i + (pw® = Tr2 — psy) ug
—(A+ p)kgkyu, = 0; (5.52)

1
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d*u . du,
w dz2y + ik, (A + 1) - T (pw* — k2 — Tk} u,
—(p+ NEghyu, = 0; (5.53)
dPu, . du, . du,
I T + ik (1 + A) . +iky(p+ A) -
+ (,Ow2 — pKZ — /M@Q/) u, = 0. (5.54)

Como los medios que tratamos son isotrépicos podemos seleccionar el vector de onda K = (K, ky) como
R = (0, ky) sin perder generalidad. Entonces se puede verificar directamente que el sistema de ecuaciones
(5.52)-(5.54) se desacopla en una ecuacién independiente para la componente u, y en el sistema de dos
ecuaciones acopladas:

d?u, U, 9 9

P T iky (A + ) —+ (pw* —=Tr))u, = 0 (5.55)
d*u, d

Pd—:Q +iky (A + ) % + (pw® — i) u, = 0. (5.56)

Este sistema de ecuaciones puede ser escrito en la forma Sturm-Liouville matricial:

d*F(z)
B. 2\
dz2

dF(z)
dz

+(P+Y)- +W.F(z) = o0, (5.57)

donde el campo F(z) se conforma de las componentes del desplazamiento u,(z) y u.(2):

_ Uy (2)
F(z) = [ . () } ; (5.58)
y los coeficientes matriciales son:
_ ([ r 0.
B = ( 0T ), (5.59)
. 0 myp \ .
P =i ( KA 0 ) ; (5.60)
. 0 KyX ).
Y = z( kgt 0 ) ; (5.61)
w o= (Ta 0 ), (5.62)
0 wugp )’ '

w\? /T

— + f/q/2; v = —; 5.63

qL <UL> Y L P) ( )
w\? m

gr = + () —/{3; v =4[ = (5.64)

vr p
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Aqui vy, y vr denotan la velocidad de las ondas longitudinales y transversales respectivamente. Tratamos
con un problema de ondas eldsticas sagitales cuya amplitud de vibracién viene dada por (5.58).
Las soluciones LI del sistema diferencial (5.57) se pueden plantear en la forma de exponenciales:

Yoy | gikz (5.65)

F(z) o,

y obtenemos el siguiente Problema Cuadritico de Eigenvalores (QEP):

(~FB+ik(P+Y)+ W) | " | = 0z, (5.66)
0z
o lo que es igual:
k2 u+Tq2  —kky,(A+p) | | uoy
. = 09x1, 5.67
—kiy(A+p)  —KT+pgq | | uo- 2x1 (5.67)

cuyas soluciones resultan en los eigenvalores k; y las correspondientes eigenfunciones Fy(z). Como la
matriz B es regular (Det [B] # 0) tendremos un conjunto de eigenvalores K = {k¢, ¢ = 1,2,3,4} y las
correspondientes eigenfunciones:

UQy,L

FK(Z) - U0z,

ethez, (5.68)

Los eigenvalores del QEP resultan: k1 = +qr, k2 = —qr., k3 = +qr, ka = —qr.

Al igual que en la referencia [67] trabajaremos con la coordenada adimensional ¢ = z/d4. Ello implica
que las expresiones de ¢r v gz, deben multiplicarse por d4 para que los argumentos exponenciales iky =
permanezcan adimensionales. Denotemos con ¢4, ¢} y m; las expresiones adimensionales de qr, qr y Ky
respectivamente:

@ =+ Q) w5 (5.69)
dr = +J(Qr)?—r2 5.70)
Ky = kyda, (5.71)
donde hemos definido las frecuencias adimensionales: Q7 = % y Qp = wda  Considerando la homo-

geneidad de la ESLM (5.57) y las expresiones de sus coeficientes matricialesT(5.59)-(5.62), definimos los
coeficientes de Lamé adimensionales: p' = p/(pavZ,), N = A/ (pavZ,) and IV = I'/(pav2,). Como
indica el subindice, la densidad p4 y la velocidad transversal vy 4 corresponden a una capa de material
A. Para efectos de adimensionalizar los coeficientes de Lamé obviamente se pueden utilizar también la
densidad y la velocidad transversal correspondientes a una capa de material B.

En téminos de pardmetros adimensionales las eigenfunciones correspondientes a +q7, —q¢7, +¢4, —¢r

pueden seleccionarse asi:

! Vi
Fo(e) = | 5 |emie F2<5)=\ i, (5.72)
qr, ar,
_I . ! .7
Fy(e) =| 7 [ 5 Fy(g) = | 1T [emidis, (5.73)
) Yy

Las formas lineales A,(§) correspondientes a cada F,(€) son:

2q;, Ky p'

/ / /
3 ) _2qL K/y M @—“1}45
e AR ’

Al(g) =1 eiq/Lé ; A2(£) =i q/L2 I+ H{gz/\/ (5'74)
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—(QIQ—I%IQ)MI o, —(q/Q—H/2>u/ .,
As(€) =i Ty e A4(E) =i TRy JH e (5.75)
21" Ky qp =21’ Ky, qp
Las componentes del desplazamiento u,(§) y u.(§) pueden expresarse asi:
F©) = | ) ‘ —a Fi() +ay Fa(€) + aF Fa(6) +a; Fa(6), (5.76)

donde el coeficiente a;‘ / a, corresponde a la onda-P (longitudinal) que se propaga hacia la derecha/izquierda
en cualquiera de los dominios de la heteroestructura y de forma andloga para la onda-S (transversal) que
se propaga hacia la derecha/izquierda tenemos a /a; . La forma diferencial lineal correspondiente a F(&)
resulta:

A(§) = af Ai(§) +a, As(&)+al As(€) +a; Ayl (5.77)

Se puede verificar que las componentes adimensionales del desplazamiento y la tensién, expresadas en la
referencia [67], corresponden con las componentes de F(§) y A(§) respectivamente.

Como se indicé anteriormente, la heteroestructura que se analiza estd compuesta de dos tipos de material
(A y B) y a esto agregamos que se encuentra empalmada en sus extremos (izquierdo y derecho) a un
sélido semi-infinito de material A [67]. Denotaremos con L/R al dominio externo izquierdo/derecho de
la heteroestructura. Se utilizard el subindice A/B para indicar el material con el que se trabaja.

Se considera que por el extremo izquierdo de la heteroestructura incide una onda-P bajo un angulo 6,
entonces:

12 12 A . .
Ky = Kya = sinf = Qp 4sinf. 5.78
y yA T, A LA ( )

Utilicemos la frecuencia adimensional €27 4 para expresar también:
qra = Qpacos0; (5.79)

2
dry = QLA\/(“LA) — sin? 6. (5.80)
UTA

2
Gp = QLA\/<ULA> — sin” 6; (5.81)
VLB

2
dog = QLA\/<ULA> — sin?6. (5.82)
UTB

Por su parte, los coeficientes adimensionales de Lamé resultan:

py =1 Iy =via/v7a =T =20y
(5.83)
Wy = ppvzp/(pavia) T =ppvip/(pavia) Np=Tp —2up.
En lo adelante para simplificar las expresiones haremos uso de las eigenfunciones (5.72)-(5.73) y de las
formas lineales (5.74)-(5.75) en forma compacta:

Foo (5) = Fora e'hta 6;
Afoz (g) = AOéoz eik[a 5; (584)
0=1,2,3,4.

Aqui @« = A 0 a = B segun el material del medio en el que se trabaja y aplica a los pardmetros que se
han adimensionalizado. Definamos una base reducida en la coordenada &g, es decir:

Fro(§) = Fop e 80

Aéa (g) = AOZ@ eikm (£7£O)~ (585)
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5.2.3 Condiciones de contorno

De acuerdo con el planteamiento del problema, se considera que la onda incidente es longitudinal (una
onda-P) e incide desde el dominio L bajo cierto dngulo 6 respecto de la normal a las intercaras de la
heteroestructura, ver figura 5.8. Como resultado se tendra onda incidente y onda reflejada en L y solo
onda transmitida (saliendo de la heteroestructura) en R.

Utilizando una base reducida en ¢, = 2z /d4 para el dominio L tendremos que:

+
- P
Alr) = = a;(L) Aoia t+a, (L) Ao2a +a; (L) Aoaa. (5.86)
Utilizando una base reducida en £g = zr/d4 para el dominio R tendremos que:

= =a!(R)Foia + a (R) Fosa;
A(¢r) = =a;(R)Apa+af(R) Apza. (5.87)

=

Iy

2
|
I

De (5.72) y (5.73) tenemos que:

K//

Foia = ’ ol (5.88)
dra
q/

Fosa = ’ o (5.89)
Y

Luego, el coeficiente de transmisién en la direccién z para la onda longitudinal (onda-P) vendrd dado
por:
af (R
tcpz = i( ); (590)
ap (L)

y el coeficiente de transmisién en la direccién z para la onda transversal (onda-S):

af(R) &, a

S

L _aR) Ky at(R)
T ) (1)

tan 6. (5.91)

Las respectivas transmitancias seran: |tcpz|2 y |tcsz\2. Llamaremos transmitancia total en la direccién z
2 2
a la suma |tcp.|? + [tesz]?.

En lo adelante se utilizaran bases de soluciones LI reducidas para que las matrices de trabajo resulten en
términos del espesor adimensional de las capas, (4 = da/d4 para las capas de material A y (g = dp/d4
para las capas de material B. De (5.49) tenemos que: (4 =1+ \/3(5(275 —1). Esta expresién para (4 fue
establecida en [67] al igual que el valor (5 = 0.5.

5.2.4 Calculo de la transmitancia en términos de la matrix de transferencia
asociada T (4 x 4)

Llamemos T, a la matriz T que relaciona el campo F(§) y la forma diferencial lineal A(£) en los
extremos de una capa de material « = A/B. Para determinarla utilizaremos la expresién (3.7) que
permite determinar la matriz T en un dominio donde se conoce una base de soluciones LI. Para este caso
tendremos:

T, = Qa(g) . Qa(g())_l; (592)

’ F(¢) ‘ _ Ta.‘ F(&) ’ (5.93)
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Considérese que & es la coordenada del extremo izquierdo de la capa y que £ = &y + (,, donde (, es el
espesor de la capa de material & = A/B. Utilizando una base de soluciones LI reducida en &y (5.85) en
(5.92) tendremos que:
T Foio €120 % Fog, e7iale  Fog, eifrale Foy e7rala

o Ay €900 % Agg, e ata Ay, €1TaSe  Agy, e 19Ta o

-1
Foio Fo2a Fosa Fosa
. . 5.94
( AOla AO2a A()Sa A()4a ( )
La primera matriz de este producto se puede descomponer asi:
e'a Co 0 0 0

Foia Fo2a Foza Foaa ) 0 Lo G 0 0 (5.95)

Aoia Ao2a Aoza Aota 0 0 €97 Co 0 ' '

0 0 0 e~ T Co

de manera que se puede comprobar directamente que Det [T,] = 1.

Sea T(¢g, &) la matriz que relaciona el campo y la forma diferencial lineal en los extremos de la hetero-
estructura en estudio:

‘ F(fR) F(fL) , (5.96)

A(&r) ‘ = Tr:80)- ’ A(¢r)

dicha matriz se calculé utilizando la regla de composicién correspondiente (3.13). Comenzando por el
extremo izquierdo de la figura 5.8 para la primera celda unitaria (cu) de la heteroestructura tendremos
que:

Tcu - TB . TA7 (597)
luego para dos celdas unitarias tendremos que:
T2cu = Tcu : Tcua (598)

para tres celdas unitarias:
T3eu = Tew - Tocu, (599)

y asi sucesivamente, entonces si la heteroestructura se compone de m celdas unitarias tendremos:

T(§R7 gL) = Tcu : T(m—l)cu~ (5100)

Sustituyendo (5.86) y (5.87) en (5.96) después de un poco de algebra sencilla se obtiene que:

ag ay _ _ ) -1 ] 01A
a;’,‘(R)/a;(L) [Ml T(gRagL) M2} T(vafL) AOIA 9 (5101)
af(R)/a}f (L)
donde:
O2x1 O2x1 Foia Foza
M, = ; 5.102
! ( 0251 O2x1 Aoia Aogsa ) ’ ( )
Fooa Fosa 0O2x1 0241
M, = . 5.103
2 ( Ap2a Apsa 02x1 021 > ( )

De la ecuacién anterior se obtiene af (R)/a;} (L) y af (R)/a,} (L) y con ellas se calculan los coeficientes de

transmisién dados por (5.90) y (5.91) y a partir de estos las transmitancias correspondientes.
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5.2.5 Calculo de la transmitancia en términos de la matrix hibrida H (4 x 4)

Llamemos H, a la matriz H que relaciona el campo F(§) y la forma diferencial lineal A (&) en los
extremos de una capa de material « = A/B. Para determinarla utilizaremos la expresién (3.34) que
permite determinar la matriz H en un dominio donde se conoce una base de soluciones LI. Para este caso
tendremos:

H, = UPA(&,&) - [UA(6,60)] (5.104)
Féo) |« | A%)
‘A({) ‘ = H, ’ F(f) ‘ (5.105)

Considérese que &, es la coordenada del extremo izquierdo de la capa y que & = &y + (,, donde (, es el
espesor de la capa de material o = A/B. Utilizando una base de soluciones LI reducida en &y (5.85) en
(5.104) tendremos que:

Foia Foaq Fo3a Fosa
Ha = 3 ’ < —i ’ < i ’ < — ’ <
Agra €"Ee e Aggy €7 "ot Agg, eTabe Agy, e 7o be
—1
Ajia Apaq Apza Apsa (5.106)
. .7 A - ! - ! . .
Fo1, €'9ra Ca Fpao € "L Ca Fo3, €170 Ca Fpip € 17 Ca

Sea H(&g, &) la matriz que relaciona el campo y la forma diferencial lineal en los extremos de la hete-
roestructura en estudio:
A(&L)

‘ A(é;)) ‘ =H(¢r, L) ’ F(¢r)

dicha matriz se calculé utilizando la regla de composicién correspondiente (3.60). Comenzando por el
extremo izquierdo de la figura 5.8 para la primera celda unitaria (cu) de la heteroestructura tendremos
que:

, (5.107)

H., =Hp Q) Ha, (5.108)
luego para dos celdas unitarias tendremos que:
H2cu = ch ® ch> (5109)
para tres celdas unitarias:
H3cu = ch ® H20u7 (5110)
y asi sucesivamente, entonces si la heteroestructura se compone de m celdas unitarias tendremos:
H(&Ra €L) =H, ® H(mfl)cu- (5.111)

Sustituyendo (5.86) y (5.87) en (5.107), después de un poco de algebra sencilla se obtiene que:

a;(L)/a,i(L)
ag (L)/ay (L) _ -1 Apia Fo1a
af(R)/af (L) | [M; — H(¢R, &) - Ma] ™ - S H(ER, €L) - onr = oat |t (5.112)
af (R)/a; (L)
donde:
Fooa Fosa 0O2x1 02x1
M, — : 5.113
! < 0251 O2x1 Aoia Aogsa > ( )
Ap2a Apsa 0O2x1 02y
M, = . 5.114
2 < 02x1 02x1 Foia Fosa > ( )

De la ecuacién anterior se obtiene af (R)/a;} (L) y af (R)/a,}f (L) y con ellas se calculan los coeficientes de

transmisién dados por (5.90) y (5.91) y a partir de estos las transmitancias correspondientes.
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5.2.6 Calculo de la transmitancia en términos de una matrix de dispersiéon S
(4 x 4)

Para el cdlculo de la matriz de dispersién se hizo uso de la expresién (3.50) que relaciona a esta matriz
con la matriz hibrida. Para este problema determinamos primero la matriz de dispersién que relaciona
coeficientes a ambos lados de una capa B y que denotamos S(A; A). Para ello consideramos el conjunto
de capas A-B-A donde de acuerdo con la expresién (3.50) el dominio interno M es ahora una capa de
material B, y por ende el dominio L/R es la capa de material A a su izquierda/derecha.

Como primer paso se aplicé la expresién (5.106) a la capa de material B:

H Fois Fozp Fosp Fosn
b Aoip €L5S8  Agyp e MLECE  Aggp rECE Agyp e s (o

1
_ AoiB Ao Aoz AuB (5.115)
Foip €085 Foyp e 1188 Fozp 9788 Foyp e 978 o ' ‘

Las matrices Q(L : z1) y Q(R : zgr) cuyas particiones intervienen en (3.50) se construyeron utilizando
una base reducida en la coordenada izquierda de las capas de material A, resultando:

Foia €944 Fogg e9ra¢a Fopy e 0aCa Fogy e 9raa
Agra €044 Mgy eraCa Agyy e 10aCh Agyy e irata

QL:z) = ( ); (5.116)

Foia Foza Fooa Fouau
R: = . 5.117
QR :zp) ( Aopia Aosa Ac2a Aosa ) ( )

Las expresiones (5.115)-(5.117) fueron sustituidas en (3.50) para obtener la matriz de dispersién S(A;A).

Consideremos toda la heteroestructura de manera que ahora el dominio interno M contiene todas las
capas de esta y S(R;L) es la matriz de dispersién que relaciona los coeficientes en el dominio externo R
con los coeficientes en el dominio externo L:

a; at

S0 | - gy | D -
af (R) - ’ a, (R) |’ )
af (R) ag (R)

Esta matriz se calculd a partir de la matriz S(A; A) aplicando la regla de composicién correspondiente
(3.67). Comenzando por el extremo izquierdo de la figura 5.8. Para un sistema de dos celdas unitarias
tendremos que:

S(R;L) =S(A;A)s =S(A;A) ® S(A; A), (5.119)
para un sistema de tres celdas unitarias:
S(R;L) =S(A;A)s = S(A;A) ® S(A; A),, (5.120)

y asi sucesivamente, entonces si la heteroestructura se compone de m celdas unitarias tendremos:
S(R;L) =S(A;A) @ S(A;A)j—1. (5.121)

De acuerdo con las condiciones de contorno establecidas, los coeficientes af (L), a,, (R) y ag (R) son nulos.
Sustituyendo estos valores en (5.118) tenemos que:

Z{ii{; — S(R:L)s; (5.122)
o) _ S(R;L)a;. (5.123)
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Con este resultado calculamos los coeficientes de transmisién de nuestro interés, expresados en (5.90) y
(5.91). Aqui y en lo adelante, con S(R;L);; denotamos el elemento matricial de fila ¢ y columna j en la
matriz S(R;L).

5.2.7 Resultado de los calculos numéricos

El sistema estudiado consta de m = 18 celdas unitarias (36 capas) y los datos de este vienen dados en
[67]. Los pardmetros eldsticos y las velocidades de fase utilizadas en el cdlculo son: ps4 = 11.4 x 103
kg/m3, pp = 1.2 x 10® kg/m?, vp4 = 2160 m/s, v, = 2830 m/s, vra = 860 m/s, vrp = 1160 m/s,
respectivamente. Como se comenté anteriormente el espesor de las capas que conforman la celda unitaria
estd normalizado: (4 = 1+ \/35(215 — 1) y {g = 0.5. En nuestros célculos consideraremos un cristal
fondnico perfectamente periédico u ordenado (6 = 0) y un cristal fonénico desordenado con ¢ = 0.05.

Obtencién de bandas prohibidas de ondas elasticas

Para verificar la validez de nuestras matrices se consideraron dos situaciones: 1) La propagacién de una
onda P y una onda S a través de un cristal fonénico ordenado a incidencia normal (§ = 0) y 2) Una onda
P que incide bajo un dngulo 8 = 40° en un sistema ordenado (§ = 0.0) y en un sistema desordenado
(6 = 0.05). Para ambas situaciones determinamos los intervalos de bandas prohibidas con ayuda del
factor de localizacién (IN-ésimo exponente de Lyapunov) [69, 70] . Este pardmetro ha sido utilizado para
caracterizar la estructura de bandas tanto en cristales fonénicos ordenados como en cristales fondénicos
desordenados (incluyendo los cuasiperiddicos) [67, 70, 71, 72]. Nuestros resultados fueron comparados
con los reportados en [67].

Las expresiones para el calculo del factor de localizacién en términos de la matriz T y en términos de la
matriz de dispersién S se encuentran en el apéndice N.

La figura 5.9 muestra el comportamiento del factor de localizaciéon (FL) en funcién de la frecuencia
adimensional Q4 = igﬁ para una onda P y para una onda S que se propaga en la direccién normal a las
intercaras del sistema a capas. En este caso, para calular el FL se utilizaron las expresiones (N.9) y (N.5)
en términos de la matriz T y la matriz S, respectivamente. Debido a que el niimero de celdas unitarias (o
iteraciones) debe ser suficientemente grande para obtener valores estables del FL, se utilizaron m = 10000
iteraciones en la ecuacién (N.9) y m = 200 en (N.5). Como se observa en la figura 5.9 el FL obtenido por

ambos algoritmos es idéntico.

De acuerdo con la definicién del Factor de localizacién, si su valor es cero, los correspondiente inter-
valos de frecuencia son conocidos como bandas de paso (passbands, en inglés); por otra parte, si su
valor es positivo, los intervalos son bandas prohibidas (band gaps, en inglés). Los intervalos de ban-
das prohibidas obtenidos (en la fig.5.9) fueron comparados con los reportados en [67] como resultado
de utilizar una matriz T. Comparando se tiene que (nuestro intervalo)/(banda prohibida reportada):
(1.125, 2.970)/(1.11, 2.986) para la onda Py, (0.458, 1.185)/(0.45, 1.21), (1.395, 2.303)/(1.35, 2.30),
(2.543, 3.098)/(2.51, 3.11) y (3.480, 3.735)/(3.48, 3.76) para la onda S. Ambos conjuntos de bandas
prohibidas concuerdan muy bien.

La figura 5.10 muestra el FL para una onda P que incide bajo un dngulo 6 = 40° en cristales fondnicos
ordenados y desordenados. En este caso (N = 2) se utilizaron las ecuaciones (N.8) y (N.5) para calcular
el FL en términos de la matriz T y la matriz S, respectivamente. Se consideraron los mismos valores de
m que en el caso de incidencia normal. Como se puede apreciar, los valores del FL obtenidos mediante
ambos algoritmos para el sistema ordenado son idénticos y predicen los mismos intervalos de bandas
prohibidas.

El espectro de transmitancia para un cristal fonénico ordenado (6 = 0.0) compuesto de m = 18 celdas
unitarias se presenta en la figura 5.11 para una onda tipo P que incide bajo el dngulo § = 40°. Este
espectro fue calculado utilizando la matriz hibrida H, la matriz de dispersién S y el método de la matriz
Global, este ultimo involucra una matriz de orden 144 x 148 construida siguiendo el procedimiento descrito
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+ S wave (matriz T')

S wave (matriz 8§ )
204 + P wave (matriz T )
—0— P wave {maltriz § )

Factor de Localizacion

! i .';'V
szL.-\ BV

Figura 5.9: Factor de localizacién de ondas P y S que se propagan en la direccién normal en un cristal
fonénico ordenado.

&=0.0 (matriz §)
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Figura 5.10: Factor de localizacién de una onda P que incide bajo un angulo de 40° en un cristal fonénico
ordenado (§ = 0.0) y en uno desordenado (§ = 0.05). El célculo fue realizado utilizando la matriz de
dispersion S y la matriz de transferencia asociada T.
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1.0 £=0.0 matriz MG (144 x 148)
. m=18 - -~ - matriz § (4 x 4)
= -===matrizH (4x4)
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Figura 5.11: Coincidencia de los espectros de transmitancia calculados utilizando la matriz hibrida (H),
la matriz de dispersién (S) y una matriz Global (MG). Sistema ordenado compuesto de m = 18 celdas
unitarias. La onda P incide bajo un dngulo 6 = 40°.

en [8]. Se verificé que las bandas prohibidas predichas por estos tres métodos coinciden y que la figura
5.11 predice las mismas bandas prohibidas que el factor de localizacién en la figura 5.10 para el sistema
ordenado.

Para el cristal fonénico desordenado (6 = 0.05), las bandas prohibidas predichas en las figuras 5.10 y 5.12
también responden al mismo patréon. Ademds, se puede verificar que la figura 5.10 es la misma que la
figura 9 de la referencia [67], donde el Factor de localizacién fue calculado para el mismo caso, utilizando
la matriz T.

Analisis de la estabilidad numérica de la matriz T.

En esta seccién se mostrard como la inestabilidad numérica de la matriz T afecta las curvas de trans-
mitancia calculadas a partir de esta matriz. Como consecuencia los intervalos de bandas prohibidas
mostrados por estas curvas pueden no coincidir con los predichos por el Lactor de localizacién.

Comportamiento de la estabilidad numérica de la matriz T con el incremento del niimero
de capas del cristal fondnico.

Considérese una onda P que incide bajo un dngulo 8 = 40° en un cristal fonénico ordenado. Bajo este
angulo de incidencia los eigenvalores del QEP +qr, v £¢7r son reales. La figura 5.13 muestra que para el
sistema compuesto por 10 celdas unitarias (m = 10) el determinante de T es igual o muy préximo a 1
(no hay degradacién numeérica) y los valores de transmitancia calculados a partir de las matrices S, H y
T coinciden.

Sin embargo, si se incrementa el nimero de capas a 36 (m = 18 celdas unitarias) se obtiene que, para
algunos intervalos de frecuencia, el espectro de transmitancia calculado a partir de la matriz T difiere
significativamente del obtenido a partir de las matrices S y H, como se muestra en la figura 5.14. Este com-
portamiento, caracterizado por valores inaceptables de transmitancia, es consecuencia de la degradacién

numérica (problema 2 — d) de la matriz T. En este caso el determinante de T alcanza valores del orden
de 10%4.

Nétese que en este caso la inestabilidad numérica de la matriz T no se debe al incremento de la frecuencia
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Figura 5.12: Espectro de transmitancia de una onda P que incide bajo un dngulo 6 = 40° en un cristal
fonénico desordenado (m = 18), calculado utilizando la matriz de dispersién (S).

adimensional Q74 = % como suele suceder cuando los eigenvalores del QEP son complejos. Si los
eigenvalores son reales se puede comprobar, sustituyendo en (5.94) las expresiones correspondientes, que
los elementos de T, se componen de sumas algebraicas que contienen dos funciones trigonométricas del

conjunto: cos (¢7,,Ca), sin (¢7,,¢a), cos (¢4, Ca) ¥ sin (¢}, Ca), por ejemplo:

Kl €08 (410 Ca) Na + €08 (@ a) ha @rg i [k, 510 (¢} oCa) Ma — sin (¢ Ca) Ga Tra

4 T 15 =
/ / K al2 7 /
Ky Na + ha a7, Ky Yo+ Ma 1,

g=2qy ki h= q,° T + H;Q)\/;
ot (a2 2 (5.124)
= 4qp y/J' m=\4r K}y o

En este caso, hay valores de frecuencia para los cuales los elementos de la matriz T(zg,z1) de toda
la heteroestructura, resultante del producto de las matrices de sus subceldas, crecen significativamente
a medida que crece el nimero de matrices involucradas en el producto. Asi, para tales frecuencias,
los errores de redondeo se acumulan con el incremento del niimero de subceldas y el problema 2 — d se
manifiesta. Algunos intervalos de bandas prohibidas mostrados en el espectro de transmitancias calculado
a partir de T (en la figura 5.14) no coinciden con los predichos por el factor de localizacién en la figura
5.10.

Comportamiento de la estabilidad numérica de la matriz T con el incremento de la frecuen-
cia y el angulo de incidencia

El comportamiento tipico de la inestabilidad numérica de T se muestra en la figura 5.15, la cual corres-
ponde a la transmitancia de una onda P incidente bajo un dngulo 8 = 70° y que se propaga a través del
cristal fonénico ordenado con m = 10, antes analizado para 6 = 40°. Para 6 = 70° los eigenvalores del
QEP, +¢q;, g son imaginarios puros y en los elementos de T aparecen sumas de exponenciales crecientes y
decrecientes cuyo valor neto crece exponencialmente con el incremento de la frecuencia. Por tanto, para
dngulos relativamente grandes (6 > 50°) la acumulacién de los errores de redondeo se ve favorecida por
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Figura 5.13: Espectro de transmitancia de una onda P que incide bajo un dngulo # = 40° en un cristal
fonénico ordenado con m = 10, calculado utilizando tres matrices: la matriz de dispersién (S), la matriz
de transferencia asociada (T) y la matriz hibrida H. Se incluye el determinante de T.

1E22 y*

Y ! I‘ 5=0.0 matriz §

1E12 id m=18 .
.i.!: i i. ---- matriz H

1E7 Bl

Transmitancia total en la direccion z

Figura 5.14: Espectro de transmitancia de una onda P que incide bajo un dngulo 8 = 40° en un cristal
fonénico ordenado con m = 18, calculado utilizando tres matrices: la matriz de dispersién (S), la matriz
de transferencia asociada (T) y la matriz hibrida H. La degradacién numérica de la matriz (T) se
manifiesta en algunos intervalos de frecuencia.
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Figura 5.15: Espectro de transmitancia de una onda P que incide bajo un angulo § = 70° en un cristal
fonénico ordenado con m = 10, calculado utilizando la matriz de dispersion (S) y la matriz de transferencia
asociada (T). Se observa la usual degradacién numérica de la matriz (T).

el incremento de la frecuencia y la manifestacién del problema 2 — d resulta més probable. En este caso,
el determinante de T alcanza valores del orden de 10%%.

Recordamos que la matriz T es unica para una ESLM dada (en este caso la ecuacién que describe la
propagacién de una onda eldstica sagital en un medio isotrépico y homogéneo) de manera que cualquier
matriz de transferencia T derivada de la misma ecuacién de movimiento puede ser vulnerable al problema
Q — d tanto para eigenvalores reales como para eigenvalores complejos como se muestra en la figura 5.14
y en la figura 5.15 respectivamente. Consideramos que esta degradacién numérica también puede estar
presente en la figura 8 de la referencia [67] donde también se estudia la propagacién de la onda eldstica
sagital en los mismos cristales fonénicos y se reportan coeficientes de transmisién con valores superiores
al.

Noétese que la inestabilidad numérica de la matrix T afecta el célculo de los espectros de transmitancia
en los sistemas compuestos por 18 celdas unitarias. Sin embargo esto no sucede en el célculo del Factor
de localizaciéon como muestran las figuras 5.9 y 5.10 donde se consideran 10000 celdas unitarias. Conside-
ramos que esto se debe al proceso de orthonormalizacién de los vectores de estado, aplicado después de
cada iteracién en el algoritmo de Wolf. Como se explica en [70], la orthonormalizacién previene que la
norma de los vectores crezca indefinidamente y permite que los resultados del cédlculo converjan a un
valor asintético. De esta forma se previene la acumulacion de errores de redondeo en cada iteracién y se
logra evadir el problema 2 — d.

5.3 Cristales foténicos de Silicio poroso: Dispersion de ondas
electromagnéticas

5.3.1 Introduccion
Los cristales foténicos son arreglos periédicos de materiales dieléctricos que tienen bandas fotdnicas

prohibidas similares a las bandas electrdnicas de los crystales sélidos [73]. Se ha demostrado que el Silicio
poroso es un excelente material para fabricar cristales foténicos tales como espejos de Bragg dieléctricos y
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microcavidades Fabry-Pérot, entre otros [74, 75, 76, 77]. En esta seccién se realizan célculos de reflectancia
para dos cristales foténicos en base a Silicio poroso: una microcavidad Fabry-Pérot y un espejo foténico
de Silicio poroso (EFSP); en ambos casos se consideraran las pérdidas por conductividad.

Para abordar dichos sistemas primeramente se obtuvo la Ecuacién Sturm-Liouville Matricial para el
caso de un sistema anisotrépico lineal a capas en el que se consideran las pérdidas por conductividad.
Estos resultados permitieron calcular el espectro de reflectancia en la microcavidad Fabry-Pérot y veri-
ficar la validez de nuestra fomulacién al comprobar la correspondencia entre los resultados del calculo y
mediciones experimentales reportadas [78]. Con el EFSP (sistema isotrdpico) se verificaron predicciones
tedricas y se pudo mostrar la inestabilidad numérica (problema Q — d) que manifiesta la matriz de trans-
ferencia asociada a bajas longitudes de onda donde la absorbcién del Silicio poroso es fuerte. En presencia
de dicha degradacién numérica se muestra la diferencia en los espectros obtenidos a partir de la matriz
hibrida (numéricamente estable) y la matriz T.

5.3.2 Ecuacién Sturm-Liouville Matricial. Propagacion de OEM en sistemas
anisotrépicos lineales multicapas

En esta seccién se obtiene la ESLM para un sistema anisotrépico lineal a capas, el caso del medio isotrépico
serd un caso particular de este.

Considérese un sistema amsotroplco lineal a capas. La hneahdad 81gn1ﬁca que se trabajard con las
relaciones constitutivas: —ef)-E, H=0pF -Byj= (F) E. Los vectores E and H son
la intensidad del campo electrlco y magnético respectivamente, D es el desplazamiento eléctrico, B la
densidad de flujo magnético y j j el vector densidad de corriente eléctrica. El tensor permitividad se denoté
mediante € y ¥ representa el inverso del tensor permeabilidad magnética fi. Por su parte & denota el
tensor conductividad eléctrica.

Se asume que las heteroestructuras tienen geometria planar. Entonces los tensores dependientes de la
posicién &, ¥ y 6 (que ademds son simétricos) dependerdn solamente de la coordenada z y las componentes
de los vectores E, B and H pueden ser expresadas en la forma:

0 OV, ,
En(7)t) = (JO + —gt ) = Epy(2) ellmmtray=eh), (5.125)
B, (7,t) Z Z emjn —_ = B (2) ei(“g”“?y*“t); (5.126)
7 a¢7b i(k1T+roy—wt)
=3 3N e gt = Hplz) eltotray=et), (5.127)
7 s n f)ms
donde _

Gy = thy(2) Tyl = 0,1,2,3, (5.128)

Aqui 99 es el potencial escalar, 117 = (11,12,13) es el potencial vector y w es la frecuencia. Aqui y
en lo adelante los subindices (s, j, m,n) toman valores de 1 a 3 y las coordenadas x1, x2, x3 representan
las coordenadas z,y, z respectivamente. Se ha utilizado un simbolo Levi-Cevita e,,j, para expresar el
producto vectorial en (5.126) y (5.127).

Con ayuda de las expresiones (5.125)-(5.128) podemos escribir la ley de Ampeére en la forma de ecuaciones
diferenciales parciales escalares:

Zzemm m(7?) +szenm )=0; n=1,2,3, (5.129)

m

donde el elemento tensorial €,,, = €nm + z”w y generalmente se le llama permitividad compleja. Por
medio las relaciones (5.125) y (5.127) el sistema de ecuaciones (5.129) puede ser expresado solamente
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en términos de las componentes del campo eléctrico. Ademads, dicho sistema puede ser reducido a dos
ecuaciones, por ejemplo en términos de las componentes transversales F1 and F5. Para esto se determiné
la componente E3 a partir de la tercera ecuacién (n = 3) en (5.129) en la forma (apéndice O):

C dBE(:) G dBs(2)Cy Ci Cs
Bs) === =6 T L G El()cl Ea(2) &

(5.130)

y se sustituy6é F5(2) en las ecuaciones dadas para n = 1,2. Después de un trabajo algebraico largo pero
sencillo, el sistema de ecuaciones (5.129) puede ser transformado en un sistema Sturm-Liouville Matricial
para las incégnitas E; and Fjs:

d dE,(z)
2 |P T

dE,(z)
dz

+ Py, E,(z )} +Y, + Wy, Ep(2) =05 v,n=1,2, (5.131)

con los coeficientes matriciales:

B(z) = ; (5.132)

M Cs C (. CaCs\ ]
i (P = 525) =i 52)

P(z) = : (5.133)
<V13f€2 + & C4> 1 (791351 — 7&‘0105)

i i (92352 - 0207104) (Vlgng + &3 C4> |
Y(z) = ; (5.134)
) i (VQsm + G Cs) i (ﬁlgm . %)
(- 8) (e se)
W(2) = : (5.135)

(era) (o)

Las componentes del campo magnético H en términos de las componentes F; y E5 y las expresiones para
los pardmetros C; a Cy vienen dadas en el apéndice O.

Para una capa homogénea las soluciones LI del sistema de ecuaciones diferenciales (5.131) pueden ser
expresadas por medio de exponenciales [36], [37]:

D —’EOl ez (5.136)

Er(z) = Loz

y obtenemos el siguiente problema cuadratico de eigenvalores (QEP):

Loy

B | =021, (5.137)

(=k’B+ik(P+Y)+ W) - ‘

cuyas soluciones resultan en los eigenvalores k; y las correspondientes eigenfunciones ETe(Z). Si la
matriz B es regular (Det [B] # 0) tenemos un conjunto de eigenvalores K = {k¢,¢ = 1,2,3,4} y sus
correspondientes eigenfunciones:
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Er(z) = ‘ | gtker (5.138)

02,6

Por otra parte, dado que B es hermitica, P + Y es antihermitica y W es hermitica, se cumple la
hermiticidad formal del operador Sturm-Liouville matricial L y los eigenvalores cumplen la propiedad
general: pueden ser reales o formar pares del tipo (k¢; k}).

Finalmente, el campo eléctrico transversal ET(Z), solucién de la ecuacién (5.131) puede ser expresado
mediante la cominacién lineal:

I

4
Br) = | 2 | - S Bt (5.139)

donde a1, as,as,as es un conjunto de coeficientes de expansion.

Como sabemos la forma lineal asociada al operador diferencial L(z) es continua para todo z a lo largo de
la heteroestructura. En (5.131) la forma diferencial lineal se expresa como:

dE,(z
A, (2) = By d"; ) + Py Ep(2); vm=1,2, (5.140)
y su célculo conduce a A1(z) = —iwHs(z) y Aa(2) = iwH;(z) lo que significa continuidad de las compo-

nentes tangenciales del campo magnético.

Noétese que para un medio anisotrépico no conductor 6 = 0 los pardmetros Cy, C4, C5, Cg, C7 and
Cs (apéndice O) son reales asumiendo que los tensores é y i son reales. Entonces el andlisis de las
matrices dadas por las expresiones (5.132)-(5.135) indica que se cumplen las condiciones de hemiticidad
formal del operador L(z) y por tanto el médulo del determinante de la matriz de transferencia asociada
|Det [T]| = 1 en virtud del andlisis realizado en la seccién 3.1.2. Como en este caso los eigenvalores
pueden ser complejos la matriz T resulta mds vulnerable a la inestabilidad numérica (Problema  — d)
y se recomienda supervisar la precisién de los calculos numéricos. Por otra parte si & # 0 entonces se
puede comprobar que las condiciones de hemiticidad formal de L(z) no se cumplen y el determinante de
T puede ser diferente de 1. En este caso debemos esperar atenuacién de la OEM en la direccién z debido
a la conductividad eléctrica del medio, lo que significa que el eigenvalor k, debe ser complejo de acuerdo
con la expresién (5.138). Por tanto para el medio conductor también se recomienda supervisar la calidad
de los cdlculos numéricos aunque teniendo en cuenta que en este caso por lo general Det [T] # 1.

5.3.3 Propagacion de OEM en sistemas isotropicos lineales multicapas

A partir de la ESLM (5.131) se derivan las ecuaciones de movimiento para la propagacién de OEM en un
sistema isotrépico lineal a capas. En este caso los tensores é = €(2)I, o = ﬁl y 6 = 0(z)I siendo I la
matriz identidad de orden 3 x 3. El vector de onda R = (k1, k2) puede ser seleccionado como & = (0, k).
Bajo estas condiciones, las ecuaciones involucradas en (5.131) se desacoplan y resultan:

A LB L g oy wzee) - 2] <o (5.141)
&z | p(z)  dz 1(z)

d [ ( w?e(z2) > dEz(Z)} — W2 (2)Ey = 0, (5.142)

dz |\ K2 — w2e(2)pu(z) dz

donde €(z) = €(z) + z@ Las ecuaciones (5.141) y (5.142) pueden ser tratadas como dos ESLM inde-
pendientes, por tanto de cada una de ellas podemos obtener una matriz de transferencia asociada T de
orden 2 x 2. Es facil comprobar que para ninguna de las dos ecuaciones se cumplen las condiciones de
hemiticidad formal del operador L, sin embargo P = Y = 0 y por tanto la matriz D(z) = 0 (seccién

3.1.2) y como resultado Det [T] = 1.
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Figura 5.16: Esquema general de una microcavidad Fabry-Pérot. Se indican los espejos de Bragg, sus
pares de capas alternas y la microcavidad. La heteroestructura estd acoplada por la derecha a un substrato
de Silicio cristalino (Si-c).

5.4 Microcavidad Fabry-Pérot

Con el objetivo de verificar las ecuaciones ESLM obtenidas y las matrices que de ellas pueden derivar
aplicamos nuestros resultados a una heteroestructura tipo microcavidad Fabry-Pérot analizada experi-
mentalmente en [78]. Este es un caso sencillo de sistema anisotrépico a capas construido en base a Silicio
mesoporoso que presenta birrefrigencia optica como consecuencia de una simetria uniaxial inducida en
el plano cristalografico (110) [79]. La heteroestructura que se analiza consiste de dos espejos de Bragg
separados por una capa o microcavidad de espesor éptico Ag/2 (Ao es la longitud de onda central del
espectro de radiacién de los espejos de Bragg). La figura 5.16 muestra un esquema de la heteroestructura.
Cada espejo esta compuesto por 12 pares de capas alternas de Silicio mesoporoso con diferente indice de
refraccién y espesor éptico igual a A\g/4. Los indices de refraccién ordinario ng y extraordinario n. de
las capas alternas son ng; = 1.58, ne1 = 1.50 y ng2 = 1.39, neo = 1.32. La microcavidad es una capa
con indices ngy = 1.39 y nee = 1.32. De acuerdo con [78] Ao = 850 nm y la anisotropfa de los indices de
refraccion fue determinada a la longitud de onda A = 800 nm.

En este problema podemos seleccionar el eje z en la direcccién del eje 6ptico del Silicio mesoporoso que
compone las capas. Entonces cada capa (homogénea) se caracteriza por un tensor permitividad dado
por:

1 (TL() + ifo)z 0 0
E¢ = — 0 (no + i&)? 0 : (5.143)
¢ 0 0 (1 + i€.)?

donde £ denota el coeficiente de extincion y c¢ la velocidad de la luz en el vacio; aqui se ha considerado
w = 1. Se considera que la OEM incide desde el aire entonces las componentes del vector de onda x seran:

Ky = gna sinf sin g (5.144)
c

Ky = gna siné cos g, (5.145)
c

donde n, es el indice de refraccion del aire. El dngulo de incidencia € es medido con respecto al eje z y
el angulo azimutal ¢ con respecto al eje y. Para ¢ = 0 la componente E; del campo eléctrico es la onda
s-polarizada y la componente Es la onda p-polarizada. Bajo estas condiciones y utilizando (5.143) las
ecuaciones involucradas en (5.131) se desacoplan y resultan:

2 2
%22(2) + % [(no +i&0)? — (ngsin)?] Ey(z) = 0; (5.146)

d’E 2 +i&0)? . .
T R
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Para ambas ecuaciones los eigenvalores son ky = +k, kg = —k; con k = %\/(no +1i&p)? — (ng sind)? para
la ecuacién (5.146) y k = ¢ (ZS%;EO) V(e + €)% — (ng sin0)2 para la ecuacién (5.147). Para ambas

ecuaciones las eigenfunciones del QEP pueden expresarse asi: e*#* | e~k* (Eoip=1;Epn 2 =1).

Para el desarrollo que sigue nos enfocaremos en la componente transversal E; (para la componente Fs
el procedimiento es el mismo). Teniendo en cuenta (5.139) y las eigenfunciones expresamos:

Ei(2) = ay €™ +ay e7*7 (5.148)
y la forma diferencial lineal correspondiente sera:

Ai(z) =ik [al et — q, e_ikz] . (5.149)

5.4.1 Condiciones de contorno

Considérese que la heteroestructura que se estudia es la region intermedia M del modelo L — M — R donde
el dominio externo L es aire y el dominio externo R es un substrato de Silicio cristalino. Se considera
que la OEM incide desde el aire y se tendrd una onda reflejada mientras que en el substrato de Silicio
cristalino solo tendremos la onda transmitida, entonces para estos dominios podemos escribir:

Ei(L:2) = a1(L)e** 4 ay(L) e~ the?
Ai(L:z) = iky[a1(L) e™* — ay(L) e” 2], (5.150)
mientras que:
Ei(R:z) = a1 (R)eer?
Ai(R:z) = ik a1(R) gtkerz (5.151)

El subindice a/cr indica que k es evaluado considerando que el medio es aire/Silicio cristalino.

5.4.2 Cadlculo de reflectancia en términos de la matriz T (2 x 2)

Partiendo de la expresién que determina la matriz T en un dominio homogéneo (3.7) y considerando las

eigenfunciones e’*#; ¢e~***  para una capa tendremos que:

1 .
cos kd % sin kd ) ’ (5.152)

T(d) = ( —ksinkd coskd

donde d = z — z9. Definamos por conveniencia la magnitud f(k) = Sk, entonces la forma diferencial
lineal (5.149) resulta:

A(2) = z% F(k) [ar €% — ag e*2] . (5.153)

Sustituyendo esta expresién en la relacion:

El(z) El(ZQ)
—T(d , 5.154
’ Ay (2) ‘ (d) ‘ Ay (20) (5.154)
podemos reacomodar términos y trabajar con A;(z) = —i£A;(2) en lugar de A;(z) y con la matriz de

capa: .
cos kd = sin kd
T(d) = fk) , 5.155
(d) ( if(k)sinkd  coskd ( )
con d = 4)‘700 para las capas de los espejos y d = 2)‘7“0 para la microcavidad. Aqui ng representa el indice de
refraccién ordinario de la capa debido a que las componentes Fy y Es son perpendiculares al eje 6ptico

del Silicio mesoporoso que compone las capas.
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Sea T(zg, zr) la matriz que relaciona el campo y la forma diferencial lineal en los extremos de la het-
eroestructura en estudio:

‘ Ei(R: zp) Ey(L: zp) ‘ , (5.156)

AR : 2p) ‘ =Tl 2r) - ‘ Ay(L: 1)

dicha matriz se calculé utilizando la regla de composicién correspondiente (3.13). Comenzando por el
extremo izquierdo de la figura 5.16 para el primer par de capas de la heteroestructura tendremos que:

T) = T2(d) - T1(d), (5.157)

donde T1(d)/T2(d) es la matriz (5.155) correspondiente a la capa 1/2 del par. Luego para dos pares de
capas tendremos que:
Ty =T, T,, (5.158)

para tres pares de capas:
T3, =Ty - Top, (5.159)

y asi sucesivamente. Entonces para un espejo de m pares de capas tendremos:
Tgs =Ty Tim_1)p- (5.160)

Para la heteroestructura analizada, ver el esquema de la figura 5.16, la matriz T(zg, z1,) se calculé de la
manera siguiente:
T(ZR7ZL) :TES Tchl(d) 'TES, (5161)

donde Tg, es la matriz correspondiente a un espejo y T, es la matriz correspondiente a la capa que
constituye la microcavida.

A partir de (5.156) podemos calcular el coeficiente de reflexién r. = as(L)/a;(L) y de transmisién
te = a1(R)/a1(L). Para el problema que nos ocupa nos interesa el célculo de la reflectancia R, = |r.|?.
Para esto conviene expresar el campo y la forma lineal dados en (5.150) y (5.151) en términos de una
base de eigenfunciones reducida en zy,/zr respectivamente. De esta forma tendremos que:

Ei(L:z) = a1(L)+az(L)

Ai(L:zr) = f(ka)[a1(L) — az(L)]; (5.162)
EiR:zr) = a1(R)
A1(R:zr) = [f(ke) a1(R). (5.163)

Sustituyendo estas expresiones en (5.156), después de un poco de dlgebra sencilla se obtiene:

( ;Z ) B [( 8 ngr—(lnasine)2 >_T(ZR’ZL)'( —na10059 8 )]_1

.T<ZR7ZL).< 1 >; (5.164)

T COS O

donde ng/ne es el indice de refraccién del aire/Silicio cristalino; el Silicio cristalino y el aire han
sido considerados medios isotrépicos y se ha despreciado la absorcién en ellos. Por tanto: f(ke.) =
n2, — (ngsin®)? y f(ky) = ng cosb.

5.4.3 Cadlculo de reflectancia en términos de la matriz H (2 x 2)

En este caso la matriz hibrida H de la capa se obtuvo a partir de (5.155) haciendo uso de la relacién
entre la matriz hibrida y la matriz de transferencia asociada (3.39):

—i-t tankd _1
H = f(k) cos kd ) 1
“ ( o if (k) tan kd ) (5.165)
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Sea H(zg, z1) la matriz hibrida que relaciona el campo y la forma diferencial lineal en los extremos de
la heteroestructura en estudio:

‘ Ey(L:zp) Ar(Lzp) | (5.166)

Ai(R: zR) ‘ = Hlzn,21)- ‘ Ey(L: 2p)

dicha matriz se calculé utilizando la regla de composicién correspondiente expresada en (3.60). Comen-
zando por el extremo izquierdo de la figura 5.16 para el primer par de capas de la heteroestructura
tendremos que:

H, = H,(d) Q) Hi(d), (5.167)

donde H; (d)/Hy(d) es la matriz de capa (5.165) correspondiente a la capa 1/2 del par. El simbolo &)
representa la regla de composicién antes mencionada. Luego para dos pares de capas tendremos que:

Hy, = H, X) H,, (5.168)

para tres pares de capas:
Hs, = H, (X) H,, (5.169)

y asi sucesivamente. Entonces para un espejo de m pares de capas tendremos:

Hp, = H, Q) H(,_1),. (5.170)

Para la heteroestructura representada en el esquema de la figura 5.16 tendremos que:

H(zg, 21) :HES®{HWC®{H1(CZ)®HES}}, (5.171)

donde Hg; es la matriz hibrida correspondiente a un espejo de Bragg v H,,,. es la matriz hibrida corres-
pondiente a la capa que constituye la microcavidad. Procediendo de forma andloga a como se procedid
con la matriz T(zg, z1,), a partir de (5.166) tendremos que:

() = (& v=tummy ) e (5 2)]
. {H(zR,zL). ( M %ose ) _ < (1) ﬂ . (5.172)

5.4.4 Resultado de calculos numéricos

La reflectancia fue calculada para las componentes F; y Es del campo eléctrico en términos de la matriz
de transferencia asociada utilizando la expresién (5.164) a un dngulo de incidencia § = 20° y dngulo
azimutal ¢ = 0°. Para simplificar el calculo se consideraron constantes el indice de refraccién y el
coeficiente de extincién en todo el intervalo de longitudes de onda analizado y asumimos £ = £, = 0.004.
La figura 5.17 muestra el espectro de reflectancia obtenido para la onda s-polarizada (E;) y para la onda
p-polarizada (E»). Para ambas se observa un modo de microcavidad. Para la onda s-polarizada este
modo se obtuvo a la longitud de onda A,,. = 827 nm en correspondencia con el espectro experimental
[78] para el que Ay = 830 nm. Al igual que el espectro experimental también se observa un cambio
en la posicién de A\, al pasar de una polarizacién a la otra indicAndose un incremento en dicho cambio
con el aumento del dngulo de incidencia de la onda p-polarizada. Para 6 = 25° este cambio se calculé en
alrededor de 17 nm con respecto a la onda s-polarizada a 8 = 20°. Para el intervalo de longitudes de
onda analizado Det [T(zg, z1,)] = 1 como se predice analiticamente para P =Y = 0. Para verificar los
valores de reflectancia obtenidos con la matriz hibrida, se calculd el espectro para la onda s-polarizada
(E1) a un dngulo de incidencia § = 20° y dngulo azimutal ¢ = 0°. Como puede comprobarse en la figura
5.18 el espectro calculado con la matriz hibrida coindice con el calculado con la matriz de transferencia
asociada.
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Figura 5.17: Espectro de reflectancia de una microcavidad Fabry-Pérot calculado a un angulo de inciden-

cia 8 = 20° para la componente eléctrica E; (circulos cerrados) y para Fs (circulos abiertos), y a 6 = 25°
para la componente Es (linea + circulos abiertos). El dngulo azimutal ¢ = 0°.
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Figura 5.18: Espectro de reflectancia de una microcavity Fabry-Pérot calculado a un angulo de incidencia
0 = 20° para la componente eléctrica F; en términos de la matriz de transferencia asociada T y en
términos de la matriz hibrida. El angulo azimutal ¢ = 0°.



Solucion de problemas practicos 105

5.5 Espejo foténico de Silicio poroso

En esta seccién aplicamos nuestros resultados a un hetroestructura tipo espejo foténico de Silicio poroso
(EFSP) como ejemplo de sistema isotrépico a capas. Los EFSPs son multicapas que alternan dos indices
de refraccién, digamos ng1 y noz2, en las que se impone la condicién A\ /4 al espesor 6ptico de las capas. El
modelo de EFSP que analizamos esta compuesto de 20 subespejos y se basa en las estructuras de este tipo
analizadas en [80]. Cada subespejo alterna 10 capas de Silicio poroso con indices de refraccién ng; = 2.0
y nog2 = 1.5. Para reflejar un intervalo continuo de longitudes de ondas desde 250 nm hasta 1500 nm se
selecciond la longitud de onda central A\g; = 250 nm para el primer subespejo y Ag2o = 1500 nm para
el espejo 20. La diferencia en la longitud de onda Ay de dos subespejos consecutivos es de 50 nm para
los primeros 16 subespejos y de 100 nm para los restantes cuatro subespejos. El objetivo es calcular los
espectros de reflectancia en términos de la matriz T y la matriz H y analizar la estabilidad numérica de
la matriz T en presencia de absorcién.

Consideremos homogéneas las capas de la heteroestructura que analizamos y que u = 1 para el Silicio
poroso. Bajo estas condiciones tendremos la misma ecuacién en (5.141) y (5.142) para las componentes F4
y FEs. Nos enfocaremos en la ecuacion para la componente F;. Asumiendo incidencia normal tendremos

que: , ,

ddEiZg(Z) + % [(no +i€)%] Ex(2) =0, (5.173)
de manera que k = ¥ (ng +i§) y tendremos los eigenvalores k; = +k, ka = —k y las correspondientes
eigenfunciones e”** | e="*#. Podemos considerar este sistema como un caso particular del tratado en la
seccion 5.4 por tanto le aplican las mismas expresiones para las matrices y los coeficientes de reflexién y
transmisién en términos de la matriz de transferencia asociada y en términos de la matriz hibrida bajo

las mismas condiciones de contorno. Para incidencia normal tendremos que:

(v ) = (0w )-mena- (2, 8)]_1-T<ZR,ZL)-(T}G); (5.174)
(7)) = (6 .0 ) - meran (3o (1))}_1-[H(z3,zm~(’”‘;)—(}))]_

(5.175)

5.5.1 Resultado de calculos numéricos

En la figura 5.19 se ha incluido el espectro de reflectancia calculado en términos de la matriz de trans-
ferencia asociada para el caso en que se desprecia la absorbcién del Silicio poroso. Como se esperaba se
obtuvo alta reflectancia en el intervalo de longitudes de onda desde 250 nm hasta 1500 nm. Por otra
parte para simular la fuerte absorcién del Silicio poroso en la regién 250-413 nm se asumié un coeficiente
de extincién £ = 0.08. Para longitudes de onda mayores se consideré un coeficiente de extincién mucho
menor ¢ = 0.0013. Estos valores fueron estimados a partir de espectros de coeficientes de absorcién
medidos experimentalmente [81]. El coeficiente de extincién varfa con la longitud de onda sin embargo
se utilizaron solo dos valores de & con el fin de simplificar los célculos sin que con ello nos alejemos de
nuestros objetivos.

Con el objetivo de analizar la estabilidad numérica de la matriz de transferencia asociada en presencia
de absorcién fuerte la reflectancia R, = |r.|? fue calculada en téminos de las matrices T(zg,21) ¥y
H(zg, zr). En el intervalo de longitudes de onda 250-300 nm se obtuvo 10'® < |Det [T(zg, z1)]| < 10?3
y |Det [H(zg, 21)]| < 1y los valores de reflectancia calculados con ayuda de la matriz de transferencia
asociada difieren significativamente de los calculados con ayuda de la matriz hibrida como se muestra en la
figura 5.19. Este resultado se debe a la inestabilidad numérica (problema  — d) que manifiesta la matriz
T en la regién de longitudes de onda analizada. Por otra parte para longitudes de onda mayores donde
la aborcién es mucho nenor, los espectros coinciden. En general la reflectancia se reduce en presencia de
absorcién como se esperaba.
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Como veremos en el problema isotrépico que se analiza es posible obtener valores del coeficiente de
reflexién 7. en téminos de T(zg, z1) tan exactos como los obtenidos con la matriz H(zg, z1,) indepen-
dientemente de la inestabilidad numérica que manifiesta la matriz de transferencia asociada. Por ejemplo

si utilizamos la expresion:

e T A ngner Tig — Tor — 1 Tz (5.176)

e Ner T11 — NaNer Tha — To1 + ng Too”
donde Ty1, Tha, To1 y Tos representan los elementos matriciales de T(zg, z1,). En este caso la inestabilidad
numérica continua afectando la exactitud de los elementos maticiales de T(zg, z1) pero el cociente de
magnitudes planteado en (5.176) conduce a la cancelacién de los errores por redondeo [25]. Como se
explicé en la seccién 1.6, el problema {2 — d tiene su origen en los errores por redondeo. Probablemente
esta cancelacion de errores por redondeo sea la razén por la que en este problema isotrépico la inestabilidad
numérica de la matriz de transferencia asociada (de orden 2 x 2) no es percibida.
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Figura 5.19: Espectro de reflectancia de un EFSP calculado para dos casos: 1) Despreciando la ab-
sorcién del Silicio poroso y utilizando la matriz T(zg, z1.) (linea continua). 2) Considerando la absorcidn,
utilizando la matriz H(zg, z1,) (linea discontinua) y utilizando la matriz T(zg, z1,) (circulos abiertos).

5.6 Superredes en doble capa de grafeno: Tunelaje de electrones

5.6.1 Introduccion

Los sistemas basados en doble capa de grafeno (bilayer graphene, en inglés) presentan propiedades tnicas
que favorecen su aplicacién en el campo de la nanotecnologia. A diferencia de la monocapa de grafeno
(MCGQG) en estos sistemas no se produce el tunelaje Klein, efecto relativista que consiste en la perfecta
transmisién a través de una region cldsicamente prohibida para la incidencia normal o cercana a esta
[82]. Este tipo especial de tunelaje ocurre debido a la requerida conservacién del pseudospin [82, 83].
En el caso de barreras electrostaticas en MCG, los portadores de baja energia cumplen la relacién de
dispersion lineal y las soluciones de la ecuacion de onda tanto en pozos como en barreras corresponden a
ondas propagantes de manera que dentro del pozo no existen estados cuasi-acotados [84]. En una doble
capa de grafeno (DCG), el acoplamiento entre las capas transforma los fermiones de Dirac sin masa de la
monocapa en particulas masivas quirales que tienen un espectro de energia parabdlico [85, 86, 87, 88]. En
este caso a diferencia de la monocapa, los espinores de Dirac tanto en regiones de pozos como en regiones
de barreras son representados por una superposicién lineal de estados evanescentes y estados propagantes
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[82]. Estos fermiones de Dirac en la DCG exhiben casi cero transmisién a incidencia normal en fuerte
contraste con la MCG [83].

En las DCG una caracteristica particular del espectro de tunelaje son la resonancia Fano (RF) debidas a
la superposicién coherente de estados discretos (localizados) con un continuo de modos propagantes, las
que se suponen ausentes en el espectro de transmisién balistico de la monocapa de grafeno [84]. Una de
las principales caracteristicas de la RF es su perfil asimétrico, resultado de la interaccién de estados ya
mencionada [89].

Debido a la dispersién abrupta que se observa en el perfil de resonancias fano, el estudio de este fenémeno
de resonancia tiene importantes aplicaciones en sensores lasing, switching, y dispositivos no lineales
[89, 90]. En adicién a esto, la ausencia del tunelaje Klein, la presencia de una alta movilidad de por-
tadores a temperatura ambiente (~ 10000cm? V~! s71), la posibilidad de suprimir considerablemente
su conductividad mediante un campo externo perpendicular al plano [84, 83, 91] y la posibilidad de
produccién en masa, hacen de este material un candidato prometedor para la industria digital.

Probablemente los estudios mas conocidos que abordan algunas de las propiedades de transmision y
transporte en DCG (coeficiente de transmisién, conductancia, tiempo de vida del tunelaje, etc.) se basan
en sistemas con una [82] y dos barreras [83, 84] de potencial electrostdtico. Sin embargo, recientemente
[92] se han realizado estudios de transmitancia y conductancia en superrredes confirmandose que ambas
propiedades pueden ser moduladas ajustando los parametros del sistema: dngulo de incidencia de los
electrones, el nimero de barreras, los anchos de las barreras y pozos, y el alto de las barreras. Por ejemplo,
con el aumento del nimero de barreras a incidendia normal la transmitancia disminuye fuertemente
(aumenta el rango de energia donde vale cero), por lo que se hace presente de manera significativa el
anti-tunelaje de Klein. En particular se aprecia que las resonancias fano, las cudles aparecen bajo angulos
pequenos (1° a 4°) se desplazan a energias mds altas con el aumento del niimero de barreras, perdiendo
su forma caracterfstica (un minimo profundo seguido de un méximo agudo) y dando lugar a picos tipo
delta de Dirac. En general este resultado también se obtiene con el incremento de los anchos de pozos y
barreras, y al aumentarse la altura de las barreras.

En los sistemas de DCG con multibarreras donde el perfil del potencial electrostatico es como el de
la figura 5.20, la transmitancia (7,) suele calcularse utilizando el método de la matrix de transferencia
[83, 84, 92, 93], especificamente, algin tipo de matriz de transferencia de coeficientes K. En este problema
el célculo de (T) en términos de elementos de la matriz K puede verse afectado por la inestabilidad
numérica (problema 2 — d) que manifiesta dicha matriz para determinado nimero y altura de barreras,
ancho de pozos y de barreras, energia de los electrones y angulos de incidencia. La inestabilidad numérica
de K generalmente se manifiesta en valores de (T;) mayores que 1, sin embargo también pueden obtenerse
valores inferiores a 1 incorrectos.

Si para calcular la conductancia balistica Gy, a temperatura cero Kelvin se utiliza la ecuacién de Landauer-
Biittiker [84, 94]:

/2
Go=Gun [ T(Ep B g cosod, (5.177)
—7/2

entonces valores incorrectos de (7.) conducirén a valores incorrectos de conductancia. Aqui Gyy =
muvysLy/mh (en unidades de €*/h), E; y vy son la energfa y la velocidad de Fermi respectivamente y L,
es la longitud de la muestra en la direccién transversal (en nuestro caso eje y). La expresion (5.177)
considera la conductancia debida a un pequena caida de potencial V = E’L, aplicada a lo largo de la
direccién de propagacién (para nosotros el eje z), L, es la longitud de la muestra en esta direccién. En
nuestro caso el campo eléctrico externo homogéneo E’ es nulo y trabajamos con un perfil de potencial
electrostatico con altura de barreras Vj constante (figura 5.20).

En este problema estudiamos la degradacién numérica (Problema Q — d) que manifiesta la matriz de
Transferencia de coeficientes (K) en el cdlculo de transmitancia de portadores de carga en sistemas
multibarreras en doble capa de grafeno y se muestra cémo el método de la matriz Hibrida (H) y el
método de la matriz de dispersién (S) son técnicas apropiadas para evadir el problema Q — d en cualquier
configuracion del sistema (ntmero y altura de barreras, ancho de pozos y de barreras, intervalo de energia
de los electrones y angulo de incidencia).
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Figura 5.20: Perfil de potencial electrostdtico para una doble capa de Grafeno. Se muestra la altura de
las barreras Vj, su ancho (dp), asi{ como el de los pozos (d,,). El dngulo de incidencia (¢g) es medido
con respecto a la normal (que yace en el plano yz) a la intercara pozo-barrera. Se indican ademds los
dominios externos L y R.

5.6.2 Ecuacion Sturm-Liouville matricial

La estructura de bandas electrénicas de la DCG puede ser descrita partiendo del modelo de amarre fuerte
(tight-binding en inglés) [95, 96, 97, 98]. De este modo se obtiene que los portadores de carga en la doble
capa de grafeno tienen un espectro de energia parabdlico y son descritos por el siguiente Hamiltoniano
cerca del punto de Dirac [82, 99, 100]:

H _‘éi<ou£mf wa@V)+V@(é ?)’ (5.178)

donde k., Ky son los vectores de onda de las cuasiparticulas a lo largo de los ejes z y y respectivamente. En
nuestra notacién el eje z va dirigido en la direccién normal a las intercaras pozo-barrera y el movimiento
de los portadores de carga es confinado en el plano yz. El dngulo de incidencia de los electrones es
medido con respecto la direccién normal a las intercaras pozo-barrera. Trabajaremos con barreras de
altura constante, entonces V' (z) = Vj, ver figura 5.20.

Para las cuasi particulas con energia E la ecuacién a resolver sera:

(o 0 ) vo (o D083 -2 003 ] em

donde la funcién de onda (del pseudo-spin) tiene dos componentes: ¥1(y,z) y ¥2(y, z) para indicar los
estados de la subred A (subindice 1) y de la subred B (subindice 2) que conforman la red critalina del
grafeno [100].

Si tenemos en cuenta que la componente y del momento de las cuasiparticulas conmuta con el Hamilto-
niano [101] (invariancia traslacional en la direccién y) los pseudo-espinores pueden ser escritos como un
producto de funciones:

¥1(y, 2) ‘ ¥1(z) ’ oy
= ey 5.180
Ual.2) | = | tal2) (5-180)
Entonces, tomando k, = fi% y considerando el perfil de potencial de la figura 5.20 la ecuacién de
eigenvalores resulta:
2 2
Vo g iz + 2y L + K7) vi(z) | _ Y1(2)
B2 g2 d 5 = I . (5.181)
%(p — 2K/yE + Hy) VO ¢2(Z) 1/)2(2)

Escribamos (5.181) asi:

h? d? . d )
L, B amd T mtydz Tamty || 0(z) | _ Oy 1. (5.182)
B R d oy R Vo — E Va(2)
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Entonces llevada a la forma Sturm-Liouville Matricial (ESLM) la ecuacién 5.182 resulta:

d’F(2) dF(z)
donde:
Y1(2)
F = 5.184
@ = |na| (5184)
R To 1
B%{lo}, (5.185)
h? 0 1
P+Y = mlﬁ:y|:_1 O] ; (5.186)
_ B2
w o= | 0B oy (5.187)
2m Fy Vo - FE

Las soluciones Linealmente Independientes (LI) del sistema diferencial (5.183) se pueden plantear en la
forma de exponenciales:

| Yu2) | | Yor
TG =1 () ‘— Yoo

y obtenemos el siguiente problema cuadritico de eigenvalores (QEP):

eikz (5.188)

(“K°B +ik(P +Y) + W) - Z‘“ — 0, (5.189)
02
o lo que es igual:
Vo—E I (ik+5,)? Yor
m . — 0y1, 5.190
2 (ik—r,)? Vo E o2 2 (5.190)

cuyas soluciones resultan en los eigenvalores ky y las correspondientes eigenfunciones ¥,(z). Como la

matriz B es regular (Det [B] # 0) tendremos un conjunto de eigenvalores K = {k¢,¢ = 1,2,3,4} y las
correspondientes eigenfunciones:

Yo1,e

W(z) = ’

(2) Y02,

Por otra parte, dado que B es hermitica, P + Y es antihermitica y W es hermitica, se cumple la

hermiticidad formal del operador Sturm-Liouville matricial L y los eigenvalores cumplen la propiedad

general: pueden ser reales o formar pares del tipo (k¢; k7).

eikez (5.191)

Las soluciones del QEP son, para las barreras:

2m
b =y -V - (5.192)
kop = —kuw, (5.193)
. [2m
kgb = Z\/h2 (E — VO) —+ K/Z, (5194)

k4b = —k‘3b; (5.195)
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h? : 2
v = | (s Re)® | ks g 934 1
Zb(z) E— % € ) ) a37 ) (5 96)
y para los pozos:
2m 5
i = /53 E - s2=4p, (5.197)
k?w — _khm (5198)
. [2m .
kyw = —iy/ G2 B+ ny = —ig, (5.199)
k4w = _k3w§ (5200)
K2 . 2 .
Uy(z) = ’ 2 (ky g thew)” | gikewz, g 1934 (5.201)
donde:
2
Ky = ,/h—”;E sin pq. (5.202)
En forma compacta podemos expresar:
\Ilfw(z) = \IIOEw eikng
Tp(z) = Wop eFo? (5.203)

Nétese que en este problema los eigenvalores también forman pares del tipo (k¢; —k¢). En este ejemplo no
hemos normalizado la base de soluciones LI para evitar los denominadores en los términos o1,¢ 0 1o2.¢
que se puedan anular en los célculos que contemplen contornos (F, ¢g) donde las energfas van de 0 a 0.25
eV y los dngulos de incidencia de —7/2 a /2.

Por otra parte, las formas lineales Ay(z) = B - % + P - W,(2) serdn (ver apéndice P):

Para las barreras

(B — Vo) (ky + ika)

2m

Ap(2) ethmz g =1,2; (5.204)

— (B~ Vo) (ky + ika)

BB~ Vo)(ky +ikw) |
Ap(z) = etz =34, (5.205)
2 (E — Vo) (ky + ike)

y para los pozos:

2 Blry +ikew) |
Ap(z) = ] ehewz, =12, (5.206)
— I F(ky + ikew)

B B(ky +ikew) |
App(z) = ) ehewz =3 4, (5.207)
2= F(ky + ikew)

En forma compacta podemos expresar:

AZw(z) = AO@w eikzwz
Ap(z) = Aoy e™? (5.208)
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5.6.3 Condiciones de contorno

Este problema corresponde al tipo de Barrera finita (seccién 4.1.1) de manera que tendremos condiciones
de empalme total (FM) en las intercaras que empalman la heteroestructura con los dominios externos L
v R y se deben imponer dos condiciones mas:

1. En el dominio externo R no habra onda reflejada y,

2. La finitud de la funcién de onda V z .

A partir de la base de eigenfunciones, para el dominio externo R podemos plantear:

PUr(2) =a1(R)P10(2) + a2(R)Par (2) + a3(R) ¥, (2) + ag(R) Wy (2); (5.209)
y para el dominio externo L

Wi (2) = a1 (L)P1(2) + a2 (L) Pou(2) + az(L) W3y (2) + as (L)W 4y (2), (5.210)

donde {a¢(L)}/{ae(R)}, £ =1,2,3,4 es el conjunto de coeficientes de expansién para el dominio externo
L/R.

En (5.209) y (5.210) tenemos la combinacién de cuatro posibles ondas: dos ondas de electrones libres y dos
ondas evanescentes-divergentes. De acuerdo con las expresiones de los eigenvalores kg, para garantizar
que no haya onda reflejada en el dominio externo R debemos hacer as(R) = 0. Por otra parte, dado que
k3w = —iq y ks = iq tenemos que el término exponencial en Wy, serda e~ 9% y tendera al infinito en el
dominio L cuando z — —oo y el término exponencial en W3, serd e?? y tendera al infinito en el dominio
R cuando z — 4o00. Esto significa que para cumplir la segunda condicién de contorno debemos hacer
as(L) =0y a3(R) =0.

Resumiendo; en el dominio externo R tendremos que:

Pr(z) = a1(R)P14(2) + ag(R) W yy(2);
AR(Z) = al(R)Alw(z) + CL4(1:{).A4M(Z)7 (5211)
y en el dominio externo L:
U(z) = ai(L)¥10(2) + az2(L)W2u(2) + a3(L) ¥ (2);
AL(Z) = a1 (L)Alw(Z) + GQ(L)AQU)(Z) + (Lg(L)Agw(z) (5212)

En lo adelante para que las matrices de trabajo resulten en términos de los anchos de pozos (d,,) y barreras
(dp) utilizaremos bases reducidas de soluciones LI. Para ilustrar esto seleccionemos una celda unitaria de
nuestra heteroestructura comprendida entre las coordenadas z; y z3, ver figura 5.20. Si en el dominio
del pozo seleccionamos una base reducida en z7, esto quiere decir que los términos exponenciales de las
eigenfunciones Wy, (z) resultan etkew(2=21)  Por otra parte, si en el dominio de la barrera seleccionamos
una base reducida en z3, esto quiere decir que los términos exponenciales de las eigenfunciones W, (z)
resultan e?ker(z—22)

5.6.4 Calculo de la transmitancia en términos de la matriz K (4 x 4)

Para obtener una expresién de la matriz K, que relacione coeficientes a ambos lados de una barrera
tomaremos nuevamente de ejemplo la celda unitaria comprendida entre las coordenadas z; y z3, ver
figura 5.20. Utilizaremos la expresién que relaciona la matriz K con la matriz T (3.19) considerando que
ahora la regién intermedia M es la barrera y el dominio L/R es el pozo ubicado a su izquierda/derecha:

K, = Q(R:23)7 " T(23,20) - Q(L: 20). (5.213)
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Tomando una base reducida en z; para el pozo ubicado a la izquierda de la barrera, con ayuda de (5.203)
y (5.208) tendremos que:

B W1 etk1wduw Wosu etkawduw Woouw etk2wdw W30 etkswduw

Q(L : Z2) = ( Aot etkrwdu Ao etkawdue Ao etk2uwduy Apze etkzwdy ) . (5'214)

Tomando una base reducida en zy para la barrera, con ayuda de (5.203) y (5.208) tendremos que:

( ) Wopp eMed Wy ehards Wy, ehord Wy, ethsnds
35 <2 AOlb etkivdp A04b etkandy A02b etkapdp A03b etkandy
-1
( Yoy Wour, Woz oz )

5.215
Aoty Ao Aoz Aoz ( )

Tomando una base reducida en z3 para el pozo ubicado a la derecha de la barrera, con ayuda de (5.203)
y (5.208) tendremos que:

QR :z3) =

<\1101w Yosw Po2u Posw ) (5.216)

AOlw A04w AO?w A03w

Es facil demostrar algebraicamente que el determinante de Ky, asi como el de la matriz K correspondiente
a cualquier nimero de barreras es 1 (apéndice Q).

La matriz K,,, correspondiente a m barreras se determina con ayuda de la regla de composiciéon de la
matriz de transferencia de coeficientes, expresion (3.25):

K, =K, K,_i. (5.217)

Luego, para la matriz K(R,L) que relaciona los coeficientes de expansién del dominio R con los del
dominio L tendremos que:

ai(R) ai(L)
as(R) as(L)
= K(R,L)- . 5.218
a>(R) RL)) aa(n) B
az(R) as(L)
Finalmente considerando las condiciones de contorno tenemos que:
a1(R) ai (L)
Qy (R) . . 0
0 = K(R,L) as(L) | (5.219)
0 as (L)
de aqui que en términos de los elementos matriciales de K(R, L) tengamos que:
a1(R) -1
K1 — K [K ‘K . 5.220
(L) ( 11 12 - [Kao] 21)11 ( )

Para simplificar la expresién anterior se suprimi6 el argumento zonal R,L de la matriz K(R,L) en sus
particiones de orden N x N. Noétese que el miembro derecho de (5.220) es precisamente [Sa1]11 (ver
relaciones (3.28)).

La transmitancia serd T, = |a1(R)/a1(L)]*.

5.6.5 Cdlculo de la transmitancia en términos de la matriz H (4 x 4)

Para obtener la expresion de la matriz H; correspondiente a una barrera retomamos el ejemplo de la
celda unitaria comprendida entre las coordenadas z; y z3, ver figura 5.20. Utilizaremos la expresién que
permite calcular la matriz H en un dominio donde se conoce una base de soluciones LI (3.34).
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Tomando una base reducida en z3 para la barrera, con ayuda de (5.203) y (5.208) tendremos que:

H, — Yo1p Yoz Wo3p Woup .
Ao etk1bdy Ao etk2vdy Agsp etksbdy Ao etkavdy
-1
Ao Aoz Aozp Aoap (5.221)
Wiy ethods Wy etknds P ethards Py, etkavds ' ’

Andlogamente, tomando una base reducida en z; en el dominio del pozo izquierdo, con ayuda de (5.203)
y (5.208) tendremos, para cualquier pozo, que:

H. — Yorw Wo2uw Y030 o4 )
w A1y eFrwdw A, ethrwdw Ao eikswde A, eikawde
-1
Aorw Aozw Aozw Aosw (5.222)
Wi, eFrwde Py ethewdw oo ethswdw g, - ethawdw : :

Para m barreras la matriz Hibrida H,,; se determina con ayuda de la regla de composicién correspondiente
(seccién 3.3.1). Para efectos précticos es conveniente determinar primero la matriz H,, correspondiente
a la celda unitaria:

ch = Hb ® Hw- (5223)
Luego para dos barreras tendremos:
Hy, = Hey ® Hy, (5.224)
y asi sucesivamente:
H,., = Hey ® H(m—l)b~ (5225)

Denotemos con H(zg, z1,) la matriz hibrida que relaciona campo y la forma diferencial lineal correspon-
diente en los extremos izquierdo y derecho del sistema de la figura 5.20 dados por las coordenadas zy, y
zRr respectivamente. Entonces, por definicion:

U, (zL)
= H(zgr,21)- 5.226
[ Ar(zr) (28, 21) Yr(zr) ( )
A partir de esta expresién podemos calcular el coeficiente de transmisién t. = a1 (R)/a1(L) y de este la
transmitancia T, = |tc|2. Para ello conviene expresar el campo y la forma diferencial lineal, dados en
(5.211) y (5.212) en términos de una base de eigenfunciones reducida en z,/zg respectivamente. De esta
forma tendremos que:

Pr(zr) = a1(R)%o10 + as(R)Wosu;
Agr(zr) = a1(R)Aoiw + as(R)Aosw, (5.227)
y:
Wi(zr) = a1(L)®o10w + a2(L)Wo2w + a3(L)¥osw:;
Aj (ZL) = al(L)Aom + as (L)Aogw + as (L)Aogw. (5228)

Sustituyendo estas expresiones en (5.226), después de un poco de dlgebra se obtiene que:

az(L) /a1 (L)

ag(L)/ar(L) | _ ~1 Aotw Ty

af(R /all(L) = [Mi - H(zr,zL) - M2] .{H(ZR,ZL). 020;1 —‘ 020;1 ‘}, (5.229)
as(R)/a1(L)

)
)/a1 (L
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donde:

Woow WPoszw O2x1  02x1
M, = , 5.230
! ( 02x1  O2x1 Aotw Aosw ( )

Aoz  Aozw 02x1 02x1
M, = . 5.231
2 ( 021 O2x1 Porw Poaw ( )

5.6.6 Calculo de la transmitancia en términos de la matriz S (4 x 4)

Para el célculo de la matriz de dispersién se hizo uso de la expresién (3.50) que relaciona a esta matriz
con la matriz hibrida. Para este problema consideramos que el dominio interno M es una barrera de
potencial (figura 5.20) y por ende el dominio L/R es el pozo a su izquierda/derecha.

Como primer paso se determiné la matriz hibrida para una barrera con ayuda de la expresién (5.221). Las
matrices Q(L : z1) v Q(R : zg) se construyeron utilizando bases reducidas en la coordenada izquierda
del respectivo pozo, resultando:

) _ Wi, eFrode Toy, etFivde Foy, ethode oy, ethswdw
QL:z) = < Agyy eF1ode Agy, etbiudn Ao, etksude A eikaudu (5.232)
Yo1o Pouw Po2u Posw
R:z = . 5.233
Q &) < Aoviw Avsw Aoc2w Aozw ) ( )

Las expresiones (5.221), (5.232) y (5.233) fueron sustituidas en (3.50) para obtener la matriz de dispersién
que relaciona coeficientes a ambos lados de una barrera y que denotamos S(W; W).

Consideremos toda la heteroestructura de manera que ahora el dominio interno M contiene todas las
capas de esta y S(R;L) es la matriz de dispersién que relaciona los coeficientes en el dominio externo R
con los coeficientes en el dominio externo L:

0 A
af ® | = S(R; L) a;‘ ®) (5.234)
a4 (R) ag(R)

Esta matriz se calcul6 a partir de la matriz S(W; W) aplicando la regla de composicién correspondiente
(3.67). Comenzando por el extremo izquierdo de la figura 5.20. Para un sistema de dos celdas unitarias
tendremos que:

S(R;L) =S(W; W)y = S(W; W) @ S(W; W), (5.235)
para un sistema de tres celdas unitarias:
S(R;L) = S(W; W)3 = S(W; W) ® S(W; W), (5.236)

y asi sucesivamente, entonces si la heteroestructura se compone de m celdas unitarias tendremos:
S(R;L) =S(W; W) ®@ S(W; W),,—1. (5.237)
Si consideramos las condiciones de contorno, entonces:

as (L) aq
as(L)
a1(R)
as(R)

(5.238)
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De aqui se obtiene directamente que:

= S(R, L)gl. (5239)

La transmitancia serd: T, = |a1(R)/a1(L)|* = |S(R;L)s1|2. Con S(R;L)s; denotamos el elemento matri-
cial de fila 3 y columna 1 en la matriz S(R; L).

5.6.7 Resultado de los calculos numéricos

Antes de realizar los calculos de transmitancia en términos de las matrices K, H y S para diferentes
configuraciones del sistema, se decidid realizar una prueba para validar nuestros programas numéricos.
Consiste en reproducir el espectro de transmistancia 7T, como funcién de la energia F de los electrones
incidentes para un sistema de dos barreras de potencial en doble capa de grafeno obtenido por S. Mukho-
padhyay, et al., en la Figura 2 (a) de la referencia [83]. La configuracién del sistema es: 1) ancho de
barreras y pozos d, = d,, = 10 nm; 2) altos de barreras V5 = 50 meV; 3) los dngulos de incidencia
wo = 0°,5°,10° y 30°. En los célculos se tomé la masa efectiva igual a 0.035 mg [83, 84], donde myg
es la masa en reposo del electrén. En la figura 5.21 se muestran nuestros resultados (para los mismos
pardmetros del sistema) coinciden con los obtenidos en [83].

El espectro de transmitancia obtenido en términos de la matriz H coincide con el obtenido en términos de
S y con el obtenido en términos de K que en este caso es numéricamente estable en el rango de energias y
angulos analizado. Esta coincidencia puede observarse en la figura 5.22 para el espectro correspondiente a
o = 10° abordado en la figura 5.21. Los resultados confirman que los valores de transmitancia calculados
con nuestros programas numéricos son correctos.

Comportamiento de la estabilidad numeérica de K con el incremento del ancho de pozos y
barreras

Al sistema de dos barreras que seleccioné para realizar la prueba anterior se le incrementé el ancho de
barreras y pozos manteniendo fija la altura de las barreras en V5 = 50 meV. Entonces se calculé T, en
términos de K para la configuracién anterior d, = d,, = 10 nm y para dy = d,, = 30 nm en el intervalo
de energias 0 < E < 0.05 eV y de angulos —7/2 < ¢ < 7/2. Para chequear la estabilidad numérica de
K se calculé el médulo de su determinante (|Det [K]|) por cada valor de T calculado.

El diagrama de contorno mostrado en la figura 5.23 indica que para d, = d,, = 10 nm la matriz K se
comporta de forma numéricamente estable. Sin embargo para la configuraciéon de anchos dy = d,, = 30 nm
la matriz K manifiesta inestabilidad numérica en el intervalo de energias E y angulos g indicado. Como
puede observarse en la tabla 5.3 en este caso se obtienen valores |Det [K]| muy diferentes a 1 (valor
predicho en el célculo algebraico), valores de T, superiores 1 y también valores incorrectos inferiores a
1. Nétese que la inestabilidad se manifiesta para dngulos de incidencia superiores a 60°. A modo de
comparacion se indican los valores obtenidos con H y S. Este resultado indica que con el aumento del
ancho de pozos y barreras la matriz K se hace mas vulnerable al problema (2 — d principalmente para
angulos de incidencia altos. La situacién presentada es un ejemplo de caso en el que la aplicacién de la
expresion (5.177) conduce a valores incorrectos de conductancia.

El diagrama de contorno mostrado en la figura 5.24 confirma que para dp = d,, = 30 nm la matriz H es
numéricamente estable. El resultado es el mismo para la matriz S.

Comportamiento de la estabilidad numérica de K con el incremento del nimero barreras

Para analizar el efecto que produce el incremento del niimero de barreras en la estabilidad numérica de
K se estudio la configuracién: d, = d,, = 10 nm; V = 50 meV y angulo de incidencia g = 2.5° para
cuatro y ocho barreras. La transmitancia como funcién de la energia para ambos casos se muestra en la
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Figura 5.21: Transmitancia (T.) como funcién de la energfa de los electrones incidentes (E) para un
sistema de dos barreras de potencial en DCG; dj, = dy, = 10 nm, V5 = 50 meV. (a) Resultados obtenidos
en [83] mediante una matriz de transferencia de coeficientes. (b) Nuestros resultados en términos de la
matriz H. Trazo color negro, para ¢y = 0°; trazo azul, para ¢y = 5°; trazo rojo, para ¢y = 10° y trazo
color verde, para ¢o = 30°.
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Figura 5.22: Comparacién del espectro de transmitancia obtenido en términos de la matriz H, de la
matriz S y de K para el angulo de incidencia ¢g = 10°. Sistema de dos barreras de potencial en DCG,
dp = dy = 10 nm, V) = 50 meV.

figura 5.25. Se observa que con el aumento del nimero de barreras la degradacién numérica (problema
Q — d) de la matriz K comienza a manifestarse a energias mas bajas, por lo que se incrementa la regién
de energias donde esta matriz es numéricamente inestable. Nétese que el espectro de transitancia en
términos de K, H y S coincide hasta que la matriz K comienza a manifestar la inestabilidad numérica.

En la figura 5.26 muestra la estabilidad numérica de la matriz H por medio del valor estable (=1)
del médulo de su determinante. Nétese que el médulo del determinante de K puede tomar valores
inadmisibles.

Energia (eV) | ¢o (grados) | |Det [K]| | T.(K) | T.(H)/ T.(S) | |Det [H]|
0.0181 -88.9 19.30 104.04 0.047 1
0.0181 -87.9 3.04 15.20 0.21 1
0.0181 86.1 3.96 17.3 0.98 1
0.0431 -89.9 2.86 x 108 | 2.41 6.63 x 10°17 1
0.0451 -89.9 728 x 107 | 5.07 | 4.55 x 1017 1
0.0461 -61.9 159.93 7.47 0.000182 1
0.0481 -89.9 1.19 x 10° | 4.25 2.91 x 10~17 1
0.0481 -78.9 84356.75 | 0.0050 | 1.13 x 10~'2 1
0.0491 -89.9 6.35 x 108 | 32.29 | 2.58 x 1017 1
0.0491 -63.9 3689.15 0.023 | 577 x10°8 1

Tabla 5.3: Ejemplo de inestabilidad numérica de la matriz K para un sistema de doble barrera en DCG.
Intervalo de energia 0 < E < 0.05 eV y dngulo de incidencia —90° < g < 90°. Ancho de barreras y pozos
dy = dy = 30 nm; Vy = 50 meV. T.(K) transmitancia en términos de K. T.(H) / T.(S) transmitancia
en términos de H/S. |Det [K]| / |Det [H]| médulo del determinante de la matriz K/H.
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Figura 5.23: Diagrama de contorno (F, ¢g) en términos de K para un sistema de dos barreras en DCG. La
escala de colores indica valores de Transmitancia. Altura de las barreras Vy = 50 meV; dp = d,, = 10 nm.
El médulo del determinante (|Det [K]| = 1) como predice el célculo algebraico.
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Figura 5.24: Diagrama de contorno (F, ¢g) en términos de H para un sistema de dos barreras en DCG. La
escala de colores indica valores de Transmitancia. Altura de las barreras Vy = 50 meV; dp, = d,, = 30 nm.
El médulo del determinante (|Det [H]| = 1).



Solucién de problemas practicos 119

1E10
1 Mo. de barreras = 4 -
1E9 4 Vo = 50 meV matriz K
1E8 Ancho de barrera = 10 nm - matriz H
1E7 Ancho de pozo = 10 nm - matriz §
1000000 incidencia = 2.5°
100000 |
10000
1000 4
100 -
B
=2
= 1.04 ' A »
= [ II'U[\/\/— e
g : |
g |
F 0.5 4 I! /
4 I |
J
00 —= T T T T T T T T 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Energia (eV)
1ES3 No. de barreras = 8 (b)
Vo = 50 meV
TE433  Ancho de barrera= 10 nm
Ancho de pozo = 10 nm
1E33 .
incidencia = 2.5 i K
1E23 matqz
-—--matriz H
. 1E13 matriz S
E
£ T
=i
0
= /
5 lrr
0.0 =5 T — T T T T T T T T 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Energia (eV)

Figura 5.25: Transmitancia como funcién de la energia de los electrones incidentes (E) para anchos
dy = d, = 10 nm; Vy = 50 meV y dngulo de incidencia o = 2.5°. (a) sistema de 4 barreras de potencial.
(b) sistema de 8 barreras de potencial.
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Figura 5.26: Moédulo del determinante de las matrices K y H como funcién de la energia de los electrones
incidentes (E) para sistema de cuatro barreras de potencial; anchos d, = d,, = 10 nm; V5 = 50 meV y
angulo de incidencia g = 2.5°.

Comportamiento de la estabilidad numérica de K con el incremento de la altura de las
barreras

Se analiza el efecto que produce el incremento de la altura de las barreras en la estabilidad numérica
de K. Para ello se estudid el sistema de cuatro barreras con d, = d,, = 10 nm para el angulo de
incidencia ¢y = 2.5°. Las alturas de barreras a considerar fueron Vy = 50 meV y V5 = 100 meV. La
transmitancia como funcién de la energia para ambos casos se muestra en la figura 5.27. Se observa
que con el incremento de la altura de las barreras hay un desplazamiento de las resonancias a energias
mayores y en general ocurre una disminucién en la transmitancia. En este caso se aprecia una ligera
reduccion de la region de energias donde se manifiesta la inestabilidad numérica: energias superiores a
0.1515 meV para Vy = 50 meV y energias superiores a 0.1835 meV para V) = 100 meV.
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Figura 5.27: Transmitancia como funcién de la energia de los electrones incidentes (E) para un sistema
de cuatro barreras con d, = d,, = 10 nm; dngulo de incidencia ¢y = 2.5°. (a) Vo = 50 meV. (b)

Vo = 100 meV.



Capitulo 6

Conclusiones y recomendaciones

6.1 Conclusiones

A continuacién un compendio general de los aspectos conclusivos relativos a las dos herramientas tratadas
en este trabajo: El método de la funciéon de Green y el método de la matriz de transferencia:

e Se obtuvo una forma general y compacta de la funcién de Green para la ecuacién Sturm-Liouville
matricial del medio homogéneo con condiciones de regularidad en el infinito asi como una ecuacién
algebraica para verificar su validez. La expresion es aplicable para cualquier nimero de ecuaciones
diferenciales acopladas involucradas en la Ecuacién Sturm-Liouville Matricial en el caso comin en
que los polos de la funcién de Green son de primer orden.

e El analisis realizado a los elementos de la matriz de transferencia asociada T, derivada de la Ecuacién
Sturm-Liouville Matricial (ESLM) general para un medio homogéneo, indica que las aplicaciones
numéricas de dicha matriz estaran expuestas a la ocurrencia de una degradacion numérica conocida
como problema 2 —d cuyo origen son los errores asociados a las operaciones de redondeo que realizan
los equipos de computo. Las expresiones de dichos elementos matriciales indican que el problema 2 —
d es més probable cuando los eigenvalores del operador L son complejos. En dicho caso los elementos
matriciales de T se caracterizan por presentar sumas que involucran funciones exponenciales de
argumento real positivo con funciones exponenciales de argumento real negativo. Estas sumas
terminan siendo redondeadas cuando el argumento de dichas funciones crece lo suficiente, originando
el problema Q)—d. Para cada eigenvalor el mencionado argumento consiste en el producto de su parte
imaginaria con el espesor del dominio analizado, de ahi que el problema (2 — d tienda a reportarse
con el incremento del espesor de las capas que conforman la heteroestructura (o el nimero de estas)
y/o con el incremento de algin pardmetro contenido en la parte imaginaria del eigenvalor, por
ejemplo, la frecuencia de los modos cuando se estudian ondas elasticas.

e Para eigenvalores complejos todo elemento de la matriz T crece indefinidamente si asi lo hace el
argumento real de las funciones exponenciales que lo componen. Esta caracteristica puede impedir
el célculo de T por desbordamiento aritmético del equipo de computo, revelando otra debilidad
numérica de esta matriz.

e Mediante el andlisis de las relaciones entre matrices se comprobé analiticamente que existen varian-
tes del método de la matriz de transferencia asociada con la capacidad para evadir el problema Q2 —d.
Las variantes analizadas fueron: la matriz hibrida (H), la matriz rigidez E y sus respectivas inversas,
asi como la matriz de dispersién (S). FEstas variantes se caracterizan porque sus dimensiones
dependen del nimero de ecuaciones que componen el sistema Sturm-Liouville Matricial y no del
nimero de capas de la heteroestructura, como es el caso de la matriz Global, utilizada con frecuencia
como alternativa para evadir el problema 2 — d. Con la técnica desarrollada se pudo comprender
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porqué estas variantes pueden evadir el problema 2—d aun cuando sus elementos matriciales pueden
ser objeto de redondeos.

e Se establecié la formulacién de algunos problemas de contorno tipicos en términos de las matrices
numéricamente estables analizadas. Por su caracter general estas formulaciones son aplicables a
todo problema fisico cuyas ecuaciones de movimiento sean casos particulares de la ESLM.

e Se resolvieron distintos problemas fisicos de interés actual en sistemas a capas que permitieron
verificar que las matrices propuestas se comportan de forma numéricamente estable y conducen a
resultados correctos en casos en que la matriz T manifiesta el problema {2 —d. En algunos ejemplos
se pudo comprobar que el procedimiento para determinar estas matrices, cuyas dimensiones no
dependen del nimero de capas de la heteroestructura, resulté mucho més sencillo en comparacién
con el método de la matriz global cuyo orden depende del niimero de capas de la heteroestructura.

De acuerdo con los objetivos especificos planteados se obtuvieron un conjunto de resultados de cuya
evaluacion se presentan a continuacion las siguientes conclusiones:

La técnica de analisis de la estabilidad numérica basada en las relaciones entre matrices de transferencia
permitié determinar que:

e La matriz Hibrida puede evadir el problema €2 — d y converger establemente a valores finitos sin
importar cuan grandes o pequenos sean los espesores en la heteroestructura y con independencia
del nimero de capas que la compongan. Para una ESLM dada, el resultado es el mismo con
independencia de la base de eigenfunciones utilizada para construir la matriz. El resultado es el
mismo para su matriz inversa.

e Para un sistema L — M — R la matriz de dispersién S(R;L) que se obtuvo a partir de su relacién
con la matriz Hibrida correspondiente a la regién intermedia (M) puede evadir el problema Q — d
y converger establemente a valores finitos sin importar cuan grandes o pequenos sean los espesores
que encontremos en (M) y con independencia de la base reducida utilizada en los dominios externos
LyR.

e Tanto la matriz de rigidez E como su inversa, la matriz de admitancia L. serdn computacionalmente
estables y podran evadir el problema () — d para grandes espesores de las capas que componen la
heteroestructura, con independencia del nimero de estas. Sin embargo, cuando estos espesores
tienden a ser muy pequenos la acumulacion de los errores por redondeo pueden conducir al proble-
ma €2 — d o a una singularidad numérica. Para una ESLM dada, el resultado es el mismo con
independencia de la base de eigenfunciones utilizada para construir dichas matrices.

e La matriz de transferencia de coeficientes (K) y la matriz de transferencia completa (M) son
vulnerables a las inestabilidades numéricas que se manifiestan en la matriz T.

Utilizando el método estdndard de la transformada de Fourier y como técnica de integracién el método
de residuos, en particular el lema de Jordan, se obtuvo una forma general y compacta para la funcién de
Green del operador Sturm-Liouville Matricial homogéneo con condiciones de regularidad en el infinito.
El estudio del QEP correspondiente a diferentes casos particulares de la ESLM indica que:

e La formacién de pares del tipo (k¢, —k¢) es una situacién comin aun cuando el término lineal de la
ecuacién no es nulo (casos P 4+ 7Y # 0). Teniendo en cuenta esta caracteristica se obtuvieron dos
expresiones particulares de la forma general y compacta de la funcién de Green, una para los casos
P+Y =0y otra para P+7Y # 0. Ambas expresiones fueron aplicadas a diferentes problemas
comprobandose su validez incluso en los casos en que no fue posible obtener expresiones analiticas
para los eigenvalores.

e Se demostr6 que una condicién necesaria para que los eigenvalores formen pares del tipo (k¢, —k¢)
es que la matriz i(P + Y) sea indefinida, condicién que se cumple incluso para el modelo de
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aproximacion de la funcién envolvente de N bandas. En medios eldsticos y piezoeléctricos el anélisis
de las propiedades del problema cuadratico de eigenvalores indica una relacién entre la formacién
de pares del tipo (k¢, —k¢) y la simetria del cristal del cual estd compuesto el medio. Para el cristal
triclinico, en general no se forman los mencionados pares, pero estos si aparecen en cristales con
mayor simetria como el caso ortogonal, tetragonal, transversalmente isotrépico, ctibico e isotrépico,
donde el numero de componentes independientes de los tensores involucrados en la ESLM es menor
a medida que el cristal es mas simétrico.

Los problemas fisicos estudiados constituyen ejemplos concretos del amplio espectro de excitaciones ele-
mentales que pueden estudiarse en distintos sistemas a capas utilizando una formulacién de problemas
de contorno tipicos, en términos de las matrices numéricamente estables que estudiamos. Se estudiaron
cuatro problemas fisicos. La capacidad de las matrices utilizadas para evadir el problema 2 — d quedé
demostrada:

e Mediante el método de la matriz hibrida se calcularon curvas de dispersién de velocidades super-
ficiales de ondas SH como funcién de la frecuencia para sistemas piezoeléctricos multicapas. Los
sistemas tratados se componen de dos tipos de material piezoeléctrico frecuentemente empleados en
las aplicaciones précticas. Dichas curvas tienen como fin analizar la velocidad de propagacion de los
distintos modos de vibracién que se presentan en estas heteroestructuras. El cdlculo ya habia sido
reportado utilizando el método de la matriz global (MMG) como técnica para evadir los problemas
de estabilidad numérica manifestados por el método estandard de la matriz de transferencia.
Nuestro analisis se enfoco en los sistemas de tres y nueve capas para los que la matriz global uti-
lizada es de orden 8 x 8 y 32 x 32 respectivamente. Utilizando nuestra formulacién se comprobé que
el incremento de la frecuencia de los modos afecta la estabilidad numérica de la matriz de trans-
ferencia asociada. Para todo el espectro de frecuencias analizado, se comprobé que los célculos
realizados con matrices hibridas de orden 4 x 4 reproducen un resultado cualitativo caracteristico
de los sistemas analizados, se trata de la formacién de dos bandas en las curvas de dispersién, una
de modos pares y otra de modos impares. Desde el punto de vista cuantitativo, la notable similitud
entre valores de velocidad calculados para diferentes frecuencias utilizando el MMG y el método de
H, confirma la capacidad de este dltimo para evadir el problema §2 — d con menos requerimientos
formales y de computo en comparacion con el MMG.

e Mediante el método de la matriz hibrida y el método de la matriz de dispersién se determinaron los
segmentos de bandas prohibidas correspondientes a espectros de transmitancia de ondas eldsticas
que se propagan en cristales fonénicos unidimensionales ordenados, y en cristales fonénicos aleato-
riamente desordenados. Para una onda que incide 40° respecto a la normal a las intercaras de un
cristal fonénicos periédico, compuesto de 36 capas, se comprobd que los espectros obtenidos por
ambos métodos (matrices de orden 4 x 4) coinciden con el espectro calculado mediante una matriz
global construida para dicho problema (de orden 144 x 148).

El analisis de la matriz de transferencia asociada indica que su estabilidad numérica se afecta con
el incremento del dngulo de incidencia, la frecuencia de los modos y el ntimero de capas del sistema.
Para un angulo de incidencia de 40° se observé el comportamiento inestable en la matriz T al
incrementar el nimero de capas del cristal a pesar de que para esta incidencia los eigenvalores del
operador L son reales. En todo el intervalo de frecuencias y dngulos de incidencia analizado, la
matriz H y la matriz S mostraron estabilidad numérica.

Los segmentos de bandas prohibidas fueron determinados también mediante el célculo del Factor
de localizacién en términos de la matriz de transferencia asociada y en términos de la matriz de
dispersién. En este ultimo caso, el calculo requirié menos iteraciones para obtener los mismo resul-
tados que con T. Se comprobd que debido a la inestabilidad numérica de la matriz T, los intervalos
de bandas prohibidas determinados a partir de los espectros de transmitancia pueden no coincidir
con los predichos por el Factor de Localizacion.

e Para el estudio de la propagacién de ondas electromagnéticas en sistemas a capas compuestos de
materiales anisotrépicos lineales, se establecié una Ecuacién Sturm-Liouville Matricial en términos
de las componentes tangenciales del campo eléctrico. Dicha ecuacion considera las pérdidas 6hmicas
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y es apropiada para construir matrices de transferencia de orden 4 x 4 en heteroestructuras donde
los tensores: permitividad, permeabilidad magnética y conductividad eléctrica dependen de la coor-
denada perpendicular a las intercaras pero son constantes por tramos.

Se calculd el espectro de reflectancia para la estructura de una microcavidad Fabry-Pérot compuesta
de capas de Silicio mesoporoso que exhibe birrefrigencia 6ptica. Para esta estructura anisotrépica
se considerd la absorcion del Silicio poroso y la matriz T resulté de orden 2 x 2. La excelente
correspondencia entre el espectro calculado y el experimental reportado en la literatura confirma
que la ESLM establecida constituye un método apropiado para el estudio de la propagacion de las
OEM en heteroestructuras anisotréopicas a capas.

Se cdlculo también el espectro de reflectancia para un espejo foténico de Silicio poroso (sistema
isotrdpico a capas) utilizando una matriz hibrida y una matriz T y se verificé que esta ultima si
manifiesta inestabilidad numérica a altas frecuencias (bajas longitudes de onda) donde la absorcién
del Silicio poroso es fuerte. No obstante se demostro que en este problema isotrépico el coeficiente de
reflexién puede ser calculado utilizando una expresién que permite cancelar los errores de redondeo
que afectan los elementos matriciales de T y de esta forma es posible obtener coeficientes tan exactos
como los obtenidos con la matriz hibrida.

e Se comprobé que el calculo de propiedades de transmision en sistemas de multiples barreras de
potencial electrostatico en doble capa de Grafeno no es afectado por el problema 2 — d cuando
se emplea el método de la matriz hibrida y el método de la matriz de dispersion. A diferencia
de la matriz de transferencia de coeficientes que suele utilizarse en dichos célculos, las primeras
muestraron un comportamiento numérico estable al variar la configuracion del sistema: nimero y
altura de barreras, ancho de pozos y de barreras, intervalo de energia de los electrones y angulo de
incidencia. A partir de matrices H y S se reprodujeron espectros de resonancia fano reportados
para doble barrera a incidencia cercana a la normal.

Estos resultados indican que los métodos de matrices de transferencia numéricamente estables,
estudiados en esta tesis, constituyen una importante herramienta de célculo no solo para la carac-
terizacién de heteroestructuras, sino también para el diseno de las mismas. Dada la estabilidad
numérica de dichos métodos y la variedad de problemas de contorno que pueden tratarse con estos,
estas herramientas pueden ser utilizadas por grupos de trabajo experimental o tedrico que durante
el diseno de un sistema a capas deseen variar parametros tales como ntimero de capas, altura de
barreras, frecuencias, etc. y determinar de forma correcta los cambios en las propiedades de dicho
sistema.

6.2 Recomendaciones y Problemas abiertos

Particularmente interesante resulta extender el estudio de las relaciones entre la funcién de Green y las
matrices de transferencia. Por un lado las matrices de transferencia son objetos inherentemente adecuados
para el trabajo computacional cuando las soluciones no pueden obtenerse analiticamente y por otro las
funciones de Green resultan muy atractivas dado que contienen en si mismas la informacion fisica del
problema que se estudia. La relacién entre G(z,z’) y la matriz de transferencia asociada T estd bien
estudiada en [8]. Sin embargo la relacién con matrices numéricamente estables como la hibrida o la matriz
de dispersién no ha sido desarrollada. De ahi que resulta motivante el desarrollo futuro de este tema.

Entre los problemas tratados en este trabajo se encuentran la propagacién de ondas electromagnéticas
en medio isotrépico conductor y la propagacién de ondas elasticas en medios viscosos. En ambos casos se
consideran las pérdidas del medio. Los ejemplos ilustran que aun cuando no se cumplen las condiciones
que garantizan la hermiticidad formal del operador Sturm-Liouville L, se pueden aplicar las mismas
técnicas de matrices de transferencia que en casos donde esta propiedad se cumple e incluso obtener
expresiones para la funcién de Green de la Ecuacién Sturm-Liouville Matricial en el medio homogéneo.
No obstante, no se ha realizado un estudio formal méas general que contemple la inclusién de las pérdidas
del medio en la ESLM y sus consecuencias en las propiedades del operador L y sus eigenvalores. Por
tanto aqui se tiene otro tema a desarrollar.



Apéndice A

Obtencion de la forma general y
compacta de la funciéon de Green

En el medio homogéneo la ecuacién para la funcién de Green es (2.6):

B "G(z,z")+(P+Y): 'G(2,2 )+ W-G(z,z) = Id(z—2z2").

Esta expresion Fourier transformada se escribiria asf:

1 I
—(k)?’B+ik(P+Y)+W]- G(k,z") = I ek’
[—(k) ( ) ]+ G(k,2) N e
de donde obtenemos que:
1 L
G(k,z') = —e ™ [—(k)’B+ik(P+Y)+ W]
(k=) = = (B k(P +Y) + W]

La G(z,z') buscada se puede hallar haciendo la antitransformada. Esto es:

1 [t ;
G(z,2z") = E/ G(k,z")€* dk.

Sustituyendo la expresién obtenida para G(k, z’), se llega a que:
1 oo ) ,
G(Z,Z’) — 27 [7(16)2B +Zk(P +Y) +W]71 ezk(zfz )dk
T J-—xo
Definiendo:
A(k) = -kB+ik(P+Y)+W,

y teniendo en cuenta la expresién (2.16):

Lo
SO B At

tendremos que:

1ot CT(k)
no- L _Colk)  qin(z—21
G(z27) o7 ) . Det [A(R)] © dk

126



Apéndice A. Forma general de la funcién de Green 127
Calculo de la integral aplicando técnicas de residuos y el lema de Jordan

El célculo de la integral (A.8) es realtivamente sencillo si se aplican los resultados de la teoria de residuos
y particularmente el Lema de Jordan [45], en cuyo caso necesitamos conocer los polos de la funcién de
Green, es decir los valores ky que satisfacen la ecuacién Det [A(k)] = 0. Es decir se deben conocer los
eigenvalores del QEP, ver seccién 2.2. El resultado es:

; CI (k) ik(z—z") 1
i) ke, Res [Det am © ; k(} z2>z
G(z,2z') = (A.9)

. crw ik(z—z'
_ZZIWEKJ,RGS [m (& ( ),kei| Z<Zl.

Aplicando técnicas de calculo conocidas, las sumas de residuos (Res) planteadas arriba resultan:

o k ik(z—z' et z—z'
+i Z Res {D : [é()k)] etk ), kg] = +i Z D’ ke ) 2>z’ (A.10)
kgEK kgEKT
o Z R (k) eik(z—z’) k _ Z zkz(z—z’) <z’ (A 11)
i es Det | A(k)] y kel = D’ z<z', .
kgEKL kgeKL
donde p
D' (k) = = (Det [A(K) (A.12)
Por tanto:
ZkeGKT g eike(z—2") 2> !
G(z,z") = (A.13)

_Zk/gelg g gike(z—2") < z/;

CT(k
g =Sl 0)
D'(ke)
Esta expresion puede ser escrita asi:
ZszKT g ehelz=="] 2>z’
G(z,z') = (A.14)

_ —ikelz—z| 1
Z,wemgge z<z’,



Apéndice B

Modelo Fenomenolégico Completo
(MFC). Ecuacion de movimiento

El modelo fenomenoldgico en aproximaciéon de onda larga para fonones 6pticos polares en heteroestruc-
turas semiconductoras describe el acoplamiento entre la amplitud de vibracién @ = (ug, Uy, u,)? de los
modos épticos polares y el potencial electrostatico ¢. El sistema original de ecuaciones de movimiento
del modelo considera parametros fenomenolégicos dependientes de la posicién. Para un medio isotrépico
se tiene que [2]:

p(w? —w2)iE(P) = V- (pBiVi) —V x (pBiV X @) + aV; (B.1)

Vi (eVy) = 47V - (ai); (B.2)

wr denota la frecuencia del modo éptico transversal en el punto I' de la zona de Brillouin. Los parametros
081, Br caracterizan la parabolicidad de las ramas épticas del espectro de fonones en la vecindad del punto
T', €5 es la constante dieléctrica a alta frecuencia, p es la densidad de masa reducida. Dada la simetria
cibica de los materiales que considera el modelo, el tensor & que describe el acoplamiento entre el vector
de vibracién 4 y el campo eléctrico toma una forma diagonal simple & = al con « expresado en términos
de €, p, wr y la constante dieléctrica estdtica eg [2].

En lo adelante se supondra que los parametros fenomenolégicos son constantes en cada dominio de la
heteroestructura, pudiendo tomar valores diferentes en cada dominio. La transformada de Fourier del
primer grupo de ecuaciones (B.1) conduce a:

dPu,
P(BL + 1)~ 5 — pIBLKZ + (BL + Bk, + (W — wh)]us —
du, )
—Pﬁ%ikzc% + pBikikyu, +ick.p = 0; (B.3)
2 2 d2uy 27.2 2 247.2 2 2
p(BL, + Br) 12 plBLk, + (BT + Br)k; + (w0 — wp)]uy —
du, )
—pBik, Jz + pBikikyu, +iakyp = 0; (B.4)
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d*u,
P87 = — pl(BE + BRI + k) + (w7 — wih)]u. —

duy, du, d
L — pBrik, L +a"l = . (B.5)

— 2.
pﬁTka d dZ

La transformada de Fourier la ecuacién (B.2) conduce a:

k2 + k%) — ozduzz — aikyuy — aikyu, = 0. (B.6)
T

Se debe tener presente que cada vez que transformemos una ecuacién se tendrd que u, = ug(2), uy =
uy(z), Uy = uz(z) ye= QO(Z)

Validacion de la funcién de Green del MFC

El cumplimiento de (2.33) puede verificarse haciendo uso de la matriz CZ(” ar) cuyos elementos son:

IO () = o {—AmkEa? + (% + K)eoop (K07 + w2053 + 63) + 7 — ]}

Cr ) (ke)iz = 05

CIP ) (ke)is = imyap [(sy + k7)(BE + BF) + (0¥ —wi)] ;

Cz(par) (ke)21 = 0;

CT ) (ke)or = % { kyBL + ki [k (BL + A7) + w? — wi] + &y, _::ZQ (k7 (267 + BF) + w® — ‘“JT)] } '
CTPa) (ky)os = w? — w2

CIro) (ky)s = —CI®) (ky)s;

CIeo) (ky)zy = CT@) (ky)gs;

Cor ™ ke)ss = p* [(wy + k)BT +w® — 7] [(w] + kD) (BE + B7) +w? —wi] | (B.7)

y de las expresiones:

k
D'(k) = —%(w% —w?) [Ama® + esop(wF — w?)]; (B.8)
2 2
D'lls) = b~ 4m” 4 BhenSE | (B.9)
€oo? dra? dra?
D'(ks) = _ﬁks Loop + (wF —WQ)] [ p (B + B7) + BF(wF —w?) | . (B.10)
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Los eigenvalores k1, k3 y ks vienen dados por las expresiones:

ki = iky; (B.11)
W2 — w2

ks = = g2 B.12

’ ERN A (312
1 [4wa?

ks = L. K2A7 4 (Wi — w?). (B.13)

B\ e



Apéndice C

Ecuacion de la onda elastica en un
cristal ortotrépico

La ecuacién de la onda elastica en un sélido homogéneo es el resultado de la segunda ley de Newton y de
la ley de Hooke [41]:

82ui 82ul
a0 ikl A s .7 -7kal = 17273' C1
P (%2 C]klaxjaxk (Z J ) ( )

Aqui ug, u2 y us son las componentes del desplazamiento de un punto arbitrario en el sélido; c;;; son las

componentes del tensor de rigidez (constantes eldsticas) y p la densidad del masa del material. Se trata
de un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas. Escribiremos estas ecuaciones
para el caso de un medio orthotrépico donde [41]:

ci1 c2 ci3 0 0 O

ci2 c2 c3 0 0 0

By _ |c13 c3 ¢33 0 0 0
Cijkl e Capg = 0 0 0 Cas 0 0 (C2)

0 0 0 0 e¢5 O

0 0 0 0 0 C66

La relacién entre subindices « <> (ij) y 8 > (kl) se explica en el apéndice L. Teniendo en cuenta las
componentes del tensor ¢;jx; que no se anulan, la expansién del sistema de ecuaciones (C.1) resulta:

0%uq 0*uy n 9%ug n 0%us i 0%us
— = c c & C
P or Y027 TP 0mi0xs, P Oni0as | D0y
2 2 2
Ul a us a (75}
C.3
BT T T o
82u2 82U2 i 82161 + 82”1 + 82'“2
= C & c &
p o2 66 0z? 66 0x10x2 12 0x201, > o3
2 62u3 82u2
‘ C4
+czsa ") Ca4 D50 + Ca4 B2 (C.4)
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8%3 8%3 i 3271,1 + 8211,3 + 8211,2
c c c c
P 5022 " P 0wi0ws 022 T M 0wy00s
&%u &%u 0%u
+613 1 2 3 (05)

+ +ogg
Ox301; ngaxgaxg €33 Oz

Utilicemos la notacién ug, uy, u. en lugar de u;, us, uz respectivamente y x, y, z en lugar de x;, 2, x3.
Consideremos un sistema a capas con simetria planar en el que hemos dirigido el eje z en la direccién
perpendicular a las intercaras de dicha heteroestructura. Entonces planteemos las soluciones del sistema
(M.3-M.5) en la forma: i(z,y,2) = i(z) eF=+y=w) donde @ = [uy,uy,u,]’. Como resultado se
obtiene el siguiente sistema para @(z):

2

d“ug U,
Cs5 d22 + ik (c13 + 55) — e + (pw - C11f€i — cGani) U
—(c12 + co6)kaiyuy, = 0, (C.6)
d®uy du. 2 2 2
Ci4——% dz 2 + Zl"\ly(ng + 044) E =+ (pw — CeRy — ngﬂy) Uy
—(ce6 + C12)Rakiytty = 0, (C.7)
d2u duy
33— 5 d22 + kg (cs5 + 013) =+ my(044 + c23) e

+ ( — Cs5K2 — 044/<;y) u, = 0, (C.8)



Apéndice D

Ecuaciones de movimiento en un
medio piezoeléctrico

La ecuaciones de movimiento para la onda piezoeléctrica en un material homogéneo son el resultado de
la segunda ley de Newton:

0%u; 0%, 0%¢
. g D.1
p 8152 C”kl 5‘xJ8xk + ek” é)xjf)xk’ ( )
y de la ecuacién de Poisson:
0%u 0?
l ¢ 0 (D.2)

€kl — €k
M O0x;0ny 7" Ox0xy,

Estas ecuaciones puede encontrarse en [41], ver de dicha referencia las ecuaciones (4.67) y (4.69) respec-
tivamente. Los subindices 4, 7, k,l toman los valores 1,2,3. w;, representa las componentes del vector
desplazamiento u; = ug, us = uy, uz = u;, ¢ es el potencial eléctrico, c¢;;r; son las componentes del
tensor de rigidez, ex;; las del tensor piezoeléctrico y €;1 las componentes del tensor dieléctrico. Por su
parte p es la densidad de masa del material. Se trata de un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales de
segundo orden acopladas.

Dada la simetria de los tensores c;;i; y exij, estos pueden representarse en términos de solo dos subindices
CaB ¥ €ia Tespectivamente. Para un sistema ortotrépico clase 2mm, estos tensores resultan [41]:

ci1 ci2 c3 0 0 0
c12 Cca2 co3 0 0 0
_ c13 c3 ¢33 0 0 O
Cof = 0 0 0 cu O 0 | (D-3)
0 0 0 0 Cs5 0
0 0 0 0 0 C66

0
€ia — 0 0 0 €24 0 0 . (D4)
€31 €32 €33 0 0 0

Para el mismo sistema (ortotrépico clase 2mm) tendremos [41]:
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134 Apéndice D. Ecuacién de movimiento de la onda piezoeléctrica

€11 O O
€k = 0 €922 0 . (D5)
0 0 €33

Teniendo en cuenta las componentes de estos tensores que no se anulan, la expansiéon del sistema de
ecuaciones (D.1) resulta:

Pu, . 0%y ny 0?u, ny 0?u, te 0%uy v, 0?uy
Pair = Map2 T N0y T Poraz T Oayar T 0 hy2
82u, 82u, 826 82¢
5 g0 T a2 T a0r T anan (D-6)
62uy 62uy 0%uy, 0%u, 82 0u,
P = g Tl g teng gt st ey o
82, 0%u, 82¢ 82¢
D.
tag o Taug g teng oo teng o (D7)
0%u, B 0%u, n 0%uy . 0%u, n 82uy L 0%u,
Parr = 5 gp2 T hz0; T Mz T Mpya: T M ozox
0%u, 82u, 82¢ 82¢ 82¢
+C328 By tea sy " t+e €155 5 +6248T/2+633@- (D.8)
Por otra parte la ecuacién (D.2) resulta:
0%u, 0%u, 9%u 82uy 9%u 82uy
€15 g5z T 90, e o2 T a0, ”‘“a a: T 2520,
2 2 2 2
+633%—6 @—6 @—e o = 0 (D.9)

022 Woxz ~ P oyz T 922

Buscamos soluciones en la forma u;(z,y, 2) = u;(2)eF=Try=wt) ¢z 4, 2) = ¢(2)elerHryy=wt) - Qusti-
tuyamos estas soluciones en (D.6)-(D.9). Después de acomodar convenientemente los términos se obtiene
que:

c —d2uz+m (c13+¢ )%er (e15 + € )@
5572 2(C13 + C55) - x(€15 + €31) 7~
+(pw? — c11K2 — C66/‘C§)U$ — (c12 + co6)kzkiytty = 0. (D.10)
Pu, du d
Caa gy Y+ ik (cos + C44)d7 + iky(e2q + e32) — P
+(pw® — copra — ook )uy — (Co6 + Co1)Kakiytly = 0. (D.11)
d*u, d*¢ dug du,

33~ 5 Tess 5+ ik (Ca1 + Cs5)—— + iky(Cag + Caa) ——

dz dz
+(pw? — 55K — 044/£y)uz — (e15K2 + 624%)(]5 = 0. (D.12)
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d?u, d?¢ i (ers + )dux iny(eas + )duy
€33—— — €33—5 + ik (e es1)—— + iky(e €32)——
3375 33 75 15 1 €31) 7 y(€2a +€32) 7
—(e15K2 + eg4n§)uz + (e11k2 + 622%5)(}5 = 0. (D.13)
Aqui u; = ui(2) y ¢ = ¢(z). En forma Sturm-liouville matricial tendremos la incégnita F(z) =

[t (2), uy (2), us(2), $(2)]T

Partiendo del sistema de ecuaciones (D.10)-(D.13) se pueden obtener directamente las ecuaciones correspon-
dientes a materiales con mayor simetria como el tetragonal 4mm, o el transversalmente isotrépico 6mm
donde el niimero de componentes independientes en los tensores es menor.



Apéndice E

Modos magneto-electro-elasticos.
Ecuaciéon de movimiento

Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales acoplazas (Eqs. 8-12 de [44]) que describe la propa-
gacién de modos magneto-electro-elasticos en un material homogéneo con simetria 6 mm. La magneti-
zacién y la polarizacién del material estan dirigidas en la direccién transversal horizontal. Para pasar del
sistema de ejes de coordenadas empleado en [44] al establecido por nosotros (figura 2.1) se realiz6 el cam-
bio: ¢ = y, z = 2 y y — 2. Como primer paso se llevé el sistema de ecuaciones (Egs. 8-12 de [44]) a nues-
tro sistema de ejes de coordenadas. Seguidamente planteamos la solucién del nuevo sistema de ecuaciones
en la forma uw,y,z(?) — ua:7y,z<z) ei(auw,-&-yi‘cy—wt)7 (p(,,:‘) _ 90(2) ei(3L‘fw-f—yf'~iy—wt)7 w(f*) — w(z) ei(wnm—&-yny—wt).
Como resultado se obtuvo el siguiente sistema 2D Fourier transformado:

d?u . du,
(pw? — clmi — Ca4K2)uy + cop szy +i(c12 + co6) Ky 7
—(c13 + caa)Kekyty — (€31 + €15)Keky@ — (f31 + fi5)kaky) = 0. (E.1)

(pw? — ceek’ — caar)u, + c i—f—i(o +c )Iﬁ:%
P 66Ky = Caaliy)Uz T C11- 7y 66 T C12)Ry =~
dug . d , d
+i(c13 + 044)/%% +i(es1 + 615)/%?(5 +i(fs1 + le)KmIf = 0. (E.2)

d?u,
(pw2 — 644,‘{3 — ngl{i)uz + Cq4 a2 — (613 + C44)I<Lml<éyuy +
du, d? d?

i(c13 + 044)516% - 615'%5(,0 + elsdizf - 63353;%0 - f15/‘€31/) + f15T;§ - f33f€3;1/1 = 0. (E.3)

d2§0 . duz d2um d2w

—511E +i(e1s + 631)5:1:5 + e1s a2 gllﬁ
—(exsky + eszhin )iz — (€15 + €31)kykatly + (€155 + €33k2) 0 + (griks + gaska)y = 0. (E.4)

dg’l/J dz(ﬂ dzugc . du, 2 2
“Hu S T 9n g + flf’ﬁ +i(fi5 + fm)%a — (fisky + fasky)us

—(f15 + f31)kykaty + (1165 + gsska)e + (11K, + psski)y = 0. (E.5)
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En este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas la incégnita F(z) = [uy, u., uz, ¢, ¥]7. Los
pardmetros cpq, €5, Mij, €iqs fig ¥ 9i; (D¢ =1,...,6;4,5 = 1,2, 3) son los coeficientes eldstico, dieléctrico,
permeabilidad magnética, piezoeléctrico, piezomagnético y magnetoeléctrico respectivamente.



Apéndice F

Propiedades fisicas efectivas
(Material magneto-electro-elastico)

Propiedades efectivas del compuesto BaTiOs3/CoFesO4 cuya fracciéon molar de BaTiOs es 0.3. Los
pardmetros Cpq, €ij, tij, €iqs fig ¥ 9i5 (0,¢ =1,...,654,5 = 1,2, 3) son los coeficientes eldstico, dieléctrico,
permeabilidad magnética, piezoeléctrico, piezomagnético y magnetoeléctrico respectivamente, p es la den-
sidad del material. Los valores que aparecen a continuacion son aproximados dado que fueron tomados
de graficos de valor efectivo vs fracciéon molar de BaTiO3 presentados en las referencias [48] y [49]:

C11 = 250 (109 N/Hl2) €15 = 4 (C/Hl2) 11 = —410 (1076 NS2/02)

Cl1o2 — 140 €31 = 0 H33 = 150

C13 = 140 €33 = 0

C33 = 240

cyq = 44 €11 = 4.06 (1072 C2/Nm?) p = 5450 (kg/m?) F1

Ce6 = DD €33 =0 (F.1)
66 33

f15 = 378 (N/Am) g11 = —30 (1079 Ns/VC)
f31 =10 g33 = —40
f33 =100

Inversa de la matriz B de la ESLM multiplicada por —i, considerando los valores anteriores:

—1.82x 10711 0 0 0 0

0 0 —4.00 x 10712 0 0 0
—B™l = 0 0 —2.10 x 10~ —0.021  0.000021
0 0 —0.021 2.26 x 108 2425.13
0 0 0.000021 242513  —2458.47
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Apéndice G

Procedimiento para determinar las
matrices de transferencia

El procedimiento que se describe a continuacién es esencialmente el desarrollado en el capitulo 2 de [§]
para determinar las expresiones de las matrices de transferencia.

Considérese cualquier medio para el cual se asume conocida una base de soluciones Linealmente Inde-
pendientes Fy(z) de la Ecuacién Sturm-Liouville Matricial compuesta de N ecuaciones. Se parte de las
definiciones de las matrices a tratar, por ejemplo: M y T:

P(z) = M(z,20) - P(20) ; ¥(z) =T(z,20)  ¥(z20), (G.1)
donde los vectores:
®(z) = ‘ 5/((?) ‘ g W(z) = ‘ f;(é)) : (G.2)

siendo F’(z) la derivada de F(z) respecto de z y A(z) la forma diferencial lineal correspondiente a F(z).
Se sabe que:

_ 2N _ 2N Fu2) |
{)(z) ZCL(@@(Z’) Zaﬂ F/( ) ) (G3)
=1 =1 ¢

_ 2N _ 2N Fu(2)
U(z) > ar®(z) =) a A | (G.4)
=1 =1

Estas expresiones se simplifican definiendo las matrices:

N(z) = | ®1(z) ®2(2) ... ®an(2) |; (G.5)
Q(z) = ‘ Wi(z) Pa(z) ... Wan(2) |, (G.6)

y el vector a = [ay,az,...,asn]T que contiene los coeficientes de expansién, por ejemplo:
®(z) = N(z)-a, (G.7)
®(2) = N(z0)-a, (G.8)
a = N(z) - ®(2). (G.9)

Finalmente considerando las definiciones (G.1) se tiene que:

M(z, z0) = N(2) - N(29)7 ! T(z,20) = Q(2) - Q(z0) ! (G.10)
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Apéndice H

Matriz de transferencia asociada en
términos del espesor de una capa de
material homogéneo

Siguiendo el procedimiento algebraico y analitico desarrollado en [8] la matriz T(« : z, z9) podré expre-
sarse en la forma:

T(z,20) = Q(z)-Q(20) ", (H.1)

donde la matriz auxiliar Q(z) se compone de una base de soluciones LI del sistema diferencial (2.5) y de
las formas diferenciales lineales correspondientes:

B Fi(z) Faz) ... Fan(z)
Qz) = Ai(z) Ax(z) ... AzZ(z)

Recordemos que N es el niimero de ecuaciones diferenciales de segundo orden involucradas en el sistema
(2.5). Si el medio es homogéneo la base de soluciones LI suele componerse de las eigenfunciones Fy(z) del
QEP (secci6n 2.2). Asumamos un dominio homogéneo de espesor d = z — zy. Considerando la expresién
Fi(z) = Fop explikez]; £ = 1,2,--- ,2N para las eigenfunciones, tendremos que Ay(z) = Ay explikez].
Definamos las particiones N x N:

(H.2)

Agyny = [Ao1 ... Aon]; (H.3)
Apeny = [Aony1 .- Aon]; (H.4)
Foovy = [For ... Fonl; (H.5)
Foeny = [Font1 ... Fan]. (H.6)

Entonces la expresién (H.2) puede reescribirse en la forma:

Foovy Foem Iy, (d) Oy ’ [ Ty (20) On
) = . . . H.7
Q=) AO(N) A0(2N) On I, (d) On Iy, (20) (H.7)
Las matrices Iy, (X) y I, (X); donde X puede ser z, d o zq, vienen dadas por las expresiones:
etk X 0 . 0
0 etk X 0
- . . L (H5)
b
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Apéndice H. Matrix T en funcién de espesor de la capa 141

ethn 1 X 0 .. 0
0 ethni2 X 0
szN (X) = (H9)
6 O o eik?iN X
Entonces se tiene que:
Foivy Foemn ‘ [ T} (20) Oy ]
) = . , H.10
Qlz0) Aony Agien On T}, (20) ( )
Luego la expresién (H.1) resulta:
—1
Foovy Foen ‘ Ty, (d) On ‘ ‘ Fovy Foew
T(z,2z9) = T(d) = . N . H.11
(2, 20) (@) Aoy Aoin Oy IIj,y(d) Agny Aoien (H.11)
De aqui que sus particiones N x N queden expresadas:
Ty = FO(N) ' HkN (d) "71_11 + FO(QN) . Hk2N (d)71_21
T = FO(N) ' HkN (d) '7511 + FO(QN) . Hk2N (d)’yil
Tor = Ay iy (d) -7y + Agan) - Ty ()
T2 = Agw) iy (d) - '721 + Agan) - i,y (d>722 (H.12)
11 = [Fow) — Foen ~Ag(12N> Ao
nz = [Foen) —Fow)  Agy - Aoen)]-
t21 = [Agn) — Aoen) - Foiony - Foonl-
Y22 = [Aogen) — Ao 'FE&V) “Foen]- (H.13)



Apéndice 1

Matriz de rigidez en términos del
espesor de una capa de material
homogéneo

Aplicando para E(z, zg) el procedimiento desarrollado en el capitulo 2 de [8] y que condujo a la expresién
(3.7) tendremos que:

B(s,2) = Aq(z9) As(z0) ... Aan(20) ) Fi(z0) Fa(z9) ... Fapn(z0) (1)
10 A1(2> AQ(Z) e AQN(Z) Fl(Z) FQ(Z) ce FQN(Z) ’ ’

Considerando la expresion Fy(z) = Fo explikez]; £ = 1,2,--- 2N para las eigenfunciones, tendremos
que Ay(z) = Aoy explikez]. Definamos las particiones N x N:

Ao [Aor .. Aon]; (1.2)

Aoeny = [Aony1 .- Aon]; (1.3)

Fovy = [For ... Fonl; (1.4)

Foeny = [Fons1 ... Fanl. (L5)

Asumamos un dominio homogéneo de espesor d = z — zp. La primera matriz de (I.1) puede expresarse
en la forma:

Ai(z0) Az(z0) ... Aan(20) ‘ _ Aoy Aoany - i,y (—d) ‘ { T (20) (N
Ai(z)  As(z) ... Agn(z) Aoy - iy (d) Aoz Oy  IIj,,(2)
(1.6)

Las matrices I, (X) y I, (X) donde X puede ser z, d o zg, vienen expresadas en el apéndice H.
De forma andloga:

Fi(z0) Fa(z) ... Fan(zo) _ Fon Foen) i,y (=d) | [ IT; . (20) On }

Fl(z) FQ(Z) e FQN(Z) FO(N) . Hk:N (d) F0(2N) ON H]QN (Z) ’

(I.7)
Sustituyendo ambas expresiones en (I.1) se obtiene que:
-1
B(d) — Aoy Apan) - i,y (—d) ‘ ' ’ Fov) Foany - Mg,y (—d) (18)
Ao(n) - gy (d) Agan) Fony - Mgy (d) Foen
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Apéndice J
Relacion entre las matrices S y H

Consideremos la representacion de un sistema a capas mostrada en la figura 1.2. El dominio intermedio
M puede consistir en una simple capa o puede ser un compuesto. Supongamos conocida la matriz hibrida
H(zg, z1) para M tal que:

(J.1)

Asumamos homogéneos los dominios externos L y R y que para cada uno de ellos es conocida una base
de soluciones LI: Fy(L: 2) y Fy(R:2); £=1,2,--- ,2N.

Considérese la matriz auxiliar:

) _ Fi(a:2) ... Fy(a:2) Fyii(a:2) ... Fon(a:2z)
Qla:z) = Ai(a:z) ... Apn(a:2) ANil(a:z) oo Aon(aiz) |V (J.2)

donde « representa uno de los dominios L, R. Supongamos que seleccionamos las eigenfunciones de
manera tal que:

Fla:2) = Qula:z)-a(@)™ +Qu(a:z) ala) ; (J.3)
Qoi(a:2)-a(a)™ +Qou(a:z) ala)”, (J.4)

g
Q

N
I

donde a(a)t/a(a)™ es el vector formado por los coeficientes de expansién ag(a) correspondientes a las
eigenfunciones Fy(a : z) que viajan a la derecha/izquierda. Q;;(a : 2); 4,5 = 1,2 son las particiones de
orden N x N de Q(«a : 2).

Expresemos el miembro izquierdo de (J.1) en la forma:

F(LZZL) _ Q12(LZZL) Oy ] a(L)_ I Qu(LZZL) Oy . a(L)""
A(R : ZR) On le(R : ZR) a(R)+ Oy Q22(R : ZR) a(R)_
(J.5)
Para el segundo factor del miembro derecho de (J.1) tendremos que:
AL:zr) | _ | Qa(L:z) On Ja(L)” L Qo1 (L zp) On | am)*
F(R : ZR) On QH(R : ZR) a(R)* Oy ng(R : ZR) a(R)’
(J.6)
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El paso siguiente es sustituir (J.5) y (J.6) en (J.1). Entonces teniendo en cuenta la definicién de la matriz
de dispersiéon S(R; L) dada en (3.26):

2 ((PL{; (J.7)

)

= S(R;L) - a+(L))

a (R

después de acomodar términos se tiene que:

S(R;L) = [( QIQ(OLN: ) Q21(%N: ZR) > ~ Hizmo2z)- ( Q22(0L1\/: ) Qu((;{Ni ZR) ﬂ i .

[H(ZR’ZL)' ( Q21(OLJ\; v le(%N: ZR) > - < Qll(OLN: v sz(?{Ni ZR) ﬂ - 08



Apéndice K

Transformacion de la ecuacién de
movimiento de la onda TH
piezoeléctrica a la forma
Sturm-Liouville Matricial

El sistema inicial de dos ecuaciones diferenciales acopladas es el siguiente:

2
cVu+eVip = p%;

eViu—eVip = 0, (K.1)

donde u = u,(y, z) es el desplazamiento transversal en la direccién x y ¢ = ¢(y, 2z) el potencial eléctrico.

Escribamos este sistema en la forma siguiente:

2 2 2 2 2
C<8u+8u>+e(%+%> _ p@u

022 92 922 Oy o2
0? 0? 0? 0?
A AL DY (A A I (K.2)
022 Oy? 022 Oy?
Considerando la simetria planar del sistema a capas, busquemos soluciones en la forma:
u = u(z) vyt (K.3)
¢ = ¢(z) ey, (K.4)

Entonces el sistema (K.2) se transforma en el sistema:

d*u(z) 2 *¢(2)

c— e Kyu(z) +e T e nng(z) = —pwu(z);
d? d?
e ;;22) —e mzu(z) —€ ci(;) +e mqu(z) = 0. (K.5)
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146 Apéndice K. Onda-Transversal Horizontal piezoeléctrica

Luego de acomodar convenientemente los términos tendremos:

d? d?
c ;‘Z(QZ) te C;i(;) + (p? —c /{5) u(z) —e /{Z () = O; (K.6)
2 2
e d;z(;) . djz(;) —erou(z) +erpp(z) = 0. (K.7)

Por otra parte, en el sistema que tratamos, los parametros c, e y € son constantes en cada capa. Luego la
ESLM (1.1) tendré coeficientes constantes y puede escribirse asi:

d*u(z)
dz?

dé(z)
dz

_d?¢(2)

du(z)
B;
+ i dz?

dz

=+ Wzlu(z) + W22¢(Z) = 0,
1=1,2, (KS)

B +(P+Y)n +(P+Y)

de manera que con ¢ = 1 tenemos la ecuacién (K.6) y con ¢ = 2 tenemos la ecuacién (K.7).

Entonces:



Apéndice L
Tensor de rigidez

Denotemos con c;;; las componentes del tensor de rigidez. Este es un tensor de cuarto rango (3* =81
componentes) que expresa la relacién lineal mas general posible entre el tensor de tensiones T;; y el tensor
de deformaciones Si;:

Tij = CijtSk - (L.1)

Debido a que los tensores T;; y Sk son simétricos, las constantes elasticas definidas por (L.1) no se
afectan ya sea porque los primeros dos subindices o los dos tltimos sean intercambiados, esto es:

Cijkl = Cjikl Y Cijkl = Cijik - (L-Q)

Estas relaciones de simetria reducen el nimero de constantes elasticas independientes de 81 a 36. En
efecto, con el par de indices (i,7) solo pueden representarse 6 valores independientes. Estos pueden
numerarse del 1 al 6 como sigue [41]:

(11) <1 (22)«<2 (33) <3
(23) = (32) ¢+ 4 (31) = (13) <5 (12) = (21) > 6. (L.3)

Lo mismo ocurre con el par de indices (k,!). Por tanto las constantes eldsticas ¢;;r; pueden ser repre-
sentadas en términos de solo dos indices a y 8 que toman valores de 1 a 6 en correspondencia con una
matriz cuadrada de orden 6 x 6 de 36 elementos. Esto es:

Cap = Cijhl (L.4)
donde « estd vinculado con (ij) y S con (kl) de acuerdo con (L.3). Por ejemplo:

C14 = C1123 = C1132

C56 = C1312 = C1321 = C3121 = C3112 - (L-5)

La matriz 6 x 6 de los coeficientes c,3 también es simétrica respecto a su diagonal principal en virtud
relacién de Maxwell [41], es decir:

Cap — Cpa - (L6)

Por tanto el nimero de constantes eldsticas independientes del tensor de rigidez se reduce a 21.
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Apéndice M

Ecuacion de la onda elastica en un
cristal isotropico

La ecuacién de la onda elastica en un sélido homogéneo es el resultado de la segunda ley de Newton y de
la ley de Hooke [41]:
(92ui 82u

l ..
Yy ikl A ) 7kal :17273' M.1
ot M O 0, (6.3, k,) (M.1)

Aqui uq, us y us son las componentes del desplazamiento de un punto arbitrario en el sélido; ¢;;,; son
las componentes del tensor de rigidez (tensor eldstico) y p la densidad de masa del material. Se trata de
un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas.

Para un cristal isotrépico la representacién c,s de los elementos c;;x; toma los valores:

0

O OO > >H
OO O >
OO O H> >
oxT oo oo

(=N okl e N N
T oo oo

Teniendo en cuenta las componentes del tensor c;jz; que no se anulan, la expansién del sistema de
ecuaciones (M.1) resulta:

2 2 2 2 2
paul _ F8u21+>\ BuQ + 5U3 1 8u2
ot? Ox 0x1014 0103 0201,
82U1 8211,3 8211,1
: M.
tH 0x3 + Maxgﬁxl tH 9z3”’ (M.3)
82u2 GQUQ 82114 82u1 82U2
= A r
P o H 0z? + 'uﬁ'zl@xg + 022021 + 0x3
2. 2 2
+ 0 us 0 us 0 'U/Q' (M4)

A
Ox90x3 + M&cgaxg Tt ox3’
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82U3 o 82’M3 4 3271,1 + 82u3 + 02u2
oz = Mou? "Howions 1 0x3 T owg0ns
62U1 82u2 8ZU3
A A T . M.
+ 0x301; + 0x301o + 0z3 (M.5)

Utilicemos la notacién ug, uy, u, en lugar de uy, ug, ug respectivamente y x, y, z en lugar de xy, 2, x3.
Consideremos un sistema a capas con simetria planar en el que hemos dirigido el eje z en la direccién
perpendicular a las intercaras de dicha heteroestructura. Entonces planteemos las soluciones del sistema
(M.3-M.5) en la forma: i(z,y,2) = @(z) "=y~ donde @ = [ug,u,,u,]". Como resultado se
obtiene el siguiente sistema para (z):

d*u, du
1 d; + ik (A + p) ;z + (pw2 —Tk2 - /“‘%2;) Uy
—(A 4 p)Rgkyuy, = 0; (M.6)
d?u . du,
K dz2y +iky(A+ p) e + (pw® — pwl — F“;) Uy
—(p+ NEghyuy, = 0; (M.7)
$Pu, . duy, . du,
r 2 T ik (p+ N) - iy (b4 A) —

+ (pw? = prl — pri)u, = 0. (M.8)



Apéndice N

Calculo del factor de Localizacion
(FL)

Calculo del FL en términos de la matriz de dispersién S(R;L)

Consideremos el problema de contorno planteado en el capitulo 4 para un sistema de barreras finitas.
Para un experimento en el cual la onda incidente por la izquierda L se refleja y se transmite parcialmente,
tenemos que la matriz de reflexién/transmisién de amplitudes —r / t— viene dada por:

r = SH(R;L) (Nl)
— Su(R;L). (N.2)

Para incidencia por la derecha R, la matriz de reflexién/transmisién de amplitudes —r’ / t'— resulta:

I'/ = 822 (R, L) (N3)
t/ = Slg(R; L) (N4)

El factor de Localizacién (o el N-ésimo exponente de Lyapunov: vy) puede calcularse a partir de los
elementos t;; de la matriz de transmisién t’ de orden (N x N). Para ello puede utilizarse la ecuacién (7)
de [71]. Utilizando nuestra notacién tenemos que:

. 1 /
W = —n}gnoo Elnltiﬂmax’ (N.5)

donde m es el nimero de celdas unitarias en el cristal fonénico. Este resultado convergerd al valor exacto
del exponente de Lyapunov para m suficientemente grande.

Calculo del FL en términos de la matriz de transferencia asociada T

Para calular este pardmetro en términos de T utilizaremos el algoritmo de Wolf (para hallar multiples
exponentes de Lyapunov) expuesto en [70]. Debido a que las dimensiones de las matrices de transferencia
que trabajamos son 2N x 2N, entonces habran N pares de exponentes de Lyapunov. Para sistemas

periddicos o cercanamente periddicos, los exponentes de Lyapunov presentan las siguientes propiedades
[70]:

1> > ..>29y3v >0, YN =—Y, i =1,2,...,N. (N.6)

Para N = 2 el factor de localizacién corresponde con s, el exponente de Lyapunov positivo més pequerio.
Siguiendo el mencionado algoritmo, se parte de un conjunto arbitrario compuesto de dos vectores de estado
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independientes de dimensién 2N: vo1, voz. El primer subindice se referird a la celda unitaria (o nimero
de iteracién), mientras que el segundo subindice se utiliza para distinguir entre los dos vectores. A partir
de las expresiones (5.72)-(5.75) de las eigenfunciones y sus correspondientes formas diferenciales lineales,
seleccionamos los vectores de estado vo; = [Fo1, Ao1]? v Voo = [Foz2, A2

K K
Fo1 = qu Fo2—‘_5/ ;
L L
N.7
Ao —i| 2l | A, —| SRR (N7
01 =1 /2F/+K/2)\/ 02 =1 /2F/+I£/2)\'

Como siguiente paso se utiliza la re-ortonormalizacién de Gram-Schmidt para construir un conjunto de
vectores ortonormales que denotamos: vy ¥ Vge. Después se multiplica cada uno de estos vectores por
la misma matriz de transferencia, lo que equivale a transferir cada vector de estado a través de una celda
unitaria del sistema desordenado. Entonces se utiliza el mismo procedimiento de re-ortonormalizacién
para construir el nuevo conjunto ortonormal. Este proceso se repite para las m celdas unitarias (nimero
de iteraciones) del sistema. En la j-ésima iteracién se utiliza la matriz T; correspondiente a la j-ésima
celda unitaria. Finalmente se calcula el segundo exponente de Lyapunov positivo, utilizando la ecuacién
(23) de la referencia [70], expresada con nuestra notacién:

1 m
tEh z:lln<vj2,V;2>. (N.8)
=

Este resultado converge al valor exacto del segundo exponente de Lyapunov para m suficientemente
grande. Aqui (vja,Viy) = Vi, V)y es el producto interno de dos vectores. El asterisco (*) denota el
complejo conjugado del vector. Para N = 1 el mencionado algoritmo conduce a [70]:

V-1 H (N.9)

T ||V G-1)1 I

1 m
QAT m Z In
j=1
donde || - || indica la norma del argumento.

Para incidencia normal (k, = 0) ndtese que las ecuaciones (5.55)-(5.56) se desacoplan en una ecuacién
para la componente u, (onda S) y en una ecuacién para la componente u, (onda P), ambas en el plano
yz de la figura 5.8. Tenemos dos casos N = 1. Para analizar la propagacién de la onda P por medio
de (N.9) se parti6 del vector vo; = [1,igz]T, definido a partir de una de las soluciones LI de la ecuacién
que resulta para wu, y de la forma diferencial lineal correspondiente. De forma anéloga, para el anélisis
de la propagacién de la onda S se partié del vector vo; = [1,igr]”. En nuestros célculos los pardmetros
incluidos en los vectores vg; y vgo tomaron los valores correspondientes al material A.

Para la propagacién de las ondas P en la direccién normal, la matriz T,, de una subcelda, (« = A, B
segin el material de la subcelda) viene dada por:

Cos(qlLaCa) Sin(qlLaCa)/q/Larfy
T, = , (N.10)
—sin(qraCa) drala c08(q7.4Ca)
y para una onda S:
c08(@7aSa) sin(qpqCa)/ A lte
T, = . (N.11)

—sin(q7,Ca) @rako c08(q74Ca)



Apéndice O

Campo magnético en sistemas
anisotropicos lineales multicapas

Componentes del campo magnético en términos de las componentes eléctricas transversales
E1 Yy EQ:

_ _dEl(Z) i CQC; dEQ(Z) i N _ %
Hi(z) = dz w ( hiz + Ch1 ) dz w v Ch

N C,C E . C5C:
?) <R2V13 + %) + ? <1€11/13 — %) ;
1

+

1

dE\(2) i (C} . dE>(2) i (. CCs
Ha(z) = LAy (I L
2(2) dz w (C1 2]+ dz w \'™ + Ch
E E
+ 1(z) (CaCa _ Kal23 | + 2(2) (CsCh + K123 | ;
w Ch w Ch
dE1( ) 7 N 0209 dEQ(Z) i N 0309
H. = — - _
3(2) dz w <V23 + Ch > + dz w vis C1
El( ) N 0409 EQ(Z) N 0509
" (H2V33 + Cy ) + » K1U33 o ) (0.1)
Parametros C; to Cy:
Ci = ,‘631711 — 2K1K2D12 + /{J%Z;QQ — UJ2 (633 + Z%) ;
Cy = Kibea — kali2;
Cs = kKali1 — K1D12;

Csy

K1kaD23 — H2V13 - w

€13 + Z*)

Cs = Kikeli3 — H17/23 — (623 + Zf)

Cé = Kikalz3z+w <€12 + Z*) ;
w
2. 2 (. 011
Cr = Kbz —w (€11 +1— )
w
24 2 022
Cs = Kivsz—w’ |é2+i—);
w
Cg = KL21913 — Ku1l>23. (02)
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Apéndice P

Forma lineal asociada al operador L
en doble capa de grafeno

La forma lineal asociada de este operador resulta:
d¥(z)
dz

Calcularemos solo las formas lineales correspondientes a las soluciones LI en barreras dado que para el
caso de los pozos simplemente tenemos que hacer Vjy = 0 y sustituir kg, por kg, .

A(z) = B- + P W(2). (P.1)

Para las soluciones LI de las barreras tendremos:

A
Ap(z) = B- C;Z(Z) +P-Ty2), (P.2)
con
K2 : 2 )
Wp(z) = o (i + iken) ’ ehwz =123, 4. (P.3)
E-V

En el problema que tratamos P =Y de acuerdo con el procedimiento de simetrizacion estandard, por
tanto:

h? 0 1

P = mny{_l 0]. (P.4)

Sustituyendo en (P.2) los elementos correspondientes, después de acomodar los términos obtenemos que:

B2 (B —Vo)(ky + ike)
Ap(z) = p— ethenz (P.5)
m 2 .
— (K, + K2) (ky + ike)

Finalmente teniendo en cuenta las expresiones de los eigenvalores kg, tendremos que:

%(E — Vb)(:"@y + ko) 4
Ap(z) = etz =12, (P.6)
—%(E — VO)("@U + ’ikeb)

BB~ Vo)(ky +ikw) |
Ap(z) = ethoz g =34, (P.7)
2 .
2 (E — Vo) (ky + ikep)
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Apéndice Q

Determinante de la matriz K en
doble capa de Grafeno

Escribamos la expresién para Q(L : z3):

\Il()l eiklwdw
QL:z) = ( Amw eikrwdu
w

en la forma:

ehrwdu 0 0 0
QL:z) = Yorw Posw Worw Wosw 0 ethawdu 0 0
Aviw Aocsw Aoc2w Aosw 0 0 ethzwdu 0
0 0 0 eksudu
Si hacemos lo mismo con la matriz T(z3, 22):
T(23,2) — Wiy etFrvds Wy ethavde Poop ethzede gy eiksvds Yo, Yo Pop
BT Agry eFede Aggy etFde Agyy etkzeds Ay efhsode Aois Aow Ao
tendremos que:
etk1vds 0 0 0
T(z3,2) = Yoy Wour Woz Wozp ) 0 eihavdy 0 0
BT Aoy Ao Az Ao 0 0 ethzvds 0
0 0 0 cikuds
—1
o Tore Wou o Wozs
Aote Aows Ao Aoz
Por otra parte para Q(R : z3) tenemos que:
‘I’01w ‘Il04w ‘IIOQw \I’O3w
R:z = .
QR : 25) ( Aote Ao Acw Ags

Luego, si planteamos:

Wy, eFiwde
Ay, eFrwdu

W, ethzwdu
AOQw eik)gwdw

K, =Q(R: 23)_1 -T(z3,22) - Q(L : 22),
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W3, etFswdu
A, etFswdu

).

(Q2)

W3y, ) -
Aopsp ’

(Q3)
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y tenemos en cuenta que los eigenvalores aparecen por pares (kgp, —kep); (Kew, —kew) entonces es facil
comprobar que el determinante Det [Kp] = 1. Ademds, de acuerdo con la regla de composicién de la
matrix de transferencia de coeficientes K para un conjunto de barreras tendremos una multiplicacién de
matrices Ky, por tanto el determinante de la matriz K correspondiente a cualquier niimero de barreras
también es 1.
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