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Introduccion

El curso propedéutico del Centro de Investigacion en Ciencias de la UAEM, se imparte a los
estudiantes candidatos a ingresar a la Licenciatura en Inteligencia Artificial y a la Licenciatura
en Fisica y Matematicas.

El curso propedéutico se ha impartido en los tltimos tres afios en el siguiente formato. Los
estudiantes reciben una clases tedricas con duraciéon de 2 horas, impartida por un profesor-
investigador del Centro, durante la cuales se estudian los temas contenidos en este manual.

Después de cada clase, los alumnos reciben un taller de resolucién de problemas con duracién
de otras dos horas. La duracién del curso propedéutico es de alrededor de 4 semanas.

Los temas que se tratan en este curso son principalmente de matemaéticas de nivel bachillerato.
Este manual presentan los temas estudiados en el curso propedéutico, en el orden en que se
ensenan a lo largo de las 4 semanas de duracion del curso.

El primer capitulo, cubre material basico de dlgebra, como son sistemas nimericos, valor
absoluto, leyes de los signos, operaciones algebraicas elementales, entre otros. El capitulo
dos, estudia las operaciones basicas como suma, multiplicacion, division de expresiones con
literales, ya sea de monomios y polinomios. También se estudian los radicales y el concepto
de racionalizacion.

El tercer capitulo, trata acerca de los productos notables bésicos, y se presentan unos ejemplos
geométricos de algunos de estos productos. También se da una introduccion del teorema del
binomio de Newton. En el capitulo cuatro se presenta, lo que se podria llamar la operacion
inversa de tomar el producto de dos expresiones, es decir, el concepto de factorizacion de
expresiones algebraicas. Se pone especial enfasis en los distintos métodos de factorizacion
que existen o en los mds conocidos.

El quinto capitulo estudia las ecuaciones de primer grado, asi como el planteamiento de pro-
blemas que se resuelven usando este tipo de ecuaciones. De la misma manera, en el capitulo
seis se estudian las ecuaciones de segundo grado, la deduccion de la férmula general por el
método de completar cuadrados y se hacen observaciones fundamentales acerca del discrimi-
nante de una ecuacion cuadratica. Al final, tambien se estudian problemas que se resuelven
por medio de ecuaciones de segundo grado.

El capitulo siete trata acerca de los diferentes métodos de resolucion de sistemas de ecua-
ciones, ya sea de sistemas de dos incognitas o de tres incognitas, incluyendo el método del
determinante. Se presentan aplicaciones para la resolucion de problemas. En el capitulo ocho
se da un estudio breve de las desigualdades, asi como de las inecuaciones y su relacién con
el valor absoluto.



El capitulo nueve trata acerca de funciones elementales bédsicas, como son la funcion logarit-
mo, las funciones exponenciales y las funciones trigonométricas, con especial enfésis en la
resolucidn de ecuaciones con este tipo de funciones. Finalmente, el décimo capitulo es una
recopilacion de problemas diversos.

A lo largo del material de este manual, se presentan varios ejemplos resueltos de los temas
vistos en cada capitulo o seccion, y al final de casi todas las secciones de estas notas, una lista
de ejercicios para el lector es presentada. Estos ejercicios pueden funcionar como parte de la
tarea del curso.

Gran parte del material usado para la elaboracion de este manual se recopilo de las clases
tedricas presentadas por distintos profesores investigadores, que a lo largo de los dltimos
afios han impartido el curso propedéutico.



1. Numeros

Consideramos que el lector estd familiarizado con el conjunto de nimeros que se utilizan
para contar. A este conjunto se le conoce como el conjunto de nimeros naturales y se denota
por N, es decir,

N={1,2,3,...}.

En este conjunto estamos acostumbrados a realizar dos operaciones, la suma y la multipli-
cacion, entendiendo con esto que si sumamos o multiplicamos dos numeros del conjunto
obtenemos otro nimero natural. A estas operaciones las conocemos como la suma (o adi-
cién) y la multiplicacién (o producto). En algunos libros el 0 se considera también como un
ndmero natural, sin embargo, en este libro no, pero convenimos que 0 es tal que n + 0 = n,
para todo nimero natural n.

Ahora, supongamos que deseamos resolver la ecuacion z + a = 0, con a € N, es decir,
encontrar una x para la cual la igualdad anterior se cumpla. Esta ecuacién no tiene solucion
en el conjunto de los ndmeros naturales N, por lo cual necesitamos definir un conjunto de
nimeros que incluya al conjunto de nimeros N y a sus negativos. Es decir, necesitamos
extender el conjunto de los nimeros N para que este tipo de ecuaciones tengan solucién en
el nuevo conjunto. A este conjunto lo llamamos el conjunto de los nimeros enteros y lo
denotamos por Z, es decir,

Z={.,-3-2-1,0123,...}

En este conjunto también hay dos operaciones, la suma y la multiplicacion, que satisfacen las
siguientes propiedades.

Propiedades 1.1. (a) La sumay la multiplicacion de niimeros enteros son operaciones con-
mutativas. Esto es, si a, b € 7, entonces

a+b=b+a y ab=ba.

(b) La suma y el producto de niimeros enteros son operaciones asociativas. Esto es, si
a, by c € Z, entonces

(a+b)+c=a+(b+c) y (ab)c=a(bc).

(c) Existe en Z un elemento neutro para la suma, el niimero 0. Es decir, si a € 7, entonces

a+0=04+a=a.

(d) Existe en Z un elemento neutro para la multiplicacion, el niimero 1. Es decir, si a € Z,
entonces



(e) Para cada a € 7 existe su inverso aditivo que se denota por —a. Esto es,
a+(—a)=(—a)+a=0.
(f) EnZ, el producto se distribuye con respecto a la suma. Es decir, si a, by ¢ € Z, entonces

a(b+ c) = ab+ ac.

Notemos que la existencia del inverso aditivo nos permite resolver cualquier ecuacion del
tipo mencionado, es decir, x + a = b, donde a y b son nimeros enteros. Sin embargo, no
existe necesariamente un nimero entero x que resuelva la ecuacién gx = p, con p y ¢ nime-
ros enteros, por lo que nuevamente surge la necesidad de extender el conjunto de nimeros.
Consideramos ahora el conjunto de los nimeros racionales, que denotamos como Q, es decir,

o-{Lipezyien}.

En general, para trabajar con los nimeros racionales § pedimos que p y ¢ no tengan factores
primos comunes, es decir, que sean primos relativos, esto lo denotamos como (p, ¢) = 1. En
el conjunto de nimeros racionales también existen las operaciones de suma y producto, las
cuales cumplen las mismas propiedades que los nimeros enteros. Ademas, en el producto
existe otra propiedad: la existencia del inverso multiplicativo.

Propiedad 1.2. Si § € Q conp#0y(p,q) =1, entonces existe un inico niimero, % cQ

llamado el inverso multiplicativo de § tal que
P _
q p

1.

Con esta nueva propiedad tenemos garantia de poder resolver cualquier ecuacion de la forma
gr = p. Sin embargo, existen nimeros que no podemos escribir como cociente de dos niime-
ros enteros, por ejemplo, si queremos resolver la ecuacion 2 — 2 = 0, ésta no tiene solucién
en el conjunto de los nimeros Q. Las soluciones de la ecuacién son x = £+/2 y mostramos
que V2 no esté en Q.

Proposicion 1.3. El niimero /2 no es un niimero racional.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que v/2 es un ndmero racional, entonces
lo podemos escribir como V2 = %’, donde p y ¢ no tienen factores comunes. Elevando al

cuadrado de ambos lados tenemos que 2 = S—z, es decir, 2¢° = p*. Esto quiere decir, que p?
es un nimero par, pero entonces el mismo p es par. Pero si p es par, digamos de la forma
p = 2m, entonces 2¢> = (2m)? = 4m?. Dividiendo entre 2 ambos lados de la ecuacion
tenemos que ¢> = 2m?, esto es, ¢ es par y entonces ¢ es también par. Asi, p y ¢ son pares,
contradiciendo el hecho de que p y ¢ no tienen factores comunes. Por lo tanto, V2 no es un
nimero racional.



1.1. Los nimeros enteros y fraccionarios

Mucho antes de que los griegos (Eudoxio, Euclides, Apolonio, etc.) realizaran la sistematiza-
cién de los conocimientos matematicos, los babilonios y los egipcios conocian las fracciones.

La necesidad de medir magnitudes continuas tales como la longitud, el volumen, el peso, etc.,
llevd al hombre a introducir ndmeros fraccionarios.

Cuando tomamos una unidad cualquiera, por ejemplo, la vara, para medir una magnitud con-
tinua (magnitud escalar o lineal), puede ocurrir una de dos cosas, que la unidad esté contenida
en un nimero entero de veces, o que no esté contenida en un ndmero entero de veces. En el
primer caso representamos el resultado de la medicién con un niimero entero. En el segun-
do caso tendremos que fraccionar la unidad elegida en dos, en tres, en cuatro, o en tantas
partes iguales como sea necesario; de este modo hallaremos una fraccion de la unidad que
esté contenida en la magnitud que tratamos de medir. El resultado de esta tltima medicion
lo expresaremos con un par de ndmeros enteros, distintos de cero, llamados respectivamente
numerador y denominador. El denominador nos dard el nimero de partes en que hemos di-
vidido la unidad, y el numerador el nimero de subunidades contenidas en la magnitud que
acabamos de medir. Surgen de este modo los nimeros fraccionarios. Algunos ejemplo de
numeros fraccionarios son

ot w
w3

1
737

N | —

Podemos decir también que son niimeros fraccionarios, los que nos permiten expresar el
cociente de una division inexacta, o lo que es 1o mismo, una divisién en la cual el dividendo
no es multiplo del divisor.

Un caso particular de nimeros fraccionarios, son los nimeros enteros, que podemos definir
como aquellos que expresan el cociente de una division exacta. Como ejemplo de nimeros
enteros tenemos

1,2,3,4,....

El 0 es un ndmero entero. Los nimeros —1, —2, —3, etc., también son numeros enteros, a
estos se les conoce como enteros negativos.

1.2. Los numeros racionales e irracionales

Los niimeros racionales, como vimos anteriormente, son aquellos que se pueden representar
de la forma §, donde p y ¢ son nimeros enteros y ¢ es distinto de cero, es decir, los nime-
ros racionales son todos los nimeros enteros y fraccionarios, tanto los positivos como los

. . 1 3
negativos, por ejemplo T

1 _5
72, 3’

Existen nimeros que no se pueden representar de la forma g, a estos se les llama nimeros
irracionales, por ejemplo, V2,v3,15, T, €.

Es indudable que fueron los griegos quienes conocieron primero los nimeros irracionales.
Los historiadores de la matemadtica, estdn de acuerdo en atribuir a Pitdgoras (550 A. C.) el



descubrimiento de estos nimeros, al establecer la relacién entre el lado de un cuadrado y la
diagonal del mismo. Mas tarde, Teodoro de Cirene (400 A. C.), matematico de la escuela
pitagorica, demostré geométricamente que V2,3, /5, /7, etc., son irracionales. Euclides
(300 A. C.), estudi6 en el libro X de sus “Elementos”, ciertas magnitudes que al ser medidas
no se encuentra ningtin nimero entero ni fraccionario que las exprese. Estas magnitudes se
llaman inconmensurables, y los niimeros que se originan al medir tales magnitudes se llaman
irracionales.

1.3. Los numeros reales

Se les llama nimeros reales a los nimeros descritos anteriormente (enteros, racionales e
irracionales). Se pueden representar en forma decimal (como veremos a continuacién), por
ejemplo el ndmero 1 lo podemos escribir como 1.000. . ., el —3 como —3.000. . ., la fraccién

5 como 0.333...,v/2como 1.4142. ., m = 3.1415 . . ..

1.3.1. Sistema decimal

El sistema decimal es un sistema posicional en el que cada digito toma un valor de acuerdo
a su posicion con relacién al punto decimal. Esto es, el digito se multiplica por una potencia
de 10. Para el digito de las unidades, o sea, el digito que estd inmediatamente a la izquierda
del punto decimal, lo tenemos que multiplicar por 10", con n = 0. El digito de las decenas lo
multiplicamos por 10' = 10. El exponente aumenta de uno en uno conforme nos movemos a
la izquierda y disminuye de uno en uno conforme nos movemos a la derecha. Por ejemplo,

8732531 =8-10*+7-103+3-10°+2-10" +5-10°+3-107' +1-1072

En general, todo nimero real puede escribirse como una expansion decimal infinita de la
siguiente manera
bm Ce blbo.alagag ey

donde los b; y los a; estdn en {0,1,...,9}. Los puntos suspensivos de la derecha signifi-
can que después del punto decimal podemos tener una infinidad de digitos, asi el nimero
b ... bibg.ajasag . . ., representa al nimero real

by - 10™ 4 -+ by - 10" + by -10° + a1 - 107" +ag- 1072 4 - - - .

Por ejemplo,
= 0.3333..., 2 = 0.428571428571. ..,

= 0.50000..., 2 = 1.4142135....

Con esta notacién podemos también distinguir entre los nimeros racionales y los irracionales.
Los nimeros racionales son aquellos para los cuales la expansion decimal es finita o bien
infinita pero en algiin momento se hace periddica, como por ejemplo en 23—745 = 0.123636. . .,
que se hace periddica de periodo 2 a partir del tercer digito. En cambio, para los nimeros
irracionales, la expansion decimal es infinita, pero no s6lo eso, sino que ademds nunca se

hace periddica.

N—= Wl



1.3.2. Numeros con signo

En Algebra, cuando se estudian cantidades que pueden tomarse en dos sentidos opuestos,
es decir, que son de condicién o de modo de ser opuestos, se expresa el sentido, condicién
o modo de ser de las cantidades por medio de los signos + y —, anteponiendo el signo + a
las cantidades tomadas en un sentido determinado (cantidades positivas) y anteponiendo el
signo — a las cantidades tomadas en sentido opuesto al anterior (cantidades negativas).

Asi, por ejemplo, el tener, se designa con el signo + y las deudas con el signo —. Para expresar
que una persona tiene 100, diremos que tiene 4100, y para expresar que debe 100, diremos
que tiene —100.

Los grados sobre cero del termdmetro se designan con el signo + y los grados bajo cero con
el signo —. Asi, para indicar que el termometro marca 10° sobre cero escribiremos +10° y
para indicar que marca 8° bajo cero escribiremos —8°.

El camino recorrido a la derecha o hacia arriba de un punto dado, se designa con el signo +
y el camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de ese mismo punto se representa con el
signo —. Asi, si hemos recorrido 200 m, a la derecha de un punto dado, diremos que hemos
recorrido +200 m, y si recorremos 300 m a la izquierda del mismo punto, escribiremos —300
m.

El tiempo transcurrido después de Cristo, se considera positivo y el tiempo transcurrido antes
de Cristo, negativo. Asi, +150 afios significa 150 afios D.C. y —78 afios significa 78 ads A.C.

En un poste introducido en el suelo, representamos con el signo + la porcién que se halla del
suelo hacia arriba y con el signo — la porcion que se halla del suelo hacia abajo. Asi, para
expresar que la longitud del poste que se halla del suelo hacia arriba mide 15 m, escribiremos
+15 m, y si la porcién introducida en el suelo es de 8 m, escribiremos —8 m.

La latitud norte se designa con el signo + y la latitud sur con el signo —; la longitud este
se considera positiva y la longitud oeste, negativa. Por lo tanto, un punto de la Tierra cuya
situacion geografica sea +45° de longitud y —15° de latitud se hallara a 45° al este del primer
meridiano y a 15° bajo el Ecuador.

1.3.3. Eleccion del sentido positivo

La eleccion de fijar el sentido positivo en cantidades que pueden tomarse en dos sentidos
opuestos, es arbitraria, depende de nuestra voluntad, es decir, podemos elegir uno de los
sentidos como sentido positivo, pero una vez fijado el sentido positivo, el sentido opuesto a
éste serd el negativo. Asi, si tomamos como sentido positivo el camino recorrido a la derecha
de un punto, el camino recorrido a la izquierda de ese punto serd negativo, pero nada nos
impide tomar como positivo el camino recorrido a la izquierda del punto y entonces el camino
recorrido a la derecha del punto seria negativo.



1.3.4. El cero, los nimeros positivos y negativos

El cero es la ausencia de cantidad. Los niimeros positivos son todos los nimeros reales ma-
yores que cero, en algunas ocasiones estos nimeros estdn precedidos por el signo +. Los
nimeros negativos son todos los niimeros reales menores que cero, estos nimeros se carac-
terizan por ser precedidos por el signo —.

1

Ejemplos de nimeros positivos: 5, +-0.25, =, .

1

Ejemplos de nimeros negativos: —2, —0.333..., —¢, —.

1.4. Los simbolos de relacion de orden

En los nimeros reales estd definida una relacion de orden, como se enuncia a continuacion.

Propiedades 1.4. Si x, y son niimeros reales, se cumple una y sélamente una de las condi-
ciones siguientes:

(a) z =y,

(b) z <y,

(c) z>vy.

El simbolo = se lee igual a. Asi, x = y se lee “x igual a y”. El simbolo < se lee menor que.
Asi, z < y se lee “x menor que y”. El simbolo > se lee mayor que. Luego, x > y se lee “x
mayor que y”.

1.5. Valor absoluto

Definimos el valor absoluto de un nimero real 2 como

x, si x>0,
x| = (D

-, si z<0.

Para k un niimero real no negativo, la identidad |z| = & sdlo la satisfacen los nimeros = = k
yxr = —k.

La desigualdad |x| < k es equivalente a —k < z < k, lo cual podemos ver de la siguiente
manera. Si z > 0, entonces 0 < x = |x| < k. Por otro lado, si x < 0, entonces —z = |z| < k,
de donde = > —k. Como consecuencia de lo anterior observemos que < |z|. En la figura
siguiente se muestran los valores de = que satisfacen la desigualdad, éstos son los que se
encuentran entre —k y k, incluyéndolos. Al conjunto [—k, k] = {xr € R| —k <z < k}
le llamamos un intervalo cerrado, ya que contiene a k' y —k. A —k y k les llamamos los
puntos extremos del intervalo.

Andlogamente, la desigualdad |x| > k es equivalente a * > k o —x > k. En la figura
siguiente los valores de x que satisfacen las desigualdades son los que se encuentran antes, o



son iguales, a —k o después, o son iguales, a k. El conjunto (—k, k) = {z e R| -k < z < k}
le llamamos un intervalo abierto, ya que no contiene a k y —k, es decir, un intervalo abierto
es aquel que no contiene sus puntos extremos. Con esta definicion vemos que el conjunto de
las « que cumplen que |x| > k, son los valores de x ¢ (—k, k).

Observacion 1.5. Si x es un niimero real cualquiera, entonces la relacion entre la raiz cua-
drada y el valor absoluto estd dada por V12 = |z|, la identidad se sigue de que |z|* = x*y
|z| > 0.

Propiedades 1.6. Si = y y son niimeros reales, se cumple lo siguiente:

(a) |zy| = |z||y|.- De aqui se sigue también que |*| = % siy #0.

z
Y

b) lz+yl <=+ |y

, donde la igualdad se da si y solo si xy > 0.

1.5.1. Ejercicios resueltos

1. Hallar el valor absoluto de los siguientes nimeros:
a)4,b) —7,¢)0.47,d) —0.3,e) 1, f) —2.

8

Solucion. Es directo ver que [4| = 4, |7] = 7,[0.47| = 0.47,[-0.3] = 0.3, |3| = 5, |-3| = 2.
2. Resuelva la ecuacion |2z — 4| = |z + 5.
Solucion. Tenemos que
2 — 4, si x> 2,
22 — 4] = .
—2x + 4, st x < 2.

Ademads, tenemos que

x4+ 5, si x> —5,
|z + 5| = _
—x — b, si o < —d.

Six > 2,entonces 20 —4 = z+5, esdecir,x = 9. Six < —5H, entonces —2z+4 = —x—5, de

donde x = 9, lo cual es imposible ya que x < —5. El tltimo caso que nos falta considerar es

—5 < x < 2, entonces la ecuacion que tenemos que resolver es —2z +4 = x + 5, despejando

x, tenemos que r = —%. Por lo tanto, los nimeros que resuelven la ecuaciéon son x = 9y
1

1.5.2. Ejercicios
Hallar el valor absoluto de los siguientes numeros:

a) 3.1416.



b) —2.718281.
c) —1.4142.
d) 0.
e) —5+3.
f) 5x 1012
En cada caso encuentra los niimeros reales = que satisfacen la ecuacion.
g lr—1—|z+1]=0.
h) |z —1|jlz+ 1| = 1.
i) |z -1+ |z+1]=2.
Muestra lo siguiente.

j) Siay b son niimeros reales cualesquiera, demuestra que

[la] =16l < |a = b].

1.6. Operaciones algebraicas (suma, resta, multiplicacion y division)

Los nimeros se emplean para representar cantidades conocidas y determinadas. En ma-
tematicas, las letras se emplean usualmente para representar toda clase de cantidades, ya
sean conocidas o desconocidas. Las cantidades conocidas usualmente se expresan por las
primeras letras del alfabeto:

a,b,c,d,....
Las cantidades desconocidas usualmente se representan por las dltimas letras del alfabeto:

w,xr,Yy, <.

En Algebra se pueden aplicar a cantidades las mismas operaciones que se usan en aritmética
como son la suma, resta, multiplicacion y division, que se indican con los signos siguientes:

El signo de la suma es +, que se lee mas. Asi = + y se lee “x mas y”.
El signo de la resta es —, que se lee menos. Asi x — y se lee “x menos y”.

El signo de la multiplicacion es x, que se lee multiplicando por. Asi z x y se lee “x multi-
plicando por y . En lugar del signo X, se puede usar un punto entre los factores y también
se indica la multiplicacion colocando los factores entre paréntesis. Asi -y = (z)(y) = = X y.
Entre factores literales o entre un factor numérico y un literal, el signo de la multiplicacion
suele omitirse. Por ejemplo x X y X 2 = xyz, b X & X w = Szw.

El signo de la division es <, que se lee dividido entre. Asi = = y se lee “x dividido entre y
. También se indica la divisién separando el dividendo y el divisor por una raya horizontal.
Asi 5 equivale a z <+ y.
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1.6.1. Los simbolos de agrupamiento

Los simbolos de agrupamiento son (), [], { }. Se utilizan para dar una jerarquia en el orden
de las operaciones. Sea = un nimero real, convenimos que

v = (z) = [2] = {z}.

Asi, (z + y)z indica que el resultado de la suma de = y y debe multiplicarse por z; [w — x|y
indica que la diferencia entre w y x debe multiplicarse por y; {w + x} + {y — z} indica que
la suma de w y x debe dividirse entre la diferenciade y y z.

Por ejemplo, si tenemos 5 + {4 + [3 — (2 x 5)]} significa que primero debemos realizar la
operacion (2 x 5), asi obtenemos 5+ {4+ [3 — 10| }. Después realizamos la operacion [3 — 10,
asi obtenemos 5 + {4 — 7}, y por dltimo realizamos la operacién {4 — 7}, por lo que

Fr{d+[3—(2x5)}=5-3=2

1.6.2. Ley de los signos

La ley de los signos es la siguiente:

(HH+) =

() = -

(=)(+) -
() = +

Cuando realizamos operaciones con los nimeros reales es posible que obtengamos expresio-

nes como 5 + (49), —1 — (=3), 2 + (—5), 4 — (+6). En estos casos aplicamos la ley de los
signos de la siguiente manera

+(+9) =5+09,
—1—( 3) =—-1+3,
2+ (- 5):2—5
4—(+46) =4

1.6.3. Ejercicios resueltos
Calcule las operaciones indicadas.
I. -(245)+(-3)=—(7)—-3=-7—-3=-10.

2. (=5)(15) + (2= 7) = (=75) + (=5) = =75 — 5 = —80.
()

3 5 — (=28) _ -16 _ 16

CET T A0 % B
4 (E6+2)(5) _ (=4(5) _ 20 _ =5
(1-3)(4) (-2)(4) -8 2

11



1.6.4. Ejercicios

Calcule las operaciones indicadas.
a) 1—3+1.
b) —2—-7+8.

@§+%+em+n?.
f) —3(1-2)+2{-4[-2-30+1)]} —{-[-(1+ 1)]}.

8 26)+{-B+E-+2-(—5+7: -G+ -(—5+1)}

h) 5+{—2+7) —[-4+21 -2+ 7))+ (=2-T7)+(=2+7) —2}.

i) —{(6+5—-26—3)+3{—-[10+3-36+35—-1)]} —3[-5+2(—-1+5)]}.

Dy=3G+ (B 2230 -2+ 1)+ 33

1.7. Potencias de numeros

El signo de elevar a una potencia es el exponente, que es un nimero pequefio colocado
arriba y a la derecha de una cantidad, el cual indica las veces que dicha cantidad, llamada
base se toma como factor. Asi, si n es un nimero entero mayor que cero tenemos que

~
n-veces

Sin = 0 tenemos que 2° = 1. Cuando una letra no tiene exponente, su exponente es la
unidad. Asi, z equivale a ', xyz equivale a 21y 2!,

1.7.1. Ejercicios resueltos
Calculas las potencias indicadas.
1. 22 = 2.2 = 4. Recuerda que el nimero que aparece en el exponente es el nimero de

veces que multiplicards por si mismo el nimero que aparece en la base. No multiplicas
estos dos numeros, esto quedard mas claro con los siguientes ejemplos.

12



1.7.2. Ejercicios

444

a) 4+ —4-4.

4 1
b) 2 +2is

c) 32 —372.
d) 42 — 52,
e) 210.220
f) (32)3 _ (372)3
g (4°)° - (37"
) (3) ()
(10 1015)0

3%) () (D)

1.8. Productos de potencias de un mismo nimero

Las leyes de los exponentes se enuncian a continuacion.

Propiedades 1.7. Sean n, m niimeros enteros, y sea x un niimero real, entonces

(a) amam = g m
®) (@) =
(c) (zy)" ="y
(d) L ,paraxz #0yn >0

13



1.8.1. Ejercicios resueltos

Resuelve las siguientes multiplicaciones.
1.2-23=2.23 =213 =24 = 16.

2. 6-6% =611 = 65 = 7,776. Cuando las potencias son nimeros muy grandes como en
el caso anterior, la respuesta 6° es suficiente.

3. (3.14%)(3.14%) = (3.1435) = 3.148%,

4. (T2 =728 =71 =7.

5. (0.71%)(0.7173) = 0.715+(=3) = 0.7167% = 0.71°.
6. o7 - 328 = 3274328 = 327448 = 324,

7. (69)(63) (6%) (61) — (69)(63)(6_13)(61) — gIF3+(=13)+1 — g9+3-13+1 —_ g0 — 1.

1.8.2. Ejercicios

Encuentra el valor de x en las siguientes igualdades.
a) 1199510 =g,

b) 6° %673 % 3* = 2.

¢) 7% = 2401.

d) 3*+9%+81% =u.

e) 1" — 10" =0.

D (4°)(64%) = 1 4 2.
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2. Operaciones con literales

2.1. Propiedades de los niimeros reales con la suma y la multiplicacion

De la misma manera que para ndmeros enteros, existen ciertas propiedades que se cumplen
para la suma y multiplicacion de nimeros reales, las cuales enunciamos a continuacion.

Propiedades 2.1. (a) Asociatividad. Para todos x, y, z niimeros reales, tenemos que

r+y+z2)=(x+y) +2

z(yz) = (zy)z.
(b) Conmutatividad. Para todos x, y niimeros reales, tenemos que

r+y=y+uz,

Ty = ya.

(c) Existencia de elementos neutros. Existe un niimero y sélo un niimero, el cero 0, tal que
x4+ 0= 0+ z = z, para cualquier niimero real x.

Existe un niimero y sélo un niimero, el uno 1, tal que x -1 =1 - x = x, para cualquier
niimero real .

(d) Existencia de elementos inversos. Para todo x niimero real, existe el niimero real —x
tal que v + (—x) = (—x) + . = 0.

Para todo x niimero real, x # 0 (x distinto de cero), existe el niimero real v~ tal que

r-x =gt 2=1

(e) Leyes distributivas. Para todos x, y, z nimeros reales, tenemos que

r(y + z) = xy + x2,
(r+y)z=xz+yz

2.2. Términos y notacion algebraica
Expresion algebraica. Es la representacion de un simbolo algebraico o de una o mas opera-

ciones algebraicas. Veamos los siguientes ejemplos:

b 20 —3y 1 3
a, -, x, =4y, vaxr + z, x—gy, -+
c x

T T
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Término. Es una expresion algebraica que consta de un s6lo simbolo o de varios simbolos, sin
estar separados entre si por alguno de los signos + o —. Ejemplos de expresiones algebraicas
con un término:
Yy, 1y, _5aba 2
z
Ejemplos de expresiones algebraicas con més de un término:

2 ad

x
Ty, w—z at+bte 4+ ———.
) ) Y
Los elementos de un término son cuatro: el signo, el coeficiente, la parte literal, y el grado.
El signo. Los términos positivos son aquellos que van precedidos del signo +, los términos
negativos son aquellos que van precedidos del signo —.

Ejemplos de términos positivos:
x
4z, +9a, +5yz, +—.
z

Ejemplos de términos negativos:

z
—z, —3b, —6ay, ——.
w

Nota. Cuando un término no va precedido de ningun signo significa que es positivo. Asi = es
lo mismo que +=.

El coeficiente. En el producto de dos factores, cualquiera de los factores es llamado coefi-
ciente del otro factor. Asi, en el producto 3z el factor 3 es coeficiente del factor = e indica
que el factor z se toma como sumando tres veces, es decir, 3x = x + x + x; en el producto 5y,
el factor 5 es el coeficiente de y e indica que 5y = y + y + y + y + y. Estos son coeficientes
numericos.

En el producto nx donde n es un entero mayor que cero, el factor n es coeficiente del factor
x, e indica que = se toma como sumando n veces, 0 sea

ne=g+x+---+a.
n-veces

Si tenemos el producto —nuz, el factor —n es el coeficiente de x, e indica la resta de n veces
el factor x, o sea
—NT=—T—T —- " —X.

n-veces
Sin = 0 tenemos que Ox = 0.
En el producto zy, el factor z es el coeficiente del factor y. Este es un coeficiente literal. En
el producto de mds de dos factores, uno o varios de ellos son el coeficiente de los restantes.
Asi en el producto wzyz, w es el coeficiente de xyz, wx es el coeficiente de yz, wxy es el
coeficiente de z.

16



Cuando una cantidad no tiene coeficiente numérico, su coeficiente es la unidad. Asi, = equi-
vale a 1x, xyz equivale a 1xyz.

La parte literal la constituyen las letras que haya en el término. Asi, en bxy la parte literal

. 33y . 23yt
es ry; en = o la parte literal es —_.

El grado de un término puede ser de dos clases: absoluto y con relacion a una letra.

El grado absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus factores literales. Asi,
el término 4z es de primer grado por que el exponente del factor literal x es 1; el término
xy es de segundo grado por que la suma de los exponentes de sus factores literales es 2; el
término 2%y es de tercer grado por que la suma de los exponentes de sus factores literales es
3; 51322 es de noveno grado por que la suma de los exponentes de sus factores literales es
9.

El grado de un término con relacion a una letra es el exponente de dicha letra. Asi el término
bx? es de primer grado con relacién a b y de tercer grado con relacién a z; 42%y* es de segundo
grado con relacion a x y de cuarto grado con relacién a y.

2.3. Clasificacion de las expresiones algebraicas

Un monomio es una expresion algebraica que consta de un sélo término, por ejemplo 3z o
—5y22.

Un polinomio es una expresion algebraica que consta de mds de un término, por ejemplo
z+vy,
w+xT—=z,

23+ 222 + 5r + 1.

Un binomio es un polinomio que consta de dos términos, por ejemplo

r+ v,
w — Z2,
22 _ 5ma?
3 6y2 *

Un trinomio es un polinomio que consta de tres términos, por ejemplo
rT+y+z,
22+ 20+ 1,

5w + 1023 + bw?.
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Para ordenar un polinomio se deben escribir sus términos de modo que los exponentes de una
letra escogida, llamada letra ordenatriz, queden en orden descendente o ascendente. Asi,
ordenar el polinomio —5x2 + 2° — 3z + 2* — 22 + 6 en orden descendente con relacién a x
serd escribir 2° + % — 523 — 22 — 3z + 6.

Ordenar el polinomio xty — 722y — 52° + 62y +y° — 3y* en orden ascendente con relacién
a x sera escribirlo en la forma y° + 6zy* — 722y — 23y? + xty — 52°.

2.4. Suma de monomios y polinomios

La suma o adicion es una operacion que tiene por objeto reunir dos o mas expresiones alge-
braicas (sumandos) en una sola expresion algebraica (suma). Asi, lasumade ay bes a + b,
por que esta dltima expresion es la reunién de las dos expresiones algebraicas dadas a y b.

Términos semejantes. Dos 0 mas términos son semejantes cuando tienen la misma parte
literal, o sea, cuando tienen letras iguales con exponentes iguales.

Por ejemplo, los términos 2z y z son semejantes porque tienen la misma parte literal; los
términos 4wz y —6w?z no son semejantes, porque aunque tienen iguales letras, éstas no
tienen los mismos exponentes, ya que la w del primero término tiene exponente 1 y la w del
segundo tiene exponente 2.

La reduccion de términos semejantes es una operacion que tiene por objeto convertir en un
s6lo término, dos o mds términos semejantes. Para reducir dos o mas términos semejantes se
suman los coeficientes y a continuacion de la suma, se escribe la parte literal.

Veamos los siguientes ejemplos, donde se reducen términos semejantes.

l. 3z +2x = (3+2)z = ba.

2. —=m —3m —6m —5m = (—1 — 3 — 6 — 5)m = —15m. Notemos que —m = —1m.
3. sab+ 2ab= (5 + 2)ab = Lab.
4. —taty — 2a%y = (-3 — )2ty = — 32y = -2y,
5. 18z — 11z = (18 — 11)x = Tx.

6. —2a’b+ a’b = (-2 + 1)a’b = 2a°b.

2.4.1. Suma de monomios

Para sumar dos o més expresiones algebraicas se escriben unas a continuacion de las otras con
sus propios signos y se reducen los términos semejantes, si los hay. Como ejemplos tenemos
los siguientes.
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24.2.

. Sumar 5a, 6by 8c.

Los escribimos unos a continuacién de otros con sus propios signos, y como 5a = +5a,
6b = 460y 8c = +8¢, la suma serd 5a + 6b + Sc.

El orden de los sumandos no altera la suma. Asi, 5a + 6b + 8c es lo mismo que
5a + 8¢ + 6b o que 6b + 8c + Ha. Esta es la ley conmutativa de la suma.

. Sumar 3a®b, 4ab?, a®b, Tab® y 6b°.

Se tiene que 3a®b + 4ab* + a®b + 7ab* + 6b°. Reduciendo los términos semejantes,
obtenemos que 4a?b + 11ab?® + 60°.

. Sumar 3a y —2b.

Cuando algin sumando es negativo suele incluirse dentro de un paréntesis para indicar
la suma, asi 3a + (—2b) = 3a — 2b.

. Sumar 7a, —8b, —15a, 90, —4cy 8.

Se tiene que 7a + (—8b) + (—15a) + 9b + (—4ac) + 8 = Ta — 8b — 15a + 9b — 4c + 8.
Reduciendo términos semejantes, tenemos —8a + b — 4c + 8.

Suma de polinomios

. Sumar a — b, 2a + 3b — cy —4a + Hb.

La suma suele indicarse incluyendo los sumandos dentro de paréntesis, asi
(a —b) + (2a 4+ 3b — ¢) + (—4a + 5b).

Ahora colocamos todos los términos de estos polinomios, unos a continuacion de otros,
con sus propios signos, y tenemos a — b+ 2a + 3b — c+ —4a +5b= —a + 7b —c.

Nota. En la practica, suelen colocarse los polinomios unos debajo de otros, de modo
que los términos semejantes quedan en una misma columna; se hace la reduccién de
éstos, separandolos unos de otros con sus propios signos.

a —b
2a +3b —c

—4a  +5b
—a +47b —c.

. Sumar 3m —2n +4,6n +4p —5,8n — 6y m —n — 4p.

Se tiene que
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3m —2n +4

6n +4p =5
8n —6

m —n  —4p
dm +1ln —T7.

2.4.3. Ejercicios resueltos

1. Sumar 3a — 5by —6a + 3a.

(3a — 5b) + (—6a + 3a) = (3a — 5b) + (—3a) = 3a — 5b — 3a = —5b.

2. Sumar 2ab — 6¢ + d, 5¢ — 3d 'y 2d — 4ab.
(2ab — 6¢+ d) + (5c — 3d) + (2d — 4ab)
= 2ab — 4ab — 6¢c+ dc+d — 3d + 2d = —2ab — c.
3. Restar 3a + 50 de 6a — 7b.

(6a — 7b) — (3a + 5b) = 6a — 7b — 3a — 5b = 6a — 3a — 7b — bb = 3a — 12b.

4. Restar a de ab.
ab — (a) = ab — a.

5. Restar 2a + 5b — 6¢ de 7a + 3b — 6¢.

(Ta 4+ 3b — 6¢) — (2a + 50— 6¢) = Ta+ 3b— 6¢c — 2a — 5b + 6¢
= T7a—2a+ 3b— 5b— 6¢c + 6¢
= ba — 2b.

6. (Qué se debe sumar al primer polinomio para obtener el segundo?

a) r+ 4y, 3z — 6y.

Nota que dicho polinomio se obtendra al restar el primero del segundo:
3r — 6y — (x +4y) =3x — 6y —x — 4y = 3z — x — 6y — 4y = 2z — 10y.

b) 61 + Ty — 10, —8x — 13y — 6.

(-8 =3y —6)— (6x+7y—10) = —8xr—13y—6— 62— Ty + 10
= —8r—6x—13y—T7y—6+10
= —14x — 20y + 4.
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2.4.4. Ejercicios

Realiza las operaciones indicadas.

a) 2223z + 322y,

b) 2a%bc® — 5abec® + 3a?bcd.

¢) 3zt — 22t + 72t

d) 2a — (—4a+b) — {—[-4da+ (b—a)— (=b+a)]}.

e) (bab — 3bc + 4ed) + 2bc + 2¢d — 3ed) + (4be — 2ab + 3ed) + (—3bc — 6ed — ad).
f) 2% — 3zy + y*+ —2y* + 3zy — 2%+ 2% + 3wy — y2.

g) 3z —sw+ 2 +3(32° + 3w+ 1) + 32 — 5z — 3.

h) 2 + 2ay+ —gay + y*+ —2ay + 2%

i) 42%y® — 8xy® + bty + 322 — 2 + 2%y? — 62%y + 5y? — Sxy? + day? — 2%y — 4a? —
29% + 4ay? + 222y + 22

j) 423y — 1923 + y* — 62%y? - (—2* — Slay® + 3222y — 2523y).

2.5. Producto y potencias de monomios

La multiplicacion es una operacion que tiene por objeto, dadas dos cantidades llamadas mul-
tiplicando y multiplicador, hallar una tercera cantidad, llamada producto. El multiplicando y
el multiplicador son llamados factores del producto.

El orden de los factores no altera el producto. Esta propiedad, demostrada en Aritmética,
se cumple tambien en Algebra. Asi el producto xy puede escribirse yz; el producto xyz puede
escribirse también yzz o zyz. Esta es la ley conmutativa de la multiplicacion.

Los factores de un producto pueden agruparse de cualquier modo. Asi, en el producto
abed, tenemos
abcd = a x (bed) = (ab) X (cd) = (abc) X d.

Esta es la ley asociativa de la multiplicacion.

Ley de los coeficientes. El coeficiente del producto de dos factores es el producto de los
coeficientes de los factores. Asi, 3a x 4b = 12ab. En efecto, como el orden de los factores no
altera el producto, se tiene que

3ax4b=3x4xaxb=12ab.
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2.5.1. Multiplicaciéon de monomios

Para multiplicar dos monomios se multiplican los coeficientes de éstos y a continuacion de
este producto se escriben las letras de los factores en orden alfabético, colocando a cada
letra un exponente igual a la suma de los exponentes que tenga en los factores. El signo del
producto estard dado por la ley de los signos.

Consideremos los siguientes ejemplos.
1. Multiplicar 2a? por 3a®.

Se tiene que 2a? x 3a® = 2 x 3 x a®*™® = 6a°. El signo del producto es -+, ya que -+
por + da +.

2. Multiplicar —xy? por —5ma?y?>.
Se tiene que (—zy?)(—Hmaty?®) = bma!Ty*™3 = 5mady®. Bl signo del producto es
-+, porque — por — da +.

3. Multiplicar 3ab por —4bz.

Se tiene que (3a?b)(—4b*x) = 3 x (—4) x a®b' 2x = —12a*b*z. El signo del producto
es —, porque + por — da —.

4. Multiplicar —ab? por 4a™b"c3.
Se tiene que (—ab?)(4a™b"c®) = (—1) x 4 x a'T™p*T"c3 = —4a ™3, El signo
del producto es —, ya que — por + da —.
2.5.2. Potencias de monomios

Llamaremos potencia de un monomio al producto de tomarlo como factor tantas veces como
se quiera. Diremos que un monomio esté elevado a la n-ésima potencia si este se ha tomado
como factor n veces.

Por ejemplo la expresién (5wx?)? indica que el monomio 5wz? se ha elevado a la cuarta
potencia. En este ejemplo la base es 5wz y el exponente es 4.

Para elevar a la n-ésima potencia un monomio primero se escribe el coeficiente de este eleva-
do a la n-ésima potencia y después se escriben las letras multiplicando el exponente de cada
una de éstas por n.

Veamos los siguientes ejemplos.
1. Elevar 222 a la tercera potencia.
(21,2)3 — 231,2><3 — 81‘6.
2. Elevar 5a'°0° a la cuarta potencia.

(5alob6)4 — 54(110X466X4 — 54CL40624.
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3. Hallar (322%°y°°)2.

(32$25y50>2 — 322x25X2y50X2 — (25)

2.5.3. Ejercicios resueltos

Calcule los productos indicados.

1. (7b)(6a) = 42ab.
2. (3b)? = 270"
3.(8) =4

4. 3P =%

2.54. Ejercicios

Calcule los productos indicados.
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2.6. Producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios, se multiplican todos los términos del multiplicando por cada
uno de los términos del multiplicador, teniendo en cuenta la ley de los signos, y al final se
reducen los términos semejantes.

Ejemplo, multiplicar 4x — 3y por —2y + 5z.

(—2y + 5x)(4x — 3y) = —2y(4x — 3y) + Hx(4x — 3y)
= —2y(4z) — 2y(—3y) + bz (4x) + 5x(—3y)
= —8wy + 6y* + 202° — 152y
2022 — 23zy + 6y°.

Tambien podemos escribir la multiplicacion en forma vertical,

4x —3y

T —2y

4x(bx) —3y(5x)
—4z(2y)  +3y(2y).

Reducimos los términos semejantes, para obtener

4x —3y

5% —2y

202? —15zy
—8xy  +6y°

2022 —23zy +6y°.

2.6.1. Ejercicios resueltos
Realice las siguientes multiplicaciones.
1. 22 — x + 4 por —222.

(2% — o + 4)(—22%) = —22* 4 22° — 822
2. 322 _ 201 por 12.

(3:(:4—2 B 29(;6— 1) (12) = 12 (3:64— 2) 1o (2x6— 1)

36r —24 24z — 12

4 6
= 92 —-6—-4x+2
= Oz —4x—-6+2
= bz —4.



3. 3z(2z — 1) — z(x — 3).
3x(2z — 1) — x(z — 3) = 62° — 3x — 2° + 3z = 62° — 2° — 3z + 3z = 52”.
4. —2ab’(5x — 6 — 3b?).
—2ab*(5x — 6 — 3b%) = —10ab’x + 12ab® + 6ab’.

2.6.2. Ejercicios

Calcula los siguientes productos de polinomios.

a) (4% — 52 + 22+ 1)(3z — 6).

b) (a+b—c) (@ —b+c).

©) (—=3x%y3 +4 — T2?y? — 62%y°) (5aty + 8z — 223y — 10).
d) (%a—% ) (3a+ 3b).

e) (ba — 46a*)(2a? — 3a® + 4a).

(
(3ax — 32% + 3a)(32% — ax + 2d?).
)

f)
g) (32° — 4a* + 82°)(2z — 8).
h) (aac _ a:Jchl + ax+2 (CL + 1)

)
i) (m® —m?+m—2)(am+ a).

§) (a73b2 +2a75b — a 2b2)(3asb"2 + 1+ a”3b2).

2.7. Division de monomios

La division es una operacion que tiene por objeto, dado el producto de dos factores (divi-
dendo) y uno de los factores (divisor), hallar el otro factor (cociente). De esta definicion se
deduce que el cociente multiplicado por el divisor reproduce el dividendo. Asi, la operacion
de dividir 6a? entre 3a, que se indica por 6a* <+ 3a 0 %% 3 , consiste en hallar una cantidad que
multiplicada por 3a se obtenga 6a?. Esa cantldad (cociente) es 2a.
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2.7.1. Ley de los signos en la division

La ley de los signos en la division es la siguiente:

+

\_/\L\_/\_/
.|. ols

A~~~/
_I_
|
A~ o~~~
_l_
V\/\l./\/
|
|

Ejemplos. Calcula las divisiones indicadas.

+ab
1. b) + = —— = +b.
(++ab) + (+a) T +
2. (—ab) + (—a) = __—C;b = +b.
b
3. (ab) + (—a) = 22 — _y,
—a
—ab
4. (—ab) + (+a) = +—6; — b
5 a5—a3zg—5:a5_5:a2
6. b+ b2 =t =p2 =2

2.7.2. Division de monomios

Para dividir dos monomios se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del
divisor y a continuacion se escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a cada letra un
exponente igual a la diferencia entre el exponente que tiene el dividendo y el exponente que
tiene el divisor. El signo lo da la ley de los signos.

Ejemplo. Dividir 4a®b? entre —2ab.

4a3b?

= —2a%b
—2ab 29

4a30? = —2ab =

ya que (—2ab)(—2a%b) = 4a®b>.
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2.7.3. Ejercicios resueltos

Simplifica las siguientes expresiones

a

1. po)

6
% =a = g4
3
c
2. —
c 3 5
€ 33 _ 6
c 3

3 (x +2)*

(z+2)°

(r +2)* _ _ 1
(x+2)°5 @) =@-27 = (z +2)2

4 —30a3?

" 12a%btc

—30a%b? B —5a32p21 B —5ab? _ —da
12a2b4c 2¢  2¢ 22
5 (—321)4
v PRV 14
( 3? =S 10t — 812,
x x

2.7.4. Ejercicios

Dividir la expresiones indicadas.
a) 1223 entre 4z.

b) x4y ~? entre z%y L.

¢) 36z3y"2* entre 1222y

1
d) —;entrea”1b .

e) 24x°y* + 18x%y® — 4821043 entre 62213,

f) 1027 entre 227 7.
g) 6x3yz entre 22%y.

h) 6273y~2 entre 3z 4y 3.
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i) 36a*T2b*~! entre 3a®b.

4 _2
5 5

J) xgy_ entre yg.

2.8. Simplificacion de expresiones fraccionarias

a

Una fraccion algebraica es el cociente indicado de dos expresiones algebraicas. Asi, § es
una fraccion algebraica porque es el cociente indicado de la expresién a (dividendo) entre
la expresion b (divisor). El dividendo a se llama numerador de la fraccion algebraica, y el
divisor b, denominador. El numerador y el denominador son los términos de la fraccion.

Una expresion algebraica entera es la que no tiene denominador literal. Asi “¥ es una ex-
p g q 1

presion algebraica entera. Una expresion entera puede considerarse como una fraccion de

denominador 1.

Una expresion algebraica mixta es la que consta de parte entera y parte fraccionaria. Asi,

a+ g y  — -2 son expresiones mixtas.

r—a

2.8.1. Principios fundamentales de las fracciones

Los siguientes principios demostrados en Aritmética se aplican igualmente a las fracciones
algebraicas.

Propiedades 2.2. (a) Si el numerador de una fraccion algebraica se multiplica o divide por
una cantidad, la fraccion queda multiplicada en el primer caso y dividida en el segundo
por dicha cantidad.

(b) Si el denominador de una fraccion algebraica se multiplica o divide por una cantidad,
la fraccion queda dividida en el primer caso y multiplicada en el segundo por dicha
cantidad.

(c) Si el numerador y el denominador de una fraccion algebraica se multiplican o dividen
por una misma cantidad, la fraccion no se altera.

2.8.2. Simplificacion de fracciones
Reducir una fraccion algebraica es cambiar su forma sin cambiar su valor.

Simplificar una fraccion algebraica es convertirla en una fraccioén equivalente cuyos térmi-
nos sean primos entre si.

Cuando los términos de una fraccién son primos entre si, la fraccion es irreducible y entonces
la fraccion estd reducida a su més simple expresion o a su minima expresion.

Para simplificar fracciones cuyos términos sean monomios se dividen el numerador y el
denominador por sus factores comunes hasta que sean primos entre si.
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Ejemplo. Simplificar %.

40> 2x2x a8 2

6a3bdm 2Xx3xm 3am’

Para simplificar fracciones cuyos términos sean polinomios se descomponen ambos poli-
nomios en factores del menor grado posible y se suprimen los factores comunes del numera-

dor y del denominador.

2.8.3. Ejercicios resueltos

Simplifique las siguientes fracciones algebraicas.

2756%%  55(5)b3"a?

1. = = 5b7a’.
55h—4 95
(x+2%@+3) (r+2*x+3) (r+2)>*(x+3)
Gi3 -1 = a113-1 ata  _@F2E+d)
3 (2a —b) — (3a+2b) 2a—3a—-b—-20 —a—3b —(a+3b) —1
' (a+ 3b)c B (a+3b)e  (a+3b)e  (a+3bec ¢

(22 — 22 — 3)y? _ (x+1)(z + 3)y?
(x+ 1)y (x4 1)y

= (z+3)y.

2.8.4. Ejercicios

Simplifique las siguientes expresiones.

a b a+bd
a L2010
b a a
8112 184
by S L (1B
3 35p?
2 -9
c) ey
5
d) Smn = 14m3n?.
o 2 —6x+9
S — 15
472
f) 15035 = 2200
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6x — 18

g)

h)

8z + 16
45m3  2Tm*

C28n3 T 49n5

23+ 622+ 120+ 8

i)

i)

3 4+ 42? + 4z
r—2  3r—-06

2.9.

3y2 : y3

Suma y resta de expresiones fraccionarias

Regla general para sumar o restar fracciones.

1.
2.

2.9.1.

Si es posible, se simplifican las fracciones dadas.

Si las fracciones poseen distintos denominadores, se obtienen fracciones equivalentes
utilizando el minimo comun denominador.

Se efectiian las multiplicaciones indicadas.

Se suman o restan los numeradores de las fracciones que resulten y se divide esta suma
por el denominador comtin.

Se reducen términos semejantes en el numerador.

Se simplifica la fraccién que resulte, si es posible.

Ejercicios resueltos

Realiza las siguientes operaciones y simplifica.

1.

:1:+3+2x+3_x+3+23:—|—3_3x—|—6_3(:v—|—2) B

= = = = 3.
r+2 x+2 T+ 2 T+ 2 T+ 2
Sr+1 2x—4 Sdr+1-20+4 3z+5
r+1  xz+1 z 41 oz +1
T 2 zx—3)+2x+2) *—3r+2x+4  ®—ax+4
r+2 -3  (2+2)(x-3) = (2+2)(x—-3) (v+2)(z—3)
z_ 3 w43 -2) 2*°+3z-6 4r—6
-4 z+2 22—-4 22 —-4 224
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122 — 4 2 122 — 4 2
2 —4dr+4 -2 (r—2)2 x-2
120 —4 —2(x — 2)

(z —2)?
B 12:1;—4—2x+4_ 10x
Bl (x —2)? C(x—2)

2.9.2. Ejercicios

Realiza las operaciones y simplifica.

r+3 2x+3

a) r+2 x4+2°

5 2

P _ + p.
p—2 2—-p p-—2

T 4 2
r+2 -3
d) 3c+ 2 4c — 2 n 2c+5
(c—=1)2 (1—¢? (1-0¢?

120 — 4 2
2 —4drx+4 x—2

2 1 T

RN T ) s R

b)

c)

e)

2 —x n 1 T+ 3
2 —5rx+6 22—5x+6 x22—5x+6

g)

a+b+a—b
a? ab
T 3

x2—4+x—|—2'

h)

T —y 2x T+y

. B N .
b 24 2xy+y>  x?—y? a2 —2axy+y?
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2.10. Potencias fraccionarias y simplificacion de radicales

La raiz de una expresion algebraica elevada a una potencia reproduce la expresion dada. El
signo de la raiz es N llamado signo radical. Debajo de este signo se coloca la cantidad a la
cual se extrae la raiz llamada por eso cantidad subradical.

El signo /~ lleva un indice que indica la potencia a que hay que elevar la raiz para que
reproduzca la cantidad subradical. Por convencion el indice 2 se suprime y cuando el signo
/ ho lleva indice se entiende que el indice es 2.

Asi, Va* significa que una cantidad elevada al cuadrado reproduce la cantidad subradical
a*, estaraices son a® y —a?, ya que (a?)? = a*y (—a?)? = a*.

v/ 823 significa una cantidad que elevada al cubo reproduce la cantidad subradical 8z°; esta
raiz es 2x por que (2x)% = 8z,

v/—32ab significa que elevada a la quinta potencia reproduce la cantidad subradical —32a°;
esta raiz es —2a por que (—2a)°® = —32a°.

Una expresion radical es toda raiz indicada de un nimero o de una expresion algebraica.
Asi, v/4, v/9a3, v/16a3 son expresiones radicales.

Si la raiz indicada es exacta, la expresion es racional; si no es exacta es irracional. Las
expresiones irracionales como V2, /342 son las que comunmente se llaman radicales.

El grado de un radical lo indica su indice. Asi, v/2a es un radical de segundo grado; V5a2 es
un radical de tercer grado; v/3x es un radical de cuarto grado.

Se extiende la idea de exponente, a los nimeros de la forma % donde m y n son nimeros
enteros.

Para extraer una raiz a una potencia se divide el exponente de la potencia por el indice de la
raiz. Por lo que obtenemos las leyes de los radicales.

Propiedades 2.3. (a) {/a™ =a™.
(b) Vab= /a/b.

2.10.1. Raiz de un monomio

Para extraer una raiz de un monomio se procede como sigue.

1. Se extrae la raiz del coeficiente y se divide el exponente de cada letra por el indice de
la raiz.

2. Siel indice del radical es impar, la raiz tiene el mismo signo que la cantidad subradical,
y si el indice es par y la cantidad subradical positiva, la raiz tiene el doble signo =+.

Ejemplos.
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1. Hallar la raiz cuadrada de 9a%b*.
V9a2b* = +3ab’.

2. Hallar la raiz cuadrada de —8a>xz%y°.

v/ —8ad1by? = —2ax?y’.

2.10.2. Ejercicios resueltos

1. Simplificar la siguiente expresion.

( \/ﬁ) B (W)S = (VATA) = (k) = 15 = 1 =

2. Multiplicar 322 y 22'/%y

32222 %y) = (3% 2)(2? * 21/?) = 6atzy = 6a2y.

3. Multiplicar 223 y2 y 3z3y3.

1 5

(205y2)(B3y%) = (24 3)(w3w7) (y2y#) = 63 Fytat

> —ny

4. Simplificar (z%y?)2.

2.10.3. Ejercicios
Simplificar las expresiones dadas.
a) Vao.
b) v/64.

Yab
C) b
d) ¥a2b* Ydab

Y2ab

e) \/W
Yab3c3

6
f Ve

3/ 12529
8) \/ Femiz-
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9 ald
h) 927 ¢

20
3 10 T
i) 1024430 *

; 128
D) IRy o -

2.11. Racionalizacion

Racionalizar el denominador de una fraccion es convertir una fraccion cuyo denominador
sea irracional en una fraccioén equivalente cuyo denominador es racional. Cuando se racionali-
za el denominador irracional de una fraccion, desaparece todo signo radical del denominador.
Si el denominador de un cociente contiene un factor de la forma W, conk <nya >0,
entonces se multiplica numerador y denominador por v/ a”~* para obtener en el denominador

VakVar—k = aktn—k = /qn = a.

Este proceso se llama racionalizacion del denominador.

Ejemplo. Racionalizar el denominador de —-

1 1 V5

LAV VS
VBVBVE VB

Expresiones conjugadas. Dos expresiones que contienen radicales de segundo grado como

Vva+ Vby Vva — Vb oa+vbya— b, que difieren solamente en el signo que une sus
términos, se dice que son conjugadas. Asi, la conjugada de 3v2 — \/5 es 3\/5 + \/5
El producto de dos expresiones conjugadas es racional. Asi,

(3v2 = V5)(3V2 + V5) = (3v2)? — (V5)2 = 18 — 5 = 13.

Para racionalizar el denominador de una fraccién cuando el denominador es un binomio que
contiene radicales de segundo grado, se multiplican ambos términos de la fraccion por el
conjugado del denominador y se simplifica el resultado.

V5
-

Ejemplo. Racionalizar el denominador de

4—42
2+ 52

34



4-vV2 _ (4-v2) 2-5v2)
245v2  (245v2) (2-5V2)
8 — 22v/2 + 10
22_(5\/§)2
18 — 22v2

—46
11v/2 -9

23

Para racionalizar el denominador de una expresion que contiene tres radicales de segun-
do grado hay que realizar dos pasos, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Racionalizar el denominador de
VZ- V5
V2++v5 -6

Primero se multiplican ambos términos de la fraccion por el conjugado del denominador,
considerado como un binomio (\/§ + \/5) — /6, es decir, (\/§ + \/5) +/6,

V25 (V2-B) (V245 +V6)
V2+V5-v6  (V2+v5-V6) (vV2+ V5 +0)

2v/3 — V30 -3
(V2++5)? = (v6)?
23 - v30-3

14210

Ahora, nuevamente se multiplican ambos términos de la fraccion por el conjugado del deno-
minador, es decir, 1 — 24/10. Asi, se obtiene

2v3-v30-3  (2v3-+30-3)1-2V10

1+2V10 (1+2V/10) 1-2V10
~ 22v3-5v30-346V10

B 1—40
~ 3-6v10+5v30 —22V/3
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2.11.1. Ejercicios resueltos

1. Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones:

5 3v2. T 2 x
RV AV R S I BV SRR/ =S SV

V2’ V3
Solucion.

y 5 5V2  BV2  5V2
YV Re Ve 2

&@_Sﬁwﬁ_&@:¢6

RVE IR VR
0T 7(V5+V3) _ T(V5+ V) :7(\/3+\/§):7(\/5+\/§).
VB—Vv3  (VB-V3)(VE+V3)  (VB)2—(V3)? b—3 2
= e £ O O
e)
T r(Vr+1++vz—1)

Vitl—-vz—1  (Ve+1l-Ve-D(/z+1+Vz—-1)
(Ve + 1+ Ve —1)
T Vet (1P
z(Vr+l+vVe—-1) z(Vz+14 vz —1)

r+1—(z—1) 2 '

2.11.2. Ejercicios

Simplificar los siguientes radicales.

y 1
a \/3_2.
V24 2v5
42 — /5

-3+ V2
3+V2

44+ /3
5— 43

b)

c)

d)
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e)

f)

g)

1

2v3 -5
Va2b — Vab?
Va— b

1
Ve =y
va+zr++va—zx
Va+z—ya—zx

r—r—1

: r(22 +Vr+1)

7

4+/3
5— 43

(o

2ab
1+ 02

)
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3. Productos notables

3.1. Ejemplos importantes

Se llaman productos notables a ciertos productos que cumplen reglas fijas y cuyo resultado
puede ser escrito por simple inspeccidn, es decir, sin verificar la multiplicacion.

Como motivacion veamos los siguientes ejemplos. El drea de un cuadrado es el cuadrado de
la longitud de su lado. Si sus lados miden a + b entonces el drea es (a + b)?, pero el drea de
este cuadrado la podemos dividir en cuatro rectingulos como se muestra en la figura.

a a? ab

b ab b

S— NN
a b

Luego, la suma de las dreas de los cuatro rectingulos serd igual al area del cuadrado, es decir,
(a+b)* =a®+ab+ ab+ b* = a® + 2ab + b*. (2)

Veamos ahora cémo obtener geométricamente el cuadrado de la diferencia a—0b, donde b < a.
El problema es ahora encontrar el drea de un cuadrado de lado a — b.

~
N
~
|
=
S—

=G }b

En la figura observamos que el area de un cuadrado de lado a es igual a la suma de las areas
de los cuadrados de lados (a — b) y b, mas el drea de dos rectangulos iguales de lados by
(a —b). Estoes, a®> = (a — b)® + b* + (a — b)b + b(a — b), de donde

(a —b)? = a® — 2ab + b*. (3)

Para encontrar el drea de la parte sombreada de la siguiente figura,
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observamos que la suma de las dreas de los rectangulos que la forman es
a(a — b) + b(a — b) y si factorizamos esta suma tenemos que

a(a—0b)+bla—0b) = (a+b)(a—0), 4)
pero es equivalente al drea del cuadrado grande menos el area del cuadrado chico, es decir,

(a+b)(a—0b) =a®>— b )

Otro producto notable, pero ahora de tres variables, esta dado por
(a+0b+c) =a*+ b+ + 2ab + 2ac + 2be. (6)

La representacion geométrica de este producto estd dada por la igualdad entre el drea del
cuadrado con lados de longitud a + b + ¢ y la suma de las 4reas de los nueve rectdngulos en
que se ha dividido el cuadrado, esto es,

(a+b+c)* =a®>+b*+c+ab+ac+ba+be+ca+ch=a®+b*+c+ 2ab+ 2ac + 2bc.

a? ba ca } a

ab b? cb |¢ b
<

ac bc 2 |rc
Y
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3.2. Productos notables

Una cantidad es un cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra cantidad, es decir,
cuando es el producto de dos factores iguales. Por ejemplo, 4a? es cuadrado perfecto porque
es el cuadrado de 2a: (2a)? = 2a x 2a = 4a*. Ademas notemos que 2a es la raiz cuadrada de
4a?.

Cuadrado de la suma de dos cantidades.
Elevar al cuadrado a + b equivale a multiplicar este binomio por si mismo, es decir,

(a+0)* =(a+0b)(a+D)
= a?® + ab + ba + b
= a® + 2ab + b,

luego, el cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad
mads el doble de la primera cantidad por la segunda mas el cuadrado de la segunda.

Cuadrado de la diferencia de dos cantidades.
Elevar al cuadrado a — b equivale a multiplicar esta diferencia por si misma como a continua-
cion
(a—0)*> = (a—>b)(a—>b)
=a®—ab—ba+*
= a? — 2ab + b2,

luego, el cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera
cantidad menos el doble de la primera cantidad por la segunda mas el cuadrado de la segunda
cantidad.

Producto de la suma por la diferencia de dos cantidades.
Sean a y b dos cantidades, tenemos el siguiente producto

(a+b)(a—0b) =a*—ab+ba—0b?
:a2—b2,

luego, la suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia es igual al cuadrado del
minuendo (en la diferencia) menos el cuadrado del sustraendo.

Producto de dos binomios de la forma (z + a)(x + b).
Tenemos el siguiente producto

(r+a)(z+b) =a®+bx+ax+ab
=22+ (a+b)x + ab.

De lo anterior tenemos que el producto de dos binomios con un término en comin cumplen
las siguientes reglas.

1. El primer término del producto es el producto de los primeros términos de los binomios.
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2. El coeficiente del segundo término del producto es la suma algebraica de los segundos
términos de los binomios.

3. El tercer término del producto es el producto de los segundos términos de los binomios.

Cubo de un binomio.
Elevemos a + b al cubo,

(a+b)* =(a+b)(a+b)(a+Db)
= (a+b)(a+b)?
(a+ b)(a* + 2ab + b?)

= a® + 3a®b + 3ab® + b*,

luego, el cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo de la primera cantidad mas el
triple del cuadrado de la primera por la segunda, mas el triple de la primera por el cuadrado
de la segunda, mas el cubo de la segunda.

Cubo de la diferencia de dos cantidades.
Elevemos a — b al cubo.

(a =0 =(a—Db)(a—b)(a—b)
(a = b)(a —b)*
(a +b)(a® — 2ab + b?)

— 3a%b + 3ab® — b3,

luego, el cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al cubo de la primera cantidad
menos el triple del cuadrado de la primera por la segunda, mads el triple de la primera por el
cuadrado de la segunda, menos el cubo de la segunda cantidad.

3.2.1. Ejercicios resueltos

Desarrolla las siguientes expresiones.
L. (x4 5)%
Solucién.

(x+5)* =2®+2(x)(5) + 5> = 2> + 107 + 25.

2. (2% — 32)°

Solucidn.
1 1 1
(z* — 51‘)2 = (2*)? - 2($2)(§l’) + (5@2
= 2t -2+ lx
N 4
3. (22 — 3)3.

41



Solucién.
(22 —3)* = (22)® — 3(22)%(3) + 3(2x)(3)? — 33
82° — 362% + Hdx — 27.

4. (2z +5)3.

Solucion.

(22 +5)* = (22)* +3(22)%(5) + 3(27)(5)* + 5°
= 82 4+ 60x? + 150z + 125.

3.2.2. Ejercicios

Desarrollar los siguientes productos.
a) (v +4)2

b) (2 + 10y'%)2.

o) (

)

) (7a™" + b‘“)(?am -,
f) (zy* — 9)(zy® + 12).

2z — 3)3.

ab* — ¢)(ab* + ¢).

(
( a+1l __ o= 2)2.

=7

(¢J

)]
-~

(
h) (a+2)(a—3)(a—2)(a+3).
i) (22" — (22" + ).

j) Qa=b—0c)(2a—b+c).

3.3. Cocientes notables

Se llaman cocientes notables a ciertos cocientes que obedecen a reglas fijas y que pueden ser
escritos por simple inspeccion.
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3.3.1. Cociente de la diferencia de cuadrados de dos nidmeros entre la suma o resta de
los nimeros

En este primer caso de cocientes notables, se tiene que si se divide la diferencia de cuadrados
de dos cantidades entre la suma de las cantidades se obtiene la diferencia de la cantidades

a? — b?

=a—b.
a+b “

De la misma manera, la diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la dife-
rencia de las cantidades es igual a la suma de las cantidades

a® — b?
= b.
p— a—+
Ejemplo. Dividir 922 — y? entre 3x + ¥.
Es claro que
922 — ¢/
—— =3z —y.
3r+y

Ejemplo. Dividir (a + b)? — ¢* entre (a + b) + c.

Se tiene que

(a+b)?—c?
R e — b—ec.
(a+b) +c arb—e
3.3.2. Ejercicios resueltos
Encuentra el cociente.
9— gt 9
1. 3_m2:3+x.
) 25 — 36z* 5+ 62
S — = T,
5 — 622
2 .2
(z+y)—=2
8% + y°
4, —— 7 = (22)> -2 2.
Ty (27)° — 22y +y
1 — 64a3
5. — 2% 14 4a+ 1642
1 —4a
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3.3.3. Cociente de la suma o diferencia de los cubos de dos nimeros entre la suma o
resta de los numeros

Los dos casos considerados aqui son los siguientes cocientes:

3 b3

a4 ib =a’—ab+ 1,
a

3_b3

a4 - =a +ab+
Cl/_

3.4. Teorema del binomio

Binomio de Newton. Consideremos el binomio (a + b), multiplicando el binomio por el
mismo dos y tres veces, obtenemos

(a+b)? = a* + 2ab + V?,
(a+b)* =a® + 3ab + 3ab® + b’
En estos desarrollos se cumplen las siguientes leyes:
1. Cada desarrollo tiene un término mas que el exponente del binomio.

2. Elexponente de a en el primer término del desarrollo es igual al exponente del binomio,
y en cada término posterior al primero, disminuye 1.

3. El exponente b en el segundo término del desarrollo es 1, y en cada término posterior a
éste, aumenta 1.

4. El coeficiente del primer término del desarrollo es 1 y el coeficiente del segundo
término es igual al exponente de a en el primer término del desarrollo.

5. El coeficiente de cualquier término se obtiene multiplicando el coeficiente del término
anterior por el exponente de a en dicho término anterior y dividiendo este producto por
el exponente de b en ese mismo término aumentado en 1.

6. El dltimo término del desarrollo es b elevado al exponente del binomio.

Los resultados anteriores constituyen la ley del binomio, que se cumple para cualquier expo-
nente entero positivo. Esta ley se representa por la siguiente formula:

n__ _mn n—1 n<n_1) n—=212 n(n_1>(n_2)
(a+b)" =a" +na b+—1-2 a" b + T.9.3

n(n—1)(n—-2)(n—(k—1))

an—3b3 4.

av R 4 nab™ T b

Esta formula descubierta por Newton nos permite elevar un binomio a una potencia cualquie-
ra, directamente, sin tener que hallar las potencias anteriores.
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3.5. Triangulo de Pascal

Los coeficientes de los términos del desarrollo de cualquier potencia de un binomio los da
enseguida el siguiente tridngulo, llamado triangulo de Pascal.

El modo de formar este tridngulo es el siguiente:

En la primera fila horizontal se coloca el 1. En la segunda fila se colocan 1 y 1. Desde la
tercera en adelante se empieza por 1 y cada nimero posterior al 1 se obtiene sumando en la

fila anterior el 16T nimero con el 290, el 9do ¢on el 3810 ] 3810 ¢on el 410, etc., y se termina
por 1.

Los coeficientes del desarrollo de cualquier potencia n-ésima de un binomio son los nimeros
que se hallan en la n-ésima fila horizontal del tridngulo de Pascal.

Asi los coeficientes del desarrollo de (z + y)* son los nimeros que estdn en la cuarta fila
horizontal, es decir, 1, 4, 6, 4, 1.

3.5.1. Ejercicios resueltos
Desarrolla las siguientes expresiones.
1. (a +b)3.

Solucioén.
(a+b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b

2. (a+b)>.

Solucioén.
(a+b)° = a® + 5a*b + 10a®b* + 10a?b* + 5ab* + b°

Nota que la suma de los exponentes siempre da como resultados 3, en el primer ejercicio y 5
en el segundo ejercicio.

3. Desarrollar por el teorema del binomio (a + 2b)*.
Solucién.

(a+2b)* = 1(a*) +4(a®)(2b) + 6(a?)(4b*) + 4(a)(8b*) + 1(16b%)
a* 4 8a’b + 24a*b* + 32ab® 4 16b*.

45



3.5.2. Ejercicios

Desarrolla las siguientes expresiones.

a) (z+1)%

b) (z+y+2)>%
o (z+y)*

d) (a+b+c)

(s =
(2 )

=

(
h) (32 —y + 2z)°.

i) (22 —z+1)>

J) (a+b+c+d)>
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4. Factorizacion

4.1. Division de polinomios
Empezamos esta seccion con las reglas que se siguen para dividir dos polinomios.
1. Se ordenan el dividendo y el divisor con relacion a una misma letra.

2. Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divisor y tendremos el
primer término del cociente.

3. Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y el producto se
resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo, escribiendo cada término debajo
de su semejante. Si algin término de este producto no tiene término semejante en el
dividendo se escriben en el lugar que le corresponda de acuerdo con la ordenacién del
dividendo y el divisor.

4. Se divide el primer término del resto entre el primer término del divisor y tendremos el
segundo término del cociente.

5. Este segundo término del cociente se multiplica por todo el divisor y el producto se
resta del dividendo, cambiando los signos.

6. Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del divisor y se efectiian
las operaciones anteriores; y asi sucesivamente hasta que el residuo sea cero.

Ejemplo. Dividir 3z% + 2z — 8 entre x + 2.
+32° +22 -8 | =z 42

—3z> —6x B
—4r =8
+4xr  +8.

Explicacion. El dividendo y el divisor estdn ordenados de manera descendente con relacion
a x. Dividimos el primer término del dividendo 3z entre el primero del divisor z y tenemos
32?2 + x = 3x. Este es el primer término cociente.

Multiplicamos 3x por cada uno de los términos del divisor y como estos productos hay que
restarlos del dividendo, tendremos 3z X = = 322, para restar —3x2; 3z X 2 = 6z, para restar
—6x.

Estos productos con sus signos cambiados los escribimos debajo de los términos semejantes
con ellos del dividendo y hacemos la reduccion; nos da —4x y bajamos el —8. Dividimos

—4x entre x: —4x -+ x = —4 y éste es el segundo término del cociente. E1 —4 hay que
multiplicarlo por cada uno de los términos del divisor y restar los productos del dividendo y
tendremos (—4) x & = —4x, para restar +4x; (—4) x 2 = —8, para restar 8.

Escribimos estos términos debajo de sus semejantes y haciendo la reduccion nos da cero de
residuo.
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4.1.1. Ejercicios resueltos

e e g 3_@pp2 . .
1. Dividir Z22=32+182 y simplificar.

Solucion.
1223 — 622 + 18 1223 n —6x2 n 18z o2 43
= =22° —x )
6x 6x 6x 6x
2. Dividir 84 —0rte) y implificar.
Solucion.

B3z +a)’—a(Br+a) _ (Br+a)® al3z+a) = (37 +a) —a =3
(3z +a) 3r+a 3z +a

3. Realiza las operaciones y simplifica.

12a* + 4a® — 32a?
4q?

— (3a—8)(a+1).

Solucion.

12a* + 4a® — 3242

- +4a2 © —Ba-8)a+1) = (3a>+a—8)—(3a’+3a—8a—8)

a
= (3> 4 a—8) — (3a® — 5a — 8)
= 3a°+a—8—3a>+5a+38

6a.

4.1.2. Ejercicios

Realiza las operaciones y simplifica.

3 — 1222 — 42
a) .
r—3
214 4
b) y—y+9.
y—17

) -2t +1
c .
—x+1
a 2+t —922 4+ +5
2+ 3z —2
am* —am — 2a
e) .

am + a
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=922+ 245

D 2?24+ 3x —2

g) 2%+ 5z + 32? — 27 entre 2% — x + 3.

1, 5 1 11
h) éa +%ab—@entre§a+§b.
Lot =322+ 2
i) —mM—.

T —3
Dla, T P 2

- —xy — —y* entre x — —.

V3T 3Y T 5

4.2. Factorizacion de polinomios.

Se llaman factores o divisores de una expresion algebraica a las expresiones algebraicas que
multiplicadas entre si dan como producto la primera expresion. Por ejemplo, multiplicando a
por a + b tenemos que

ala +b) = a® + ab,

es decir, a y a + b, que multiplicados entre si dan como producto a? + ab, son factores o
divisores de a? + ab. Del mismo modo, de la expresion (z+2)(x+3) = 2%+ 5z + 6, tenemos
que = + 2y  + 3 son factores de 2% + 5z + 6.

Descomponer en factores o factorizar una expresion algebraica es convertirla en el producto
indicado de sus factores.

Los factores de un monomio se pueden hallar por simple inspeccion. Asi, los factores de 15ab
son 3, 5, a'y b. Por lo tanto, se puede escribir 15ab =3 x 5 X a X b.

Factorizar un polinomio. Asi como en aritmética hay nimeros primos que sélo son divisi-
bles entre ellos mismos y entre 1, hay expresiones algebraicas que s6lo son divisibles entre
ellas mismas y entre 1 y por lo tanto no son el producto de otras expresiones algebraicas. Lo
mismo pasa con los polinomios, no cualquier polinomio se puede descomponer en dos o mas
factores distintos de 1. Por ejemplo, a + b no puede descomponerse en dos factores distintos
de 1 porque sdlo es divisible entre a + b y entre 1.

En esta seccion, vamos a estudiar la manera de descomponer o factorizar polinomios en dos
o mas factores distintos de 1. En cualesquiera de los 10 casos diferentes de factorizacion que
estudiaremos, la prueba consiste en multiplicar los factores que se obtienen, y su producto
tiene que ser igual a la expresion que se factorizé.

Caso 1. Cuando todos los términos de un polinomio tienen un factor comun.
a) Factor comin monomio.
Veamos los siguientes ejemplos, cuando todos los términos del un polinomio tienen un factor

comun, el cual es un monomio.
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1. Descomponer en factores a? + 2a.
Los términos a? y 2a contienen en comiin a la variable a. Escribimos el factor comin a
como coeficiente y dentro de un paréntesis escribimos los cocientes de dividir a*/a = a
y 2a/a = 2, para obtener a® + 2a = a(a + 2).

2. Descomponer 10b — 30ab>.
Primeros veamos los factores comunes de los numeros 10 y 30. Como 30 = 3-10 vemos
que 10 es el factor comun de los dos nimeros. De las letras, el unico factor comun es
b porque se encuentra en los dos términos de la expresion dada y la tomamos con su
menor exponente. De esta forma, el factor comtn es 10b, por lo que 10b — 30ab? =

10b(1 — 3ab).

3. Descomponer 10a? — 5a + 15a3.
En este caso el factor comin es 5a por lo que

10a® — 5a + 15a® = 5a(2a — 1 + 3a?).

4. Factorizar 18may? — 54m2x%y? + 36my>.
El factor comiin es 18my?, por lo que

18may® — 54m?*2%y* + 36my® = 18my*(z — 3ma® + 2).

5. Factorizar 6xy® — 9nay® + 12na3y® — 3n2aty3.
El factor comtin es 3zy3, luego

62y° — Inz?y® + 12na’y® — 3naty® = 33cy3(2 — 3nz + 4na® — n2w3).

b) Factor comiin polinomio.

Ahora, veamos algunos ejemplos cuando un polinomio es un factor comun.

1. Descomponer z(a + b) + m(a + b).
Los dos términos de esta expresion tienen de factor comiin el binomio (a + b). Escribi-
mos el factor comin (a + b) como coeficiente y dentro de un paréntesis escribimos los
cocientes de dividir x(a 4+ 0)/(a + b) = x y m(a + b)/(a + b) = m, para obtener

z(a+b)+m(a+b) = (a+b)(x+m).

2. Factorizar 2zx(a — 1) — y(a — 1).
El factor comtn es (a — 1). Entonces

2z(a—1) —yla—1) = (a — 1)(2x — y).
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Caso 2. Factor comun por agrupacién de términos.

Para ver este caso de factorizacidon veamos el siguiente ejemplo. Factorizar ax + bx + ay + by.
Los dos primeros términos tienen el factor comin z y los dos ultimos el factor comun y.
Agrupamos los dos primeros términos en un paréntesis y los dos ultimos en otro paréntesis
precedido del signo + porque el tercer término tiene el signo +, y obtendremos

ax + bx + ay + by = (ax + bzx) + (ay + by) = x(a+b) + y(a +b) = (a + b)(x + y).

Regla para conocer si un trinomio es cuadrado perfecto. Un trinomio es cuadrado per-
fecto cuando es el cuadrado de un binomio, o sea, el producto de dos binomios iguales. Por
ejemplo, a® + 2ab + b* es cuadrado perfecto, ya que es el cuadrado de a + b, es decir,

(a+b)* = (a+b)(a+b) = a® + 2ab + b*.
Del mismo modo, (2 + 3y)? = 42 + 122y + 9y* es un trinomio cuadrado perfecto.

Un trinomio ordenado en relacion con una letra es cuadrado perfecto cuando el primero y ter-
cer términos son cuadrados perfectos (o tienen raiz cuadrada exacta) y positivos, y el segundo
término es el doble producto de sus raices cuadradas.

4.2.1. Ejercicios resueltos

1. Factorice todos los factores comunes de todos los términos del polinomio 223y — 8x%y% —

613

Solucion.
20y — 8a%y? — 6y’ = (2wy)2® — (2wy)dwy — (22y)3y
= 2zxy(a® — day — 3y?).
2. Factorice completamente el siguiente polinomio

422 + 7)(z — 3)* +2(22 + 7)*(x — 3).

Solucion.

4022 + Tz =32 + 22z + 1)z —3) = 222 +7)(x —3)[2(x — 3) + (22 + 7)]
= 222+ T7)(x—3)2r —6+2x+7)
= 222+ 7)(x — 3)(4z + 1).
3. Factorice completamente 322 — 6x + 4z — 8.
Solucion.
372 —6r +4r —8 = (32° —61) + (4o —8)
= 3z(z —2)+4(z —2)
= (Bx+4)(x—2).
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4. Factorice completamente 4(2x + 5)(3z + 1)? + 6(2z + 5)%(3z + 1).
Solucion.
4022 +5)(3x 4+ 1)* +6(22 +5)*Br +1) = 222 +5)(3z +1)[2(3z 4+ 1) + 3(2z + 5)]

2(22 4+ 5)(3x + 1)(62 + 2 + 62 + 15)
= 222+ 5)(3x + 1)(12z + 17).

4.2.2. Ejercicios

Factoriza las siguientes expresiones.

a) 10b + 30ab.

b) 24a’zy? — 3622y

¢) 12a%b® — 30a3b? + 18ab* — 42a*b.

d) x(2a+b+c¢)—2a—b—c

e) b — b2y + 322 — 3wy + Tw — Ty.

f) a?b® —n* + a?b32? — nt2? — 3ab3x + 3nx.
g) 2av? + 3u® + 2auv — 3av? — 2au® — 3vu’.
h) 222y + 2x2% + y?22 + 2y,

i) 322 — 62 — 4y — 2xy.

Jalx—1)—(a+2)(x—1).

4.3. Distintos tipos de factorizacion
Diferencia de cuadrados perfectos.

En los productos notables se vié que la suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia
es igual al cuadrado del minuendo menos el cuadrado del sustraendo, o sea, (a + b)(a —b) =
a? — b?; luego, reciprocamente

a’* —b* = (a+b)(a—D).

Para factorizar una diferencia de cuadrados se extrae la raiz cuadrada al minuendo y al
sustraendo y se multiplica la suma de estas raices cuadradas por la diferencia entre la raiz del
minuendo y la del sustraendo.
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Ejemplo. Factorizar 1 — a.
1—a’=(1+a)(l-a).

Diferencia de cubos perfectos.

Tenemos que

a®*+b* = (a+0b)(a®—ab+ b?) (7)
a® — b = (a—0b)(a®+ ab+ b?). (8)

La férmula (7) nos dice que la suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:
1. La suma de sus raices cubicas.

2. El cuadrado de la primera raiz, menos el producto de las dos raices, mds el cuadrado
de la segunda raiz.

La férmula (8) nos dice que la diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos
factores:

1. La suma de sus raices cubicas.

2. El cuadrado de la primera raiz, mas el producto de las dos raices, mas el cuadrado de
la segunda raiz.

Suma o diferencia de dos potencias iguales.
1. a™ — D" es divisible entre a — b cuando n es par o impar.
a™ + b" es divisible entre a + b si n es impar.

a™ — b"™ es divisible entre a + b si n par.

Sl

a™ 4+ O™ nunca es divisible entre a + b ni entre a — b cuando n es un nimero par.

4.3.1. Ejercicios

Factorizar las siguientes expresiones.
a) x> —4.

b) 2% — 3.

c) 2t —yt.

d) o + .

e) 53+ 3.

f) 7292 — 640°.
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g) 16z — 3.
24¢

h) 5° + a0,

i) 22 + 12

J) alO _ blO.

4.4. Fracciones complejas

Una fraccion compleja es una fraccion en la cual el numerador o el denominador, o0 ambos,
son fracciones algebraicas o expresiones mixtas, como

+

SRS
ISEE

—_

SHIS]

Una fraccidon compleja no es mds que una division indicada; la raya de la fraccion equivale al
signo de dividir y ella indica que hay que dividir lo que estd encima de la raya por lo que esta
debajo de ella.

Asf, la fraccion + - =

equivalea (¢ — £) =+ (14 2).
Simplificacion de fracciones complejas

1. Se efectuan las operaciones indicadas en el numerador y denominador de la fraccion
compleja.

2. Sedivide el resultado que se obtenga en el numerador entre el resultado que se obtenga
en el denominador.

4.4.1. Ejercicios resueltos

4 _3
1. Simplificar 2—5-.
. 127 18
Solucion.
I NG L SONCTCEL (N BT U W
L1 B(L-H) ZT-11 43 -11) 42-4 -2 2

Nota que en esta manera de simplificar solo elegimos el denominador mas grande para mul-
tiplicar y dividir, lo cual no garantiza que desaparezcan todos los denominadores, y asi el
proceso de debe repetir. Solucionaremos el problema de una manera alternativa donde no
sera necesario multiplicar més de una vez.

Segunda solucion. El minimo comun multiplo de los denominadores es 72

- 7 11y =5 .
— = 72(E_E) 42 —44 =2 2

3—3_72(3—3)_32—27_5 5
i 1
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Los siguientes ejercicios los resolveremos de esta forma, utilizando el minimo comun multi-

plo (m.c.m.).

r—2

2. Simplificar
x+2

_ 4
r—1

Solucién. El m.c.m. de los denominadores es (z — 1), luego

r—2 _ (x —1)(z —2) (x —1)(z—2)
T+ 2— ez Ay (r—-1)(z+2)—4
_ x—1)$—2):(:v—1)(:v—2)
?+r—2—-4 2+1x—6
_ (x—l)(ﬂv—Q):x—l
(x+3)(x—2) z+3

r+3+ =%
T+5+ 22

3. Simplificar

Solucién. El m.c.m. de los denominadores es x — 4, luego

r+3+

T+ ——

4.4.2. Ejercicios

x—4
18
r—4

6
@=4@+3+ =) (4@ +3)+6

($—4)(x+5+%) ~ (z—4)(z+5)+ 18

2?2 —r—12+6 _xz—:v—G

224+ —20+18 22+x—2
(x—=3)(x+2) x-3

(x+2)(z—1) z-1

Simplifica las expresiones siguientes.

z+1
a) 1%_m 1
T 1
r—1 z+1
b2 b2 —c2
¢ Tbtc
b) b—c 4 ¢
c b
7 12
C) a.+ a?
16 *
a a
2y
y x
d) l_|_l_|_l
T Y 2
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1 1

e) atb+c  a—b+c )

1 1

a—b+c a+b+c

42
f) z2—52+6
2 4+4z+4 "
x2—4

23 432° —4z—12
24223
g) 4x—2z2
r3—2x2 4+

1
a+2_a+}'

a—=

h)

)

219 °
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5. Ecuaciones de primer grado

Una ecuacion es una igualdad en la que hay una o varias cantidades desconocidas llamadas
incognitas y que sélo se verifica o es verdadera para determinados valores de las incognitas.

Las incOgnitas se representan por las tltimas letras del alfabeto, por ejemplo u, v, w, z, ¥y, 2.
Asi, 5z + 2 = 17 es una ecuacion, por que es una igualdad en la que hay una incégnita, la x,
y esta igualdad sdlo se verifica, es decir, sOlo es verdadera para el valor x = 3. En efecto, si
sustituimos la z por 3, tenemos que 5(3) + 2 = 17, es decir, 17 = 17. Si damos a z un valor
distinto de 3 la igualdad no se verifica o no es verdadera.

Se llama primer miembro de una ecuacion a la expresion que estd a la izquierda del signo
de igualdad, y segundo miembro, a la expresion que estd a la derecha.

5.1. Clases de ecuaciones

Una ecuacion numérica es una ecuacion que no tiene mas letras que las incognitas, como
dr — 5 =x + 4,

donde la unica letra es la incdgnita x.

Una ecuacion literal es una ecuacion que ademds de las incdgnitas tiene otras letras, que
representan cantidades conocidas, como

3x + 2a = 5b — Hbx.

Una ecuacién es entera cuando ninguno de sus términos tiene denominador como en los
ejemplos anteriores, y es fraccionaria cuando algunos o todos sus términos tienen denomi-

nador, como

3x+6x_5+x
2 5 5

El grado de una ecuacion con una sola incognita es el mayor exponente que tiene la incognita

en la ecuacion. Asi,
dr—6=3r—1

es una ecuacion de primer grado porque el mayor exponente de x es 1.

5.2. Concepto de solucion de una ecuaciéon

Las raices o soluciones de una ecuacion son los valores de las incognitas que verifican o sa-
tisfacen la ecuacion, es decir que sustituidos en lugar de las incégnitas, convierten la ecuacién
en identidad. Asi, en la ecuacion

5 — 6 = 3z — 8§,
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la raiz es 7 porque haciendo z = 7 se tiene 5(7) — 6 = 3(7) + 8, es decir, 29 = 29, donde
vemos que 7 satisface la ecuacion.

Las ecuaciones de primer grado con una incognita tienen una sola raiz. Resolver una
ecuacion es hallar sus raices, o sea el valor o los valores de las incégnitas que satisfacen la
ecuacion.

Axioma fundamental de las ecuaciones
Si a cantidades iguales se aplican operaciones iguales, los resultados seran iguales.

Reglas que se derivan de este axioma.

1. Sialos dos miembros de una ecuacion se suma una misma cantidad, positiva o negativa,
la igualdad subsiste.

2. Sialos dos miembros de una ecuacidn se resta una misma cantidad, positiva o negativa,
la igualdad subsiste.

3. Si los dos miembros de una ecuacion se multiplican por una misma cantidad, positiva
0 negativa, la igualdad subsiste.

4. Si los dos miembros de una ecuacion se dividen por una misma cantidad, positiva o
negativa, la igualdad subsiste.

5. Si los dos miembros de una ecuacidn se elevan a una misma potencia o si a los dos
miembros se extrae una misma raiz, la igualdad subsiste.

La trasposicion de términos consiste en cambiar los términos de una ecuacién de un miem-
bro al otro. Cualquier miembro de una ecuacién se puede pasar de un miembro a otro cam-
bidndole el signo.

Por ejemplo, consideremos la ecuacion 3z + b = 2a. Restando b a los dos miembros de esta
ecuacion, la igualdad subsiste, y tendremos

3r+b—-0b=2a—-0
y como b — b = 0, queda 3z = 2a — D.
Resolucion de ecuaciones enteras de primer grado con una incognita.
Se tiene la siguiente regla general.
1. Se efectian las operaciones indicadas, si las hay.

2. Se hace la trasposicion de términos, reuniendo en un miembro todos los términos que
contengan la incognita y en el otro miembro todas las cantidades conocidas.

3. Se reducen términos semajantes en cada miembro.
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4. Se despeja la incégnita dividiendo ambos miembros de la ecuacion por el coeficiente
de la incdgnita.

Por ejemplo, resolvamos la ecuacion 3x — 5 = x + 3. Pasando z al primer miembro y —5
al segundo, cambiandoles los signos, tenemos 3x — z = 3 + 5. Reduciendo los términos
semejantes, tenemos 2z = 8. Dividiendo los dos miembros de la ecuacién entre 2, tenemos

Por dltimo simplificamos y obtenemos = = 4.

5.2.1. Ejercicios

Encuentra el valor de x en las siguientes ecuaciones.

a) 11x + 5x — 1 = 65z — 36.

b) 8z — 15z — 30z — 51z = 53z + 31l — 172.

¢) (5—3z)— (—4x+6) = (8z+ 11) — (3z — 6).

d) 152+ (=62 +5) —2— (-2 +3) = —(Tx +23) —z + (3 — 22).
e) ldr — 3z —2)—[bx+2—(x—1)] =0.
D¥-p+m-i-§
g) 14 — 122 + 392 — 18 = 256 — 60x — 657.
h) 10z — 323 = 2(z — 3).

i) 71+ -5z + (—22+3)] =25 —[—(3z +4) — (42 + 3)].

3z—1 _ Sz+4  z4+2 __ 2z-3 _ 1
J 2 3 8 5 10°

5.3. Planteamiento y resolucion de problemas usando ecuaciones de pri-
mer grado

5.3.1. Ejercicios resueltos
1. El triple de un nimero excede en 48 al tercio del mismo nimero. Hallar tal nimero.

Solucién. Sea el numero buscado, entonces el enunciado nos dice que

x
3r = — + 48
X 3+
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Tenemos entonces que
9z = x + 144, 9r — x = 144,
144

8r = 144 = 18.
x , x g

2. Hallar dos nimeros consecutivos tales que el menor exceda en 81 a la diferencia entre los
3 2
1 del menor y los £ del mayor.

Solucién. Sea z el nimero menor y sea z + 1 el nimero mayor, entonces el enunciado dice
que

T=r- 5 + 381
Resolviendo
20z = 152 — 8(z + 1) + 1620, 20z = 152 — 8z — 8 4 1620,
20z = Tx + 1612, 20z — Tz = 1612,
13z = 1612, T = % = 124.

3. Hallar tres nimeros consecutivos tales que si el menor se divide entre 20, el mediano entre
27 y el mayor entre 41, la suma de los cocientes es 9.

Solucién. Como son tres ndmeros consecutivos, si x es el menor de los nimeros, los otros
serdn z + 1 y x + 2. Entonces se tiene que

m+x+1+x—|—2_9
20 27 41 7

El mem de 20, 27 y 41 es (5)(2)%(3)3(41) = 22140, por lo que

11072 + 820(x + 1) + 540(x + 2) = 199260

1107z + 820z + 820 + 540z + 1080 = 199260
2467x + 1900 = 199260, 2467x = 199260 — 1900,
2467x = 197360 = 80.

4. Un hombre viaj6é 9362 km por barco, tren y avion. Por tren recorri6 los ‘51 de lo que recorrid
en barco, y en avion los g de lo que recorri6 en trén. ;Cuantos km. recorrié de cada como?

Solucién. Sea x los km que recorrié por barco. Entonces recorrié %”” por trén, y recorrié 2 (42)

8\’
por avion. Entonces

4 20x
=2 2
9 + ™ 936

T2z + 322 + 202 = 674064
1242 = 674064 o x = 5436.

Entonces recorri6 5436 km por barco, 2416 km por trén 'y 1510 por avion.

T +
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5.3.2. Ejercicios

Resuelve los siguientes problemas.

a) Un padre tiene 35 afios y su hijo 5, ;Al cabo de cudntos afios serd la edad del padre 3
veces mayor que la edad del hijo?

b) Un enjambre de abejas sali6 a libar miel; la mitad de ellas se qued6 en la primera flor que
encontrd, la tercera parte en la segunda flor y cinco siguieron volando. ;Cudntas abejas
conformaban el enjambre?

¢) Si al doble de un nimero se le resta su mitad resulta 54. ;Cudl es el nimero?

d) La base de un rectangulo es el doble que su altura. ;Cudles son sus dimensiones si el
perimetro mide 30cm?

e) En una reunion hay el doble de mujeres que de hombres, y el triple de nifios que de
hombres y mujeres juntos. ;Cudntos hombres, mujeres y nifos hay, si la reunion la
componen 96 personas?

f) Se han consumido g de un bidon de aceite. Reponemos 38ltrs. y el bidén ha quedado lleno
hasta sus g partes. Calcula la capacidad del bidon.

g) Una granja tiene cerdos y pavos, en total hay 35 cabezas y 116 patas. ;Cudntos cerdos y
pavos hay?

h) En una libreria, Ana compra un libro con la tercera parte de su dinero, y un comic con las
dos terceras partes de lo que le quedaba. Al salir de la libreria tenia 12 pesos. ;Cudnto
dinero tenia Ana?

i) Las 3 cuartas partes de la edad del padre de Juan excede 15 afios a la edad de este. Hace 4
afios la edad del padre era el doble de la edad del hijo. Hallar las edades de ambos.

J) Trabajando juntos, 2 obreros tardan en hacer un trabajo 14hrs. ;Cudnto tiempo tardardn en
hacerlo por separado, si uno es el doble de rapido que el otro?
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6. Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacion de segundo grado es toda ecuacion en la cual, una vez simplificada, el mayor
exponente de la incégnita es 2. Asi,

4 +Tx +6=0
es una ecuacion de segundo grado.
Las ecuaciones completas de segundo grado son ecuaciones de la forma
ar® +bxr +c =0,
que tienen un término en 22, un término en x y un término independiente de x. Asi,
207 + Tz — 15 =0,
* —8r+15=0
son ecuaciones completas de segundo grado.

Las ecuaciones incompletas de segundo grado son ecuaciones de la forma ax? + ¢ = 0, que
carecen del término en x o de la forma a? + bx = 0 que carecen del término independiente.
Asi,

22 —16=0,

32° +51r =0
son ecuaciones incompletas de segundo grado.

Las raices de una ecuacion de segundo grado son los valores de la incégnita que satisfacen
la ecuacion. Asi, las raices de la ecuacién 22 — 22 — 3 = O son x; = 3y 75 = —1; ambos
valores satisfacen esta ecuacion.

6.1. Solucién de ecuaciones de segundo grado sin término lineal

Estas ecuaciones son de la forma ax? + ¢ = 0. Para encontrar las raices de la ecuacién,
primero pasamos c al segundo miembro, asi

Si a y c tienen el mismo signo, las raices son imaginarias por ser la raiz cuadrada de una
cantidad negativa; si tienen signo distinto, las raices son reales.
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6.1.1. Ejercicios resueltos

3
1. Resolver la ecuacion 3 — = 2.
4722 — 1
3 3
_— =2 3—2=———
472 — 1 472 — 1
422 —1=3 dp? =4
z? =1, r=+1.

6.1.2. Ejercicios

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) 22 — 25 — 0.

b) 222 — 6 = 0.

¢) 522 — 11 = 0.

d) (22— 3)(22 +3) = 0.
e) 322 —24 =0.

f) 322 = 48.

g) (bx —4)(bx+4) —25=0.

h) 20 —3— 24l = 7.

o z2-5 422—1 1422—1 __
) 5+ -5 =0

6.2. Procedimiento de completar cuadrados
Si tenemos una ecuacién de la forma
22 4+ 2maz +m? =d, (D)

donde el primer miembro de la igualdad es un trinomio cuadrado perfecto podemos encontrar
las raices de la ecuacion factorizando el primer miembro, asi

(z+m)* =d,
luego extraemos la raiz cuadrada en ambos miembros de la ecuacion, asi
r+m= i\/a,

después trasponemos m, para obtener z = —m + V/d.
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6.2.1. Deduccion de la formula general de la solucion de una ecuacion de segundo
grado

El procedimiento para completar cuadrados en una ecuacion de segundo grado de la forma
ar® +bxr +c =0,

con a # 0, consiste transformar esta ecuacion en una ecuacion equivalente, donde el primer
miembro es un trinomio cuadrado perfecto y el segundo miembro es un término independien-
te, es decir, como en la ecuacion (1).

Procedimiento:

1. Multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por 4a, tenemos

40’z + 4abx + dac = 0.

2. Se suma b? en ambos miembros

4a’x* + dabx + 4dac + b* = b,

3. Trasponemos 4ac al segundo miembro

4a’2? + 4abx + b* = b? — 4ac.

4. De este modo el primer miembro de la ecuacion es un trinomio cuadrado perfecto, por
lo que obtenemos la ecuacién

(2ax + b)? = b* — 4ac.

5. Extraemos la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacidn, asi

2ax + b = +vVb? — 4ac.

6. Trasponemos b,

2ax = —b+ Vb? — 4ac.

7. Dividimos ambos miembros entre 2a, para obtener

b= Vb? — 4dac

2a

X

A la formula anterior se le conoce como formula general. De hecho, hemos mostrado el
siguiente resultado.
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Proposicion 6.1. Si P(x) = ax® + bz + ¢, a # 0, es un polinomio cuadrdtico, entonces sus

raices son
—b+Vb?% — 4ac —b —Vb? — 4dac

. 2
2a Y 2a 2)

Otra manera un tanto distinta de encontrar las raices de una ecuacion cuadratica es la siguien-
te. Como a # 0, podemos reescribir el polinomio P(z) como

b
P(z) = ax2+bx+c:a<x2+—x+2>
a

B N 2bx N b? b2 +
N 7’ 2a 402 4q2

2

r 7 NG
= allx+ i — w T+ i + M

i 2a 2a 2a 2a
B [ —b+ Vb? — 4ac —b — v/b? — 4ac
- _a: 2a 2a ’

—b+ Vb2 —4ac —b—Vb®—4dac )
Luego, 50 y 5 son sus raices.

Al nimero A = b*> — 4ac le llamamos el discriminante del polinomio cuadritico P(x) =
ar?® + br + c.

Observacion 6.2. Si el discriminante, b*—4ac, del polinomio cuadrdtico P(x) = ax®+bx+c
se anula, el polinomio P(x) puede ser escrito como una constante multiplicada por el cua-
drado de un polinomio lineal. En este caso, el polinomio P(x) sélo tiene una raiz real, que
es igual a —%

En el caso en que el discriminante es mayor a cero, es decir, b*> — 4ac > 0 vemos que el
polinomio P(x) tiene dos raices reales distintas.

Finalmente, cuando el discriminante sea negativo, se obtienen dos raices complejas distintas.
En conclusion, si r y s son las dos raices del polinomio P(x), entonces el discriminante se
anula si y s6lo si » = s. En el caso que el discriminante sea diferente de cero, r # s, y
P(z) =a(x —r)(xz —s).

Ahora veamos el significado geométrico del discriminante de un polinomio
cuadratico. Recordemos que P(x) = az? + bz + ¢ puede escribirse como

b\> 1 ,, b\ A
(a:—i-%) —@(b —4ac)]—a(x+%) 1

P(z)=a




Para graficar la ecuacion anterior, es decir, dibujar las parejas de puntos (z,y) = (z, P(z))
en el plano cartesiano, hacemos y = P(x), de donde obtenemos la ecuacién

A b\
y—l—E—a(x—l—%) , (3)

la cual representa la ecuacién de una pardbola con vértice en el punto (—%, —ﬁ), donde
el signo del coeficiente a determina si la pardbola abre hacia arriba (a > 0), o hacia abajo

(a < 0).

De hecho, la ecuacion (3) nos dice mucho mds acerca del polinomio cuadratico P(x). Supon-
gamos que a > 0, es decir, la pardbola abre hacia arriba. La segunda coordenada del vértice,
—% es positiva si y sélo si —A > 0, es decir, el discriminante de P(x) es negativo, lo cual
significa que la grifica de la pardbola no intersecta al eje X. Luego, P(x) no tiene raices

reales.

Si — ﬁ es negativo, la grifica de la pardbola intersecta al eje X en dos puntos x; y 2, que son
las raices de P(x). Observemos que en este caso se tiene que A es positivo, lo cual coincide
con el hecho de que P(x) tenga dos raices reales. Ademds, el polinomio P(z) alcanza su
valor minimo en el punto x = —%, y dicho valor minimo es —%.

Haciendo un andlisis similar si @ < 0, podemos concluir que cuando la pardbola abre hacia
abajo, intersectara al eje X siy s6lo si A > 0. Aqui, el polinomio P(x) alcanza su maximo

valor en el punto x = —% y el valor méximo es —%.

A>0 A<
+ a>0 a <0

b A

; (7 1)
| Ty |'I’2 | |a ‘a
| I | | [
__(__b _A) 1
207 da

Cuando la gréfica de la pardbola es tangente al eje X, corresponde al caso cuando el discri-
minante es cero, es decir, las dos raices son iguales.
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6.2.2. Ejercicios
Resuelva las siguientes ecuaciones.
a) 3222 + 18z — 17 = 0.
b) —642% + 1762 = 121.
¢) 8x + 5 = 3622

d) 2722 + 122 — 7 = 0.
e) 152 = 2522 + 2.

f) 22 - 3x4+2=0.

g) 92218z + 17 = 0.

h) 42% = 8x + 5.

i) 922 + 122 +4 = 0.

j) 222 —3z+5=0.

6.3. Planteamiento y resolucion de problemas usando ecuaciones de se-
gundo grado

6.3.1. Ejercicios resueltos

1. Un comerciante compré cierto nimero de sacos de azicar por 1000 pesos. Si hubiera
comprado 10 sacos mds por el mismo dinero, cada saco le habria costado 5 pesos menos.
(Cuantos sacos comprd y cudnto le costé cada uno?

Solucién. Sea x el nimero de sacos que compré. Entonces cada saco le costé 122 pesos. Si

x
hubiera comprado 10 sacos mas le hubiera costado ;301%, y segun el enunciado

1000 _1000_
r+10 x

1000z — 1000(z + 10) + 5(z 4+ 10)(z) = 0.

5

Tenemos entonces
522 + 502 — 10000 = 0

2% + 10z — 2000 = 0
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—10 £ /102 — 4(1)(—2000) —10 + /100 + 8000

xr = =

2(1) 2
~ —10 £ +/8100
- 2
~ —10£90
= —5
de donde x = 40 o x = —50, luego la respuesta es x = 40.

2. Lalongitud de una sala excede a su ancho en 4m. Si cada dimension se aumenta 4m el area
serd el doble. Hallar las dimensiones de la sala.

Solucidn. Sea z el ancho de la sala de modo que la longitud es x 44 y el drea seria x(z +4) =
2% + 4.

Al aumentar en 4 las dimensiones, segun el enunciado tenemos
(z +4)(x +8) = 2(2? + 4x)

22 4+ 122 + 32 = 222 + 8z
22 —4r—32=0

) £/(—4)2 — 4(1)(—32) 4+ /16 + 128

xr = g
2(1) 2
4+ V144
N 2
4+12
— TR
de donde z = 8 o z = —4. Como x es el ancho de la sala, x no puede ser un valor negativo,

por lo que el ancho de la sala es 8 y la longitud es 12.

6.3.2. Ejercicios

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) La suma de dos nimeros naturales es 14. La diferencia de sus cuadrados supera en 11 al
producto de los nimeros. ;Cuédles son los niimeros?

b) El nimero de diagonales de un poligono de n lados estd dado por D = "(n 3)

lados tiene un poligono regular que posee 54 diagonales?

(Cuantos

¢) Determinar la longitud x del lado de un tridngulo isdsceles rectangulo que tiene una hipo-
tenusa de 7.5 unidades
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d) En la casa de Mario hay un jardin rectagular que tiene 96m? de 4rea. Alrededor del jadin
se hace una cerca de 3m de ancho, en este caso el area total es 252m2. Encuentra las
dimensiones del jardin.

e) El producto de dos nimeros es 180 y su cociente %. Hallar los nimeros.

f) La edad de A hace 6 afios era la raiz cuadrada de la edad que tendrd dentro de 6 afios.
Hallar la edad actual.

g) Compré cierto numero de libros por 40 pesos y cierto nimero de plumas por 40 pesos.
Cada pluma me costo un peso més que cada libro. ;Cudntos libros compré y a qué
precio si el nimero de libros excede al de plumas en 2?

h) Se vende un reloj en 75 pesos ganando un porcentaje sobre el costo igual al del nimero
de pesos que me costo el reloj. Hallar el costo del reloj.

i) Para vallar una finca rectangular de 750m? se han utilizado 110m de cerca. Calcula las
dimensiones de la finca.

J) Halla un nimero entero sabiendo que la suma con su inverso es %.

6.4. Solucion de ecuaciones de grado mayor por factorizacion
Una ecuacion binomia es de la forma
" +a=0.

Vamos a considerar algunas ecuaciones binomias que se resuelven facilmente por descompo-
sicién de factores.

1. Resolver la ecuacion z* — 16 = 0.
Descomponiendo z# — 16 se tiene

(22 +4)(2* —4) = (2 — 20) (2 + 2i)(z — 2)(z +2) =0,
por lo que la ecuacion tiene cuatro raices x1 = —2, ro = 2, x3 = —21, 14 = 2i.

2. Resolver la ecuacién z° — 27 = 0.
Descomponiendo x® — 27 se tiene

(z —3)(z* + 32 +9) =0,
igualando a cero cada uno de los factores se tiene
r—3 =0, (1
2’ +3r+9 =0. (2)
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Resolviendo la ecuacién (1) tenemos que x = 3; la ecuacidn (2) se resuelve por férmula

general. Asi
=3+ 3vV—=3

v 2

La ecuacién 2> — 27 tiene tres raices x; = 3, x5 = ’:”T:W, T3 = ’?”T?’\/?”

Las ecuaciones trinomias son aquellas que constan de tres términos de la forma
az® + bz 4+ ¢ =0,

donde se ve que, después de ordenada la ecuaciéon en orden descendente con relacién a z,
en el primer término la x tiene un exponente doble que en el segundo término, y el tercer
término es independiente de x. Ejemplos de ecuaciones trinomias son

2t 4+ 922 420 = 0,
20+ 622 —7=0.

Las ecuaciones trinomias en que el primer término tiene z* y el segundo 22 se llaman ecua-
ciones bicuadradas.

6.4.1. Procedimiento para resolver ecuaciones trinomias
1. Escribimos la ecuacién trinomia como
a(z™)? + br" 4 ¢ = 0.

2. Aplicamos la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado. Asi

o —b £ Vb2 — 4ac

2a

3. Extraemos la raiz enésima

ol —b 4 Vb? — 4dac

2a

Este tipo de ecuaciones tienen 2n raices.

6.4.2. Solucion de ecuaciones por factorizacion

Algunas ecuaciones se pueden resolver factorizando el primer miembro de la ecuacién de
modo que cada uno de los factores sea lineal, es decir, que los factores sean de la forma
(x — a).

Ejemplo. Resolver la ecuacién x® + 22 — 16x — 16 = 0.

Factorizando el miembro derecho de la ecuacion, se obtiene que
(x+4)(x—4)(x+1)=0.

La ecuacion tiene tres raices 1 = —4, x9 = 4, x5 = —1.
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6.4.3. Ejercicios resueltos
1. Resolver 2° + 302° + 81 = 0.
Solucién. Factorizando obtenemos
(z® 4+ 27)(2* +3) =0, luego z° = —27 o 2° = 3.
Ahora para resolver la ecuacién binomia z® + 27 = 0 factorizamos
(x+3)(2* =3z +9) =0.
Usamos ahora la férmula cuadratica para el segundo factor

3+xv9—-36 3+L5¢
T = = .
2 2
Para resolver la ecuacién binomial 22 + 3 = 0 factorizamos
® +3 = (z+V3)(a? - V3z+ (V3)}) =0.

Usamos la formula cuadratica para el segundo factor:

IR R E R R N B DR )
- 2 - 2 "2 2
Notese que en total hay 6 soluciones:

3+ 51 V3 | V3V3
I = -3 X233 = 5 ! ZE4:—\3/§ I5,6—\/7_:t \/_\/_

xz

6.4.4. Ejercicios

Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) 2 — 16 = 0.

b) 26 — 729 = 0.

¢) 2?4+ —2r—1=0.

d) 22— 42> +2+6=0.

e) n* —27n? — 14n + 120 = 0.

f) 42° + 32* — 10823 — 2522 + 5227 + 360 = 0.
g) a* — 15a® — 10a + 24 = 0.

h) 2° + 22* — 1523 — 322 — 62 + 45 = 0.

i) 27 — 202° — 22% + 6423 + 4022 — 128 = 0.

j) a® — 8a® + 6a* + 103a® — 344a® + 396a — 144 = 0.
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7. Sistemas de ecuaciones lineales
Dos o mds ecuaciones, con dos o0 mds incognitas, son simultaneas cuando se satisfacen para
iguales valores de las incognitas. Asi, las ecuaciones
rT+y =95
r—y =1
son simultdneas porque z = 3, y = 2 satisfacen ambas ecuaciones.
Ecuaciones equivalentes son las que se obtienen una de la otra. Asi,

r+y =4 (1)
20+ 2y =38 (2)

son equivalentes porque multiplicando la ecuacién (1) por 2 se obtiene la ecuacién (2). Las
ecuaciones equivalentes tienen infinitas soluciones comunes.

Las ecuaciones independientes son las que no se obtienen una de la otra. Cuando las ecua-
ciones independientes tienen una sola solucion comun son simultaneas.

Ecuaciones incompatibles son ecuaciones independiantes que no tienen solucién comun.

Un sistema de ecuaciones es la reunion de dos o més ecuaciones con dos 0 mds incognitas.
Asi,

2c+3y =13
dr —y =5

es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas.

7.1. Concepto de solucion de un sistema de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones de 2 x 2 tiene dos ecuaciones con dos incégnitas, es decir, es de la
forma

ar +by =c
dr+ey =f,
donde las incégnitas son z, ¥.

Resolver un sistema de ecuaciones de 2 x 2 es encontrar los valores x y y que satisfacen
ambas ecuaciones, si es que existen.

Un sistema de ecuaciones de 3 X 3 tiene tres ecuaciones y tres incognitas, es decir, es de la
forma

aT+apy +aizz =by
A21T + G2y + 23z = by
asz T + azoy +azzz = bs,
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donde las incégnitas son z, y y 2.

Resolver un sistema de ecuaciones de 3 x 3 es encontrar los valores x, y y z que satisfacen
las tres ecuaciones, si es que existen.

Un sistema de ecuaciones de 2 x 2 o de 3 X 3 puede tener una solucion, una infinidad de
soluciones o ninguna.

7.2. Resolucion de sistemas de 2 x 2y 3 x 3, por distintos métodos

Primero vamos a estudiar los diferentes métodos para resolver ecuaciones de 2 x 2.

7.2.1. Método de igualacion
Ejemplo. Resolver el sistema
Tr+4y = 13 (D)
or — 2y = 19. )
Despejamos cualquiera de las incdgnitas, por ejemplo x, en ambas ecuaciones para obtener

13 — 4y 19 + 2y
x = , T =
7 )

Ahora se igualan las dltimas dos ecuaciones, para tener que

13-4y 1942y
7 5

y ya tenemos una ecuacion con una sola incognita. Resolviendo esta ecuacion se obtiene que
y = —2. Sustituyendo el valor de y en cualquiera de las ecuaciones (3) o (4) se llega a que

13— 4(—2)
S W) Y
o 7

Por lo que z = 3, y = —2 es la solucidn del sistema.

Ejemplo. Resolver el sistema

3r+dy = 7
20 —y = —4.
Despejamos a y de la primera y segunda ecuacion

_7—3x
= —

Y y=2x—4.
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Ahora igualamos ambas expresiones para y, para despejar x

7 —3x

=2r+4, 7—3x =10x + 20

13z = —13, r=—1.
Sustituimos ahora el valor x = —1 en cualquiera de las expresiones para y, para obtener
y=2(-1)+4=-2+4=2.
Las soluciones son x = —1, y = 2.

Obsérvese que no importa cudl de las incognitas se despeja en ambas ecuaciones el resultado
serd el mismo.

7.2.2. Método de sustitucion

Ejemplo. Resolver el sistema

2 +5y = —24 (1)
8z —3y = 10. )

Despejamos una de las incégnitas, por ejemplo x, en una de las ecuaciones. Vamos a despejar

x en la ecuacién (1). Luego
=24 -5y
xr = 5 )

Este valor de x se sustituye en la ecuacion (2),

24 —5
8 (Ty) — 3y =19,

y ya tenemos una sola ecuacién con una incognita. Resolviendo esta ecuacion se obtiene que

y = —). Sustituyendo el valor de y en la ecuaciéon donde se despejo z, tenemos que
_ —24-5(-5) 1
B 2 2

Por lo que z = % y = —5 es la solucidn del sistema.

Ejemplo. Resolver el sistema

r+6y = 27
Tr—3y = 9.

Iniciamos despejando a x en la primera ecuacién, x = 27 — 6y. Se sustituye ahora este valor
de x en la segunda eucacién y se despeja y

7(27—6y) —3y =9, 189—42y—3y =9, 45y =180 o y=4.
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Se sutituye y = 4 en la primera ecuacion para obtener

x4 (6)(4) = 27

x=27—24=3.

Asixz = 3, y = 4 es la solucion.

7.2.3. Método de suma o resta

Ejemplo. Resolver el sistema
bx +6y = 20 (1)
dr — 3y = —23. (2)

En este método se hacen iguales los coeficientes de una de las incégnitas. Vamos a igualar
los coeficientes de y en ambas ecuaciones porque es lo més sencillo.

Multiplicamos ambos miembros de la ecuacion (2) por el coeficiente de y en la ecuacién (1)
dividido entre el coeficiente de y de la ecuacion (2), es decir, multiplicamos por _% = -2

Obtenemos el sistema de ecuaciones
x4+ 6y = 20
—8xr 4+ 6y = 46. 3)

Este sistema de ecuaciones es equivalente al sistema original, lo que significa que tienen la
misma solucién. Luego restamos la ecuacién (3) de la ecuacion (1),

T by = 20
8xr —by = 20
132 = —26.
Despejamos z, en la ecuacion 13z = —26, se obtiene que
—23
r=—=—2.
13

Sustituyendo el valor de x en cualquiera de las ecuaciones, por ejemplo en la ecuacién (1),
se tiene 5(—2) 4+ 6y = 20. Despejando, tenemos que y = 5. Porloque z = —2,y = 5 es la
solucién del sistema.

Ejemplo. Resuelve el sistema

10z + 18y = —11
16x — 9y = -—5.
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Multiplicando todos los términos de la segunda ecuacion por 2 obtendremos el nuevo sistema

10z + 18y = —11
32x — 18y = -—10.

Ahora sumamos ambas ecuaciones, combinando términos semejantes para obtener:

420 = =21, T = —1.
2

Sustituimos x = —% en cualquiera de las ecuaciones originales para obtener

1 1
10 —= 18y = —11 18y = —6 = —=.
( 2) + 1oy 3 Y 3 Y 3

Las soluciones son entonces x = —%, Yy = —%. Una vez méas observamos que no importa cual
de las incognitas se elije para ser eliminada, el resultado serd el mismo.

Ejemplo. Resolver el sistema:

3v— 9z +y) = 5y— (2z+9)
4o — Bz +7) = 5y—4T.

En ocasiones se debe desarrollar la expresion antes de aplicar los métodos explicados ante-
riormente, asi el sistema anterior se convierte

—br —y = —2v—4y
dr — 3y —7 = by —A4T7.

que finalmente se puede expresar como

—4r+3y = 0
dr — 8y = —40.
Aplicamos ahora el método de suma y resta, de donde —5y = —40, y = 8. Sustituyendo en

la otra ecuacién se obtiene que —4z + 3(8) =00z = 6.

Ahora vamos a resolver un sistema de 3 x 3.

r+y+z = 12
26 —y+z =
r+2y—z = 6.

Para eliminar la incognita 2 restamos la segunda ecuacion a la primera ecuacion, para obtener
—x + 2y = 5. Luego sumamos la segunda y la tercera ecuacion para obtener 3z + y = 13.
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Luego, tenemos un nuevo sistema de ecuaciones
—r+2y = 5
r+y = 13.

Este sistema se puede resolver con cualquiera de los métodos anteriores, despejando x de la
primer ecuacion obtenemos x = 2y — 5. La cual sustituimos en la segunda ecuacion

3(2y —5) +y =13,
6y — 15 +y = 13,
Ty = 28, y = 4.
Regresando a la primera ecuacion tenemos = = 2(4) — 5 = 3. Estos valores se sustituyen en
cualquiera de las ecuaciones originales para obtener z
(3)+ (4)+ 2z =12, z=75.

Las soluciones son entonces z = 3,y = 4, 2 = 5.

7.2.4. Método del determinante

Una matriz de 2 x 2 es un arreglo

11 Q12

Q21 Q22

donde aj1, @12, a1 y asy son numeros reales. El determinante de la matriz anterior, que
denotamos por
aix  Gi12

Qo1  A22
es el nimero real definido por ajjass — aj2a9;.

Una matriz de 3 x 3 es un arreglo

ailz a2 Aas
a21 A2z A23

az1 dasz 33

donde, nuevamente, cada a;; es un nimero. Los subindices nos indican la posicién del nimero
en el arreglo. Asi, a;; se encuentra en el i-ésimo renglon y la j-ésima columna. Definimos el
determinante de una matriz de 3 x 3 por la regla

@11 aiz2 13

A2 Q23 Q21 A23 21 Q22

Q21 Q2 Q23 | = a11 + a3

a32 433 a31  as3 a3y as2

a31 Q32 a3z
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Es decir, nos movemos a lo largo del primer rengl6n, multiplicando a;; por el determinante
de la matriz de 2 x 2 obtenida al eliminar el primer renglén y la j-ésima columna, y después
sumando todo esto, pero recordando poner un signo negativo antes de a;5. Cabe aclarar que
el resultado del determinante no se altera si en lugar de escoger el primer renglén como
primer paso escogemos el segundo o el tercero. En caso de que escojamos el segundo renglon
iniciamos con un signo negativo y si escogemos el tercer renglon el primer signo es positivo,
es decir,

11 Q12 Aa13

Q12 Q13 ailr as 11 Q12

Qo1 Q92 Q23 | = —ao + Q99

32 Aa33 az1 ass az1 as2

31 Gz2 0433
Los signos se van alternando, siguiendo el siguiente diagrama
+ - +
— + —
+ - +
Los determinantes cumplen varias propiedades, que son inmediatas de las definiciones, las

ma4s utiles son las siguientes.

Propiedades 7.1. (a) Al intercambiar dos renglones consecutivos o dos columnas consecu-
tivas, el signo del determinante cambia, por ejemplo,

a11 a2 i3 Q21 d22 (23
Q21 Q22 Q23 | = — | A11 Q12 A13
a31 Q32 Aa33 a31 Q32 a3z

(b) Se puede sacar un factor comiin a cualquier renglon o columna de una matriz y los
determinantes se relacionan de la siguiente manera, por ejemplo,

aa;; a1z Qa3 a11 Qi Q13
21 22 @23 = Q| G21 Q22 (23
a31 a32 a33 az1 azz as3

(¢) Siaun renglon (o columna) le sumamos otro renglon (o columna), el valor del determi-
nante no cambia, por ejemplo,

ailr G2 13 a1l + ag1 G12 + Q22 Q13 + A923
Q21 Q22 A3 = a21 a2 @23
31 Aaz2 G33 a31 as2 a33

a1l + a2 a2 a3
= o Q21 + Q22 Q2o a23 |,

a3 + agz azz as3

(d) Si una matriz tiene dos renglones (o dos columnas) iguales el determinante es cero.
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Ejemplos. Calculemos los determinantes de las matrices dadas.

1 gi‘:3x4—2x5:2.
2. | ¢ :g‘—g(—2>—(—5)(1):—1
e R ORISR

Para resolver el sistema de ecuaciones

ar+by = c
dr+ey = f,
calculamos
c b
f e ce —bf
Tr = =
a b ae — bd
d
a c
ld J| af—cdd
YTTa 0| ae—bd
d e
Si el determinante EZL ‘ = (), significa que el sistema tiene infinidad de soluciones o que
no tiene solucion.
Si el determinante (cll z ‘ # 0, significa que el sistema tiene una tnica solucién.

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones

or+3y = 5
doe +Ty = 27

Calculamos z y y usando determinantes

~ -2

Tr =

5 3
‘27 7' 35 —81 —46
5 3| 35-12 23
7
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5 5

‘4 27‘ 135—-20 115
5 3 23 23
'

y:’ = 9.

7.2.5. Ejercicios
Resolver los sistemas de ecuaciones dados.
a) Resolver por sumay resta: 9 + 16y = 7; 4y — 3z = 0.

b) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de igualacion: 10z — 3y = 36;
2z — by = —4.

¢) Resolver por sustitucion 15z — 11y = —87; —12x — by = —27.
d) Resolver por determinantes: 8z + 9y = 0; 2x + by + 3y = %
e) 6z +3y+22=12;9r —y + 4z = 37; 10x + 5y + 3z = 21.

f) 3v —4dy — 222 —7)=0;5(z—1)— 2y —1) =0.

g 2x+4y+32=3;100 — 8y — 92 =0; 4o + 4y — 32 = 2.

r+1 y—4 x—4 y-—2
w5 5 10
i) or —32=2,22—y=-5,0+ 2y —4z =8.

h)

D2c+3y+z2=4L6r—-2y—z=—-143xr+y—2=1.

7.3. Planteamiento de problemas usando sistemas de ecuaciones
7.3.1. Ejercicios resueltos

1. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un numero es 13, y si al
numero se le resta 45 las cifras se invierten. Hallar el nimero.

Solucién. Sean x la cifra de las decenas y y la cifra de las unidades, de modo que el nimero
es 10z 4 y. Segtin el enunciado del problema x + y = 13 y ademds 10z +y — 45 = 10y + .

Entonces tenemos que resolver el sistema

r+y = 13
9 — 9y = 45,
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que se puede simplificar como

r+y = 13
r—y = O

Despejando z de la primer ecuacién, tenemos x = 13 — y lo cual sustituimos en la segunda
ecuacion, para obtener

13—y—y=25, 2y = 8§, y = 4.

Regresando a la primera ecuacién obtenemos z = 13 — 4 = 9. El numero que buscamos es
entonces 94.

2. Se tiene que 5 kilos de azucar, 3 de café y 4 de frijoles cuestan 118; 4 de azucar, 5 de café
y 3 de frijoles cuestan 145; 2 de azucar, 1 de café y 2 de frijoles cuestan 46. Hallar el precio
del kilo de cada mercancia.

Solucion. Sean x los kilos de azicar, y los kilos de café y 2 los kilos de frijoles. Segun el
enunciado tenemos el sistema

or+3y+4z = 118
4o + 5y + 32 145
2v+y+2z = 46.

De la ultima ecuacién despejamos v,
y =46 — 2x — 2z
y la sustituimos en las dos otras ecuaciones

br+3(46 — 2z —2z2) + 4z = 118
4dr +5(46 — 2z — 22) + 3z = 145.

Para obtener el nuevo sistema de ecuaciones

r+2z = 20
6r + 7z = 85.

Despejando = de ambas ecuaciones obtenemos

x=20— 2z, x:85_7z.
6
Igualamos y resolvemos para z
20 — 22 = 85g72, 120 — 122 = 85 — 72
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5z = 35, z=1.

Ahora sustituimos para encontrar el valor de x
x=20—-2(7)=20—14 = 6.

Por tdltimo sustituimos estos dos valores en cualquiera de las ecuaciones originales para ob-
tener el valor de y

y =46 — 2z — 2z = 46 — 2(6) — 2(7) = 46 — 12 — 14 = 20.

De esta manera tenemos que el azicar cuesta 6 el kilo, el café cuesta 20 el kilo y el frijoles
cuesta 7 el kilo.

7.3.2. Ejercicios

Resuelva los siguientes ejercicios.

a) En un examen de 20 preguntas la nota de Juan ha sido un 8. Si cada acierto vale un punto
y cada error resta 2 puntos, ;Cudntas preguntas ha acertado y cuantas preguntas ha
fallado Juan?

b) Si se le suman 3 al numerador de una fraccién y se le restan 2 al denominador, la fraccién

se convierte en g, pero si se resta 5 al numerador y se suma 2 al denominador, la

fraccién es igual a % Hallar la fraccién.

¢) Calcula un namero sabiendo que la suma de sus dos cifras es 10; y que si invertimos el
orden de dichas cifras, el numero obtenido es 36 unidades mayor que el original.

d) Seis veces el ancho de una sale excede en 4m a la longitud de la sala, y si la longitud
aumentada en 3m se divide entre el ancho, el cociente es 5 y el residuo es 3. Hallar las
dimensiones de la sala.

e) O trajes y 3 sombreros cuestan 4180 pesos, y & trajes y 9 sombreros 6940. Hallar el precio
de un traje y un sombrero.

f) Siun nimero de dos cifras se disminuye en 17 y esta diferencia se divide entre la suma de
sus cifras, el cociente es 5, y si el nimero disminuido en 2 se divide entre la cifra de las
unidades disminuida en 2 el cociente es 19. Hallar el nimero.

g) En un cine hay 700 personas entre adultos y nifios. Cada adulto pagé 40 pesos y cada nifio
15 pesos por su entrada. La recaudacion es de 18000 ;Cudntos adultos y cudntos nifios
hay en el cine?

h) Si al doble de la edad de A se suma la edad B, se obtiene la edad de C' aumentada en 32
afios. Si al tercio de la edad de B se le suma el doble de la de C, se obtiene la de A
aumentada en 9 afios. Finalmente, el tercio de la suma de las edades de Ay B es 1 afio
menos que la edad de C'. Hallar las edades respectivas.
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i) Ayer gané 10 mas que hoy. Si lo que gané hoy es los g de lo que gané ayer. ;Cudnto gané
cada dia?
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8. Desigualdades

Una desigualdad es una expresion que indica que una cantidad es mayor o menor que otra.
Por ejemplo, 5 < 15, a4+ b > ¢, =5 < —1.

Se llama primer miembro de una desigualdad a la expresién que estd a la izquierda y se-
gundo miembro a la que estd a la derecha del signo de la desigualdad.

Propiedades de las desigualdades.

Propiedades 8.1. (a) Si a dos miembros de una desigualdad se suma o resta una misma
cantidad, el signo de la desigualdad no varia. Ast, dada la desigualdad a < b, podemos
escribir

a+c<b+c,

a—c<b-—ec.

Consecuencia. Un término cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un miem-
bro a otro cambidndole el signo.

(b) Si dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por una misma cantidad
positiva, el signo de la desigualdad no varia. Asi, dada la desigualdad a < by siendo
c una cantidad positiva, podemos escribir

ac < be,

(c) Silos dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por una misma cantidad
negativa, el signo de la desigualdad varia. Asi, si en la desigualdad a < b multiplica-
mos ambos miembros por —c, tendremos

—ac > —bc,
a b
c c

(d) Si cambia el orden de los miembros, la desigualdad cambia de signo. Asi, si a > b es
evidente que b < a.

(e) Altomar los reciprocos de los dos miembros, la desigualdad cambia de signo. Asi, siendo
a < b se tiene que
1 1
b
(f) Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a una misma potencia
positiva, el signo de la desigualdad no cambia. Asi, 3 < 5, elevando al cuadrado

32 < 52, es decir, 9 < 25.
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(g9) Silos dos miembros o uno de ellos es negativo y se elevan a una potencia impar, el signo
de la desigualdad no cambia. Asi, —5 < —3, elevando al cubo, (—5) < (=3)3, es
decir, —125 < —27.

(h) Si los dos miembros son negativos y se elevan a una misma potencia par positiva, el
signo de la desigualdad cambia. Ast, —5 < —3, elevando al cuadrado, (—3)?> = 9y
(=5)% =25, (—5)? > (—3)%

(1) Si los dos miembros de una desigualdad son positivos y se les extrae una misma raiz
positiva, el signo de la desigualdad no cambia. Asi, si a < b, 0 < a y n es positivo, se
tiene que

a < b

(7) Sidos o mds desigualdades del mismo signo se suman o multiplican miembro a miembro,
resulta una desigualdad del mismo signo. Asi, sia < by c < d, se tiene que

a+c<b+d,

ac < bd.

Una inecuacion es una desigualdad en la que hay una o mds cantidades desconocidas (incégni-
tas) y que solo se verifican para determinados valores de las incognitas.

Asi, la desigualdad 2z — 3 > x + 5 es una inecuacion por que tiene la incognita z y sélo
se verfica para cualquier valor de « mayor que 8. En efecto, para x = 8 se convertiria en
igualdad y para x < 8 se convertiria en una desigualdad de signo contrario.

Resolver una inecuacion es hallar los valores de las incognitas que satisfacen la inecuacion.

8.1. Desigualdades de primer grado
8.1.1. Ejercicios resueltos
1. Encuentra el conjunto solucién de la desigualdad x + 5 > 2.
Solucién. Sumando —5 a ambos lados de la desigualdad, obtenemos
r+5—-5>2-5
x> —3.
Por lo tanto el conjunto solucién es

{z|z> -3, x e R}.

2. Hallar el conjunto solucién de la desigualdad = + 2(4x — 5) > 5(2z — 3).

Solucion.
x4 2(4x — 5) > 5(2x — 3)
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r+8r—10>10 < —15
9z — 10 > 10z — 15
9z + 5 > 10z
5> .

Por lo que el conjunto solucién es {z | x < 5, = € R}.
3. Determinar el conjunto solucién de la desigualdad

320 —5) —7(1 —z) > —4(4 — 3z).

Solucién. Aplicando la ley distributiva para eliminar el paréntesis, tenemos
320 —5) —7(1 —x) > —4(4 — 3x)
6r — 15 =74 Tx > —16 + 12z.
Al reducir términos semejantes, se obtiene
13z — 22 > —16 + 12x.
Sumando (22 — 12x) a ambos lados de la desigualdad, se obtiene
132 — 22+ 22 — 1220 > —16 + 122 + 22 — 122

T > 6.

Por lo tanto el conjunto solucién es {x | z > 6, = € R}.

8.1.2. Ejercicios

Resolver las siguientes desigualdades.

a) 3(x —5) —4(4—3z) > 2(7T—x) — 3(x = 5).
b) 3z — 14 < 7z — 2.

3z+1  2-4zx —5z—4 Tx
¢ 5 3 =21 T

d 6<—-2(1—-2)<4
e) Jz—(1-22))+1<
f) Sz > g — 5229
g) 22— 2> % +10.
h) 3z —4+2% <3242

& 242 3x—6
i) 5= <=5

I S et
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8.2. Ecuaciones y desigualdades con valor absoluto
8.2.1. Ejercicios resueltos

1. Hallar el conjunto solucién de |2z + 3| = 9.
3
Solucién. Primer caso, cuando 2z + 3 > 0, esto es, x > —3

|2z + 3| = 2z + 3.

La ecuacion se convierte entonces en

20 +3] = 2x4+3=9
20 = 9-—3
r = 3.

El conjunto solucién es la intersecciéon de los conjuntos soluciéon de = > —% yz = 3. El
conjunto solucién es entonces {3}.

Segundo caso, cuando 2z + 3 < 0, es decir, z < —%
|22 4+ 3| = —(22 + 3) = —2z — 3.

La ecuacion se convierte en

20+3] = —2r—-3=9
-2z = 9+3
r = —6.
El conjunto solucién es la interseccion de los conjuntos solucién de x < —% y x = —6. El

conjunto solucién es entonces { —6}.

El conjunto solucién es la unién de los conjuntos solucién de los dos casos. Por lo tanto, el
conjunto solucién es {—6, 3}.

2. Determinar el conjunto solucién de |2z — 5| = z + 3.

Solucion. El primer caso es cuando 2z — 5 > 0, esto es, z > g Se tiene asi que |2z — 5| =
2z — 5. Luego

20 —5 = x+4+3
20 —x = 3+5

r = 8.

El conjunto solucion es la interseccion de los conjuntos solucion de x> g y x = 8, por lo
que el conjunto solucion es {8}.
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Segundo caso, es decir, z < 2 si 2z — 5 < 0. Resulta que |2z — 5| = —(2z — 5) = —2z + 5.
De esta manera, |2z — 5| = x + 3 se convierte en

—2x+5 = x+3
—2z—72 = 3-5
2
r = -.
3
El conjunto solucién es la interseccion de los conjuntos solucién de x < g yr = % El

conjunto solucién es {2}.

Luego, el conjunto solucién de |2z — 5| = x + 3 es la unién de los conjuntos solucién de los
dos casos. Por lo tanto, el conjunto solucién es {2, 8}.

3. Determinar el conjunto solucién de |2z — 3| > 1.

Solucién. |2z — 3| > 1 es equivalente a

2 —3>1 cuando 2x — 3 >0, obien
—(2x —3)>1 cuando 2z —3 <0.

Ahora, resolvemos cada desigualdad y consideramos la unién entre ambas soluciones, z > 2
cuando 2x — 3 > 0 unién —2x 4+ 3 > 1 cuando 2z — 3 < 0. Es decir, se tiene que la solucion

es
3

> 2 > =
T > yx_2

DO o

union 1>z y =z <

Resolviendo cada lado de la unién, se obtiene que x > 2 unién z < 1. Por lo tanto, el
conjunto soluciénes {r e R|x >26x < 1}.

8.2.2. Ejercicios

Resolver las siguientes desigualdades.
a) |3z + 1| > 2|z — 6.

b) |z +2| > 3.

¢) | —4x+8| <5,

d) |2z — 5] < 4.

e) [3z+ 8| > 2.

D |7 -5l <3
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h) [3z —2| < 4.

i) |42 +2| > 6.

i) 20 -1]>3.
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9. Funciones elementales

9.1. Logaritmo

El logaritmo de un niimero dado es el exponente al que tenemos que elevar otro nimero
llamado base para obtener el nimero dado. Como

50 =1
51 =5
52 =25
5 =125,

luego, siendo la base 5 el logaritmo de 1 (se escribe log;(1)) es 0, por que 0 es el exponente
al que tenemos que elevar la base 5 para obtener 1. Luego,

logs(1) =0

log;(5) =1

log;(25) =2
log;(125) =

Cualquier ndmero positivo se puede tomar como base de un sistema de logaritmos. Los sis-
temas de logaritmos usados generalmente son dos, el sistema de logaritmos vulgares o de
Briggs, cuya base es 10, y el sistema de logaritmos naturales o Neperianos, cuya base es el
nimero

e =2.71828182845. ...

Propiedades de los logaritmos. Sea b la base del logaritmo, la ecuacién bY = A, sera equi-
valente a escribir

log,(A) = y.

Propiedades 9.1. (a) La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa.
(b) Los niimeros negativos no tienen logaritmo.
(¢) En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es 1, es decir,

log, (b) = 1.
(d) Ellogaritmo de 1 es 0, es decir,

log,(1) = 0.
(e) Los niimeros mayores que 1 tienen logaritmo positivo, es decir, si A > 1 se tiene que

log,(A) > 0.
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(f) Los niimeros menores que 1 tienen logaritmo negativo, es decir, si 0 < A < 1 se tiene
que
log,(A) < 0.

(9) Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores. Asi,

log,(AB) = log,(A) + log,(B).

(h) El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del
divisor. Asi,

log, (%) — log,(A) — log,(B).

(1) El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el logaritmo de la

base. Asi,
log,(A") = nlog,(A).

(7) El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la cantidad subradical dividido entre
el indice de la raiz. Asi,

logb(m) _ logb(A).

n

9.1.1. Ejercicios resueltos
1. Encuentre y si y = log, 8.

Solucién. Escriba y = log, 8 en una forma exponencial equivalente, es decir
8 =4Y

2% = 2%
2u=3

_3
y=73

2. Encuentre z si log, x = —2.

Solucién. Escriba log; * = —2 en forma exponencial equivalente

3. Encuentre b si log;, 1000 = 3.
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Solucién. Escriba log, 1000 = 3 en forma exponencial equivalente

1000 = b3
10 = v?
b= 10.

4. Silog, 3 = 1.1y log, 7 = 1.95, encuentre log, (%) y log, v/21.

Solucion. ;
log, (§) =log,7—1log,3=195—-11=0.85

1 1 1
log, V21 = log.(21)s = 3 log. (3% 7) = g(loge 3+ log, 7)

1
= 5(1.1 +1.95) = 1.01.

5. Encuentre z tal que log, z = §logb 27 + 2log, 2 — logy, 3.

Solucidn.

2
log,z = 3 log, 27 + 2log, 2 — log, 3 = log, 277 + log, 2° — log, 3

9x4
= log, 9+ log, 4 — log, 3 = log, 5 = log;, 12.

Asi, log, © = logy12, por lo tanto z = 12.

9.1.2. Ejercicios

Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log(x+3) +logzx = 1.

b) log (3x + 2) = 2log 2 + log (2z — 1).

¢) logh+logx = 2.

d) log (6x + 3) —log 3 = log (5x — 3) + log 4.
e) logz +log (z —3) = 1.

f) log, 8 = x.

g) logx —logh = log2 — log (z — 39).

h) logz —log8 = 1.

i) log (logz) = 1.

j) log (6x 4+ 3) —log3 = log 2 — log z.
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9.2. Funcion exponencial

Se dice que P es una funcién exponencial de x (la variable es x) con base a si
xX
P=PF o,

siendo Fj la cantidad inicial (cuando = = 0 tenemos P = Fy) y a es un factor de cambio de
P, cuando x aumenta en 1. Si @ > 1 se trata de un crecimiento exponencial; si a < 1 se trata
de una disminucién exponencial.

Ejemplo. Si a = 2y Py, = 3, hacemos variar x para tener la ecuacién P = 3(2)*, entonces
por ejemplo

3(2)° =3
3(2) =

3(2)2 =12
32 =2
3(2)° = 96.

Propiedades de los exponentes.

A continuacidn se presentan la lista de las definiciones y propiedades necesarias para mani-
pular los exponentes, algunas de las cuales ya hemos revisado en estas notas.

@ a® =1,
(b) a' =a,
(€) at =1,
d) o =2,
(€) az = \/a,
® an = Ya,

(®) a» = {am,

(h) a*al = a*™,

@) < =am,

() (a”)' = a™,

(k) Siz < 0tenemos que 0 < a” < 1,

(I) Siz > 0tenemos que a® > 1.
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9.2.1. Ejercicios resueltos
1. Despeje x de 4*73 = 8.
Solucién. Exprese ambos lados en términos de la misma base,
4779 =8
(22)7=3 = 93
921—6 _ 93
2r—6=3
20 =9

m—g

2. Despeje = de 27°F1 = 9.

Solucion. Exprese ambos lados en términos de la misma base,

277t =9
(33)x+1 — 32
33:E+3 — 32
3r+3=2
3z =—1
1
r= —-.
3

3. Tiempo de duplicacion. Para cierta bacteria se halla que su tiempo de dupicacion es de 25
minutos. Supdéngase que no hay ningin cambio en el tiempo de duplicacién y que se inicia
con un cultivo de 1000 bacterias. ;Cudntas bacterias estardn presentes en 10 minutos?, ;y en
5 horas?

Solucion. La férmula que usaremos es
P(t) = (1000)23,
donde el tiempo ¢ se mide en minutos. Para ¢t = 0 se tiene que
P(10) = (1000)2% = (1000)2% = 1000V/4 ~ 1320.
Para t = 300 obtenemos P(300) = (1000)2% = (1000)2'2 = 4, 096, 000.

4. Decaimiento radiactivo. El is6topo del galio 67 usado en el diagndstico de tumores ma-
lignos, tiene una vida media de 46.5 horas. Si se empieza con 100 miligramos del isétopo,
(cudntos miligramos quedardn después de 24 horas?, ;después de una semana?
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Solucién. Se usa el modelo de decaimiento de vida media.
/1:1&ﬂ%)i::A02‘?
Tomando Ay = 100 y h = 46.5, se obtiene
A =100(2 %),

El valor de A cuando ¢ = 24 horas es

A= 100(2’%) = 69.9 miligramos.
El valor de A cuando ¢ = 168 horas (una semana=168 horas) es

A= 100(2_%) = 8.17 miligramos.
5. Medicina - Crecimiento bacteriano. El célera es una enfermedad intestinal causada por la
bacteria del célera que se miltiplica exponencialmente por la division de células modelada

por
_ 1.38t
N = Nyel38t

donde N es el nimero de bacterias presentes despues de t horas y Ny es el nimero de bacterias
presentes cuanto t=0. Si se empieza con una bacteria, ;cudntas bacterias habrd en 5 horas?

Solucién. Utilice Ny = 1y ¢ = 5 para obtener que
N = N061.386t — 61.386(5) = 1020.

9.2.2. Ejercicios

Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 21 — ¢7,
b) e®e 3 = ePe 27",
¢) e = e

d) 47+t — 27 =,
e) 23775 =5,

f 2 7T=1
g) 10°*72 = 100.
h) 5 =<%—.

i) ea:—l * ea:—f—l — 641’—4.

j) 106m71 * 103:v+1 — 102:32.
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9.3. Funciones trigonométricas

Algunas propiedades de las funciones trigonométricas son las siguientes.

1. sec(z) — CO:(x),
2. eselx) = Senl(z),
3 tan(a) = S,
4. cot(z) = tanl(x)’

10. cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sen (x)sen (y),
11. cos(z —y) = cos(x) cos(y) + sen (x)sen (y),

tan(z) + tan(y)
12. tan(z +y) = T tan(z) tan(y)"

_ tan(z) — tan(y)
13- tan(z —y) = 1 + tan(z) tan(y)’

14. sen (2z) = 2sen () cos(z),

15. cos(2z) = cos?(x) — sen ?(y),

2 tan(x)
16. tan(2z) = ———,
an(2z) 1 — tan?(x)
1-— 2
17. sen?(x) = w,
1 2
18, cos(x) = +C+<x>
1 — cos(2x)
19. tan?(z) = —————~.
an’(z) 1 + cos(2z)
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9.3.1. Ejercicios

Calcular el valor exacto sin usar tablas o calculadora de las siguientes expfresiones.

a) cos0.

b) sen 7.

C) cos —%.
d) cot 37”

51
e) csc .

f) sec HT”.

g) tan —27.
h) sec —%.

s

i) sen —7.

J) csc—m.
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10. Problemas miscelanea

Este capitulo tiene como objetivo introducir al estudiante en la resoluciéon de problemas
diversos.

10.1. Problemas resueltos

1. Tengo tres canastas enfrente de mi, cada una con 11 dulces. Si tomo un dulce de cada
canasta en el siguiente orden: uno de la de la izquierda, otro de la del centro, otro del
de la derecha, otro de la del centro, otro de la de la izquierda, otro de la del centro,
etc., en el momento en que la canasta central queda vacia, ;cudntos dulces quedan en
la canasta que todavia tiene mas dulces?

Solucion. Cada vez que tomo un dulce de la canasta izquierda tomo uno de la canasta
del centro en el siguiente paso. Lo mismo es cierto para la canasta derecha. Voy a tomar
11 dulces, para ese momento habré tomado 5 dulces de una canasta lateral y 6 de otra.
Asi, la canasta con méas dulces tendré 6 dulces. La respuesta es (6).

2. Se tienen 2021 fichas numeradas de 1 al 2021. Se han colocado en una fila en orden de
acuerdo a su nimero. Algunas fichas son rojas, otras son verdes y el resto son azules.
Se sabe que si tres fichas tienen niimeros consecutivos entonces hay una de cada uno de
los tres colores. Leonardo apunt6 el color de 5 de las fichas. Estas son sus anotaciones:
La ficha 2 es verde.

La ficha 20 es azul.

La ficha 202 es rojo.
La ficha 1002 es verde.
La ficha 2021 es verde.

Leonardo se dio cuenta de que se equivoco al anotar el color de exactamente una de las
fichas. ;Qué numero tiene la ficha con la que se equivoc?

Solucion: Obsérseve que para las fichas del mismo color sus nimeros correspondientes
dejan el mismo residuo al ser divididos entre 3.

3. Luis quiere escribir numeros de cuatro cifras que utilicen cuatro digitos consecutivos
en orden ascendente de izquierda a derecha. ; Cudntos nimeros distintos podré escribir
Luis?

Solucion: Como los digitos van creciendo, el digito mas pequefo de los cuatro es el
de la izquierda y el mas grande es el de la derecha. Si el digito mas pequefio es 1, el
nuimero seria 1234, si es 2, el ndmero seria 2345; si es 3, el nimero seria 3456; si es 4,
el nimero seria 4567; si es 5, el nimero seria 5678; si es 6, el nimero seria 6789. El
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mads pequeiio no puede ser 7, porque el mas grande tendria que ser mas grande que 9 y
€so ya no es posible. por lo tanto puede escribir 6 nimeros distintos.

. Un chocolate rectangular estd dividido en cuadrados iguales. Victor corta dos tiras
completas de cuadrados y se queda con los 12 cuadrados de esas tiras. Isabel corta una
tira de cuadrados completa del chocolate restante y se queda con los 9 cuadrados que
forman esa tira. ;Cudntos cuadrados de chocolate quedan en la barra?

Solucion: Cada una de las tiras que corté Victor tenia 6 cuadros, mientras que la tira
que cortd Isabel tenia 9 cuadros. La dnica forma en que esto pudo suceder es que el
chocolate tenga la forma de un rectiangulo de lado mayor 10 y lado menor 6, es decir
11 x 6. Asi, Victor tomé dos tiras (2 x 6)), quedando un rectdngulo de tamafio 9 x 6.
Después Isabel cort6 una tira de tamafio 9 x 1, quedando una barra de tamafio 9 x 5, es
decir, quedan 45 cuadros de chocolate. La respuesta es (45).

. En un grupo con 2021 personas, cada una tiene un ntimero de lista del 1 al 2021. Si se
sabe que cada una de las personas con numero de lista del 1 al 2020 estrech6 la mano
de exactamente tantas personas del grupo como su nimero de lista. ;Con cuantas per-
sonas estreché la mano la persona nimero de lista 20217

Solucion. La persona 2020 salud6 a todas, de manera que saludé a la que tenia el
nimero 2021 y también a la que tenia el 1, y entonces la que tenia el 1 sélo la salud6
a ella. De la misma manera, la persona con nimero 2019 estrech6 la mano de todas
menos de la que tenia el nimero 1 y entonces la persona 2 estrechd la mano sé6lo de
las personas 2020 y 2019. Asi sucesivamente, vemos que la persona 2021 salu6 a 1010
(que son las personas con nimeros de lista de 1011 a 2020). La respuesta es (1010).

. En una rueda de la fortuna las canastillas estdn numeradas 1, 2, 3, ... en orden y todas
estdn separadas a la misma distancia. En el momento en que la canastilla 13 alcanza la
posiciéon mas baja, la canastilla 4 se encuentra en la posicién més alta. ;Cudntas canas-
tillas tiene la rueda?

Solucion. La canastilla 4 estd opuesta a la 13, 1a 5 ala 14, 1a 6 a la 15 y asi sucesi-
vamente. Para dos canastillas opuestas, la diferencia entre la mayor y la menor es 9.
Como la canastilla 1 estd enfrente de la 10, la canastilla 9 esta enfrente de la que tiene
el nimero més grande, la 18. Asi, en total hay 18 canastillas. La respuesta es (18).

. Paquito tiene tridngulos y rectdngulos de madera. Si en total sus piezas tiene 17 esqui-
nas, /cudntos tridngulos tiene Paquito?

Solucion. Cada triangulo tiene 3 esquinas y cada rectangulo tiene 4. Como 17 no
es multiplo de 3, Paquito no puede tener puros tridngulos, asi que tiene al menos un
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10.

rectangulo. Tampoco 17-4=13 es multiplo de 3 asi que Paquito debe tener un rectangu-
lo més. Como 13-4=9 no es multiplo de 4, Paquito debe tener al menos un tridngulo.
Como 9-3=6 tampoco es multiplo de 4, Paquito tiene necesariamente otro tridngulo
mads, y como solo nos faltan por considerar 6-3=3 esquinas, Paquito tiene un tercer
tridngulo. La respuesta es (3).

. Algunas cajas de una coleccion de 11 cajas grandes contienen 8 cajas medianas cada

una; algunas de las cajas medianas contienen también 8 cajas chicas cada una. Si hay
102 cajas que no contienen ninguna otra (contando también las chicas), ;cudntas cajas
hay en total?

Solucion. Imaginemos que las cajas estan todas vacias y que vamos metiéndolas en
orden. Al principio tenemos 11 cajas grandes vacias. Si decidiéramos llenar alguna de
estas cajas tendriamos una caja vacia menos, pero al final de esta operacion tendriamos
1 cajallena y 7 cajas vacias mds. Con las cajas medianas pasa lo mismo: por cada caja
llena se agregan 7 vacias. El nimero de cajas vacias debe ser 11 + 7k donde k es el
nimero de cajas que se llenaron. Como 102 = 11 4+ 7 x 13, s6lo tenemos 13 cajas
llenas, asi que en total tenemos 102+13=115 cajas. La respuesta es (115).

En una clase hay 25 alumnos. De ellos 17 alumnos son ciclistas, 13 nadadores y 8 es-
quiadores. Ningun alumno practica tres deportes. Los ciclistas, nadadores y esquiado-
res se sacaron 9 en matematicas. Si 6 alumnos de la clase se sacaron 6 en matematicas,
(cudntos nadadores saben esquiar?

Soluciéon. Hay 25 alumnos en la clase. Como 6 alumnos se sacaron 6 en matematicas,
hay 19 alumnos que no tienen 6 en matematicas y hay a lo mds el mismo ndmero de
deportistas. Si le damos 1 punto a cada uno de los deportes practicado por algun alumno
tenemos 17+1348=38 puntos para los deportes. Como hay a lo mas 19 personas que
practican deportes y ninguna de ellas practica 3 deportes, entonces tenemos que todos
practican 2 deportes. De los 19 deportistas 17 son ciclistas, asi que hay tinicamente 2
alumnos que son nadadores y esquiadores a la vez. La respuesta es (2).

. ¢Cudntos nimeros de 4 digitos hay de la forma a99b que sean divisibles entre 547

Solucién. Como 54 = 2-27 = 2 - 33, 9 tiene que dividir a a99b, luego 9 divide a a + b.
Ademas 2 divide a a990, luego b es par. Si 9 divide a a+ b, como a y b son digitos y b es
par, entonces a < 9y b < 8y por tanto a + b = 9. Es ficil ver que las 5 posibilidades
con b par (9990, 7992,5994,3996 y 1998) son todas miiltiplos de 54. La respuesta es
(54).

El producto de tres digitos a, b, y c es el nimero de dos digitos bc; el producto de los
digitos by c es c. (Cudnto vale a si c = 2?
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11.

12.

13.

14.

15.

Solucion. Como el producto de b por ¢ es ¢, tenemos que b = 1. Entonces a - b - ¢ =
a-2=12y a = 6. Larespuesta es (6).

El producto de las edades de mis hijos es 1664. La edad del mas grande es el doble que
la del mas pequefio. ;Cuantos hijos tengo?

Solucidén. Sea a la edad del menor y 2a la del mayor. Tenemos que 1664 = 13 x 26,
Observemos que a no puede ser un multiplo de 13 porque entonces 1664 seria un
multiplo de 13 x 16 = 338. De aqui sabemos que existe un hermano mediano cuya edad
es multiplo de 13, y que la edad del menor y del mayor son potencias de 2. Claramente
a no puede ser 2 ni 4. Si el hijo menor tiene 8 aflos y el mayor tiene 16, debe haber otro
hermano en medio que tenga 13 afos. No hay otra posibilidad. La respuesta es (3).

Algunas cajas de una coleccion de 11 cajas grandes contienen 8 cajas medianas cada
una; algunas de las cajas medianas contienen también 8 cajas chicas cada una. Si hay
102 cajas que no contienen ninguna otra (contando también las chicas), ;cudntas cajas
hay en total?

Solucion. Imaginemos que las cajas estan todas vacias y que vamos metiéndolas en
orden. Al principio tenemos 11 cajas grandes vacias. Si decidiéramos llenar alguna de
estas cajas tendriamos una caja vacia menos, pero al final de esta operacion tendriamos
1 caja llena y 7 cajas vacias mds. Con las cajas medianas pasa lo mismo: por cada caja
llena se agregan 7 vacias. El nimero de cajas vacias debe ser 11 + 7k donde k es el
nimero de cajas que se llenaron. Como 102 = 11 4+ 7 x 13, s6lo tenemos 13 cajas
llenas, asi que en total tenemos 102+13=115 cajas. La respuesta es (115).

(Para cudntos valores enteros positivos de n la expresion nl—il es un entero?

Solucién. nl—i es entero Unicamente cuando n + 4 es divisor de 18, es decir, si es uno
de los nimeros 1, 2, 3, 6, 9, 18. Como n es positivo, n + 4 debe ser mayo que 4, o sea

6, 9 0 18. Asi n puede tomar 3 valores. La respuesta es (3).

Un ndmero entero n tiene 3 digitos distintos de cero, cuando se le resta el ndmero &
formado por los mismo digitos pero en el orden inverso, el resultado es un entero posi-
tivo cuya cifra de unidades es 6. ;Cudnto vale n — k?

Solucién. Digamos que n = abe = 100a + 10b + ¢, con a > c. Entonces k = 100c +
100+ a, de donde n — k = 99(a — ¢). Asi, (a — ¢) multiplicado por 9 debe terminar en
6, y como a — c es digito, tenemos que a — ¢ = 4. Entonces n — k = 99 - 4 = 396. La
respuesta es (396).

Maria tiene 65 monedas distribuidas en 5 montones. Maria toma una moneda de alguno
de los montones y la pasa a otro; esta operacion la ejecuta un total de 6 veces (posible-
mente escogiendo distintos montones cada vez). En este momento todos los montones
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16.

17.

18.

tienen el mismo nimero de monedas. ;Cudl es el minimo nimero de monedas que
podia tener al principio el montén que conteia menos monedas?

Solucion. Maria hizo 6 movimientos para dejar 13 monedas en cada monton. Si un
mont6n hubiera empezado con 6 o menos de 6 monedas habria sido imposible comple-
tar 13 monedas en un monton. Asi, si el montén més pequefio tiene 7 monedas y los
otros tienen, por ejemplo, 19, 13, 13 y 13, después de 6 movimientos Maria completara
13 monedas en cada montén. La respuesta es (7).

Una sefiora tiene seis canastas de frutas, unas de puras naranjas y otras de puras man-
zanas. Las seis canastas tiene 8, 12, 14, 17, 19 y 23 frutas respectivamente, pero no
sabemos cudles son de naranjas y cudles de manzanas. La sefiora vendié una canasta
completa, y en total en las restantes cinco canastas quedaron el doble de naranjas que
de manzanas. ;Cudantas naranjas le quedan en total a la sefora?

Solucién. Llamemos A al nimero de frutas que contenia la canasta que la sefiora ven-
di6, y M y N al nimero de manzanas y naranjas que le quedaron, respectivamente.
Como la sefiora tenia en total 8 + 12 + 14 + 17 4+ 19 + 23 = 93 frutas, tenemos que
M + N =93 — A. Usando que 2M = N llegamos a que M = %, asi que A = 12,
pues ninguna de las otras diferencias es multiplo de 3. De lo anterior tenemos que
M=27T=19+8y N =54 =14 4+ 17 + 23. Larespuesta es (54).

(Cudntos nimeros de 4 digitos hay de la forma a99b que sean divisibles entre 547

Solucién. Como 54 = 2-27 = 2- 33, 9 tiene que dividir a a99b, luego 9 divide a a + b.
Ademads 2 divide a a99b, luego b es par. Si 9 divide a a+ b, como a y b son digitos y b es
par, entonces a < 9y b < 8y por tanto a + b = 9. Es facil ver que las 5 posibilidades
con b par (9990, 7992,5994,3996 y 1998) son todas multiplos de 54. La respuesta es
(54).

Si A'y B son enteros positivos y cumplen que é + % = %, [cudanto vale A?

Solucién. Multiplicando toda la ecuacion por 35 obtenemos 5A + 78 = 31. Si A fuera
mayor o igual a 7, entonces 5A + 7B seria al menos 35, que es mayor que 31, por lo
que A < 6. Como 31 — 5A es multiplo de 7 y A es menor o igual a 6, se sigue que A
debe ser 2 y, por tanto, el valor de B es 3. La respuesta es (2).

10.2. Problemas

1.

La maestra va a repartir 20 dulces entre varios nifios. Si piensa darle al menos un dulce
a cada nifio pero no quiere que ninguno tenga la misma cantidad de dulces que otro,
(cudl es la maxima cantidad de nifios a los que la maestra les puede repartir dulces?

. ¢(Cuantas parejas de enteros positivos impares tienen como suma 1998?
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10.

11.
12.

13.

14.

Numeré 2002 tarjetas del 1 al 2002 y quité aquéllas que terminaban con 0. Después
volvi a numerar las que me quedaban y otra vez quité las que terminaban con 0. Al
final, ;cudntas tarjetas me quedaron?

Las fechas de cumpleafios de cuatro amigas (Blanca, Cristina, Daniela y Flor) son
marzo 1, marzo 20, mayo 17 y julio 20. Sabemos que Flor nacié el mismo mes que
Cristina, y que el numero de dia en que nacieron Cristina y Daniela es el mismo, aunque
nacieron en distintos meses. ;Quién naci6é en mayo 177

. Si A, By C son tres puntos no alineados, jen cuantas posiciones distintas se puede

agregar un cuarto punto para que los cuatro sean los vértices de un paralelogramo?

. En una carrera participaron 28 nifios . El nimero de nifios que llegaron detrds de Nacho

fue el doble del niimero de nifios que llegaron antes que él. ;En qué lugar llegdé Nacho?

. Elreloj de Alejandro se atrasa 2 minutos cada hora. El de Verénica se adelanta 1 minuto

por hora. El domingo a las 12 del dia los pusieron a la misma hora. La siguiente vez
que se reunieron Verénica y Alejandro, el reloj de Vero estaba adelantado una hora
con respecto al de Alejandro. ;Cudl es el primer momento en que pudieron haberse
encontrado?

. En cada una de las caras de un cubo se escribié un nimero entero positivo y a cada

uno de los vértices se le asigné el producto de los nimeros que aparecen en las caras
adyacentes al vértice. Si la suma de los numeros asignados a los vértices es 70, ;cual
es la suma de los niimeros que aparecen en las caras?

. Encuentra el entero positivo A que satisface

A% =4-2006+4-2004 +4-2002+ ... +4-4+4-2+1.

Encontrar todas las parejas de enteros positivos (, y) que cumplen con que su producto
es igual a 5 veces su suma.

(Cudl es el doble del cuadrado de la mitad de la diagonal de un cuadrado de lado 1?

En la tienda de la esquina el precio del kilo de jamén subid 12 pesos. Después se puso
en oferta con un descuento del 20 %, con lo que el precio quedd igual a como estaba
antes de que lo subieran. ;Cudnto costaba antes del aumento de precio?

Un ciclista sube por un camino a la velocidad de 12 km/h, y de regreso desciende por
éla 20 km/h. Si se tardé 16 minutos mds en subir que en bajar, ;cudl es la longitud del
camino?

Martha y Sofia son secretarias. Martha escribe 30 palabras por minuto en maquina de
escribir y Sofia, como esta aprendiendo a escribir a maquina, sélo hace 15 por minuto.
Si estan escribiendo un mismo documento y sofia empez6 hace 15 minutos. ;Cuanto
tardara Martha en alcanzar a Sofia?
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15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

Un niflo rompe su alcancia que contiene monedas de $10, $5, $2 y $1. En total son 101
monedas y el total de dinero suma $315. La cantidad de monedas de $1 es el triple de
la cantidad de monedas de $10. La cantidad de monedas de $2 es una mas que el doble
del nimero de monedas de $5. ;Cudntas monedas de $1 hay?

Dividir 642 en dos partes tales que una exceda a la otra en 36.

Un barco recoge 30 natifragos en una isla. Como resultado, los alimentos del barco que
eran suficientes para 60 dias ahora son suficientes s6lo para 50 dias. ;Cudntas personas
habia en el barco antes de llegar a la isla?

(Cual es el valor de x que cumple 2+ 5+ 8+ 11 + ... + x = 1557

La lista (1, z9,x3, ..., T,, 1000) es la sucesién mds larga de enteros positivos tal que
cada término a partir del tercero es la suma de los anteriores (por ejemplo x4 = 1 +
o + x3). (Cudnto vale z5?

Resolver la ecuacidon
11—z N r 13
x -2z 6

Encuentra todos los nimeros naturales x para los cuales
2071 — 2" = 768.
Considera todas las ternas (a, b, c) de enteros positivos que cumplen ab + ¢ = 34 y

a + bc = 29. Encuentra todos los posibles valores de b.

Dentro de 22 afos la edad de Juan serd el doble de la edad de su hijo y actualmente es
el triple. Hallar las edades actuales.

Martin mezcla una solucién salina al 50 % y otra similar al 75 % para obtener 60 litros
de solucidn salina al 60 %. ;Cuantos litros de una y otra debe mezclar?

En un cine, 10 entradas de adulto y 9 de nifio cuestan $5.12 pesos y de 1 nifio y 13
adultos $8.31 pesos. Hallar el precio de una entrada de nifio y una de adulto.

b—a

a1 b _ 1 =
Si ¢ = 5y ¢ = 3, encuentra el valor de =}

Encontrar los valores de g para que la siguiente ecuacion sea verdadera

22+ 6—g(2rx+1)=0.

¢ Cudntos enteros positivos n cumplen 3n? + 7" = 2002n?
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